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مبادئ في المنطق

I-          تعاريف ومصطلحات 
1- العبارة – الدالة العبارية

 أ- العبارة
نشاط

 في الخانة المناسبة×ضع العلامة 

 خاطئ صحيح   رياضينص
لا يمكن الحكم على 

صحتها أو خطئها بدون 
  نقاش

p  8 4 32− × − = −
qمجموع عددين فرديين هو عدد زوجي  

rآل عدد فردي هو عدد أولي  
s  2 ∈
t 2الدالة

x x→ حيث x∈دالة زوجية   

( );p x yx و yعنصران من /x y≤.

( )p x( ) 2: 0x x x∈ − ≥

 أ- تعريف  
و لا يمكن أن يكون صحيحا خاطئا أو  صحيحا يكون و حمل معنىنسمي عبارة آل جملة خبرية ت  

  ........................r أو qأو pنرمز للعبارة بأحد الرموز .و خاطئا في نفس الوقت

   عباراتt وs و r وq و p   النصوص أمثلة 

)النصان  );p x y و ( )p x بعبارتين ليس

  الدالة عبارية-ب   
     في النشاط السابق 

x/ منعنصران y و x بعددين معلومين  في التعبير y و x  اذا عوضنا *    y≤نحصل على 
.   عبارة

1    مثلا من أجل  6x y= = 1 نحصل على − 6≤    عبارة خاطئة−

1             من أجل  4x y= 1 نحصل على =   صحيحةبارة  ع≥4

x/ عنصران منy و x"لذا نقول التعبير  y≤" دالة عبارية

)"التعبير *  ) 2: 0x x x∈ −  نحصل على عبارة بأي قيمة من xدالة عبارية لأن إذا عوضنا " ≤

2x   مثلا من أجل  =    22 2 0−    عبارة صحيحة≤

      من أجل 
1

2
x =

2
1 1

0
2 2

  − ≥ 
 

  خاطئة عبارة 

   تعريف
 مجموعة معينة و يصبح إلى  )أو تنتمي( ينتمي)متغيرات( أو ي يحتوي على متغيرضا     آل نص ري

  عبارة آلما عوضنا هدا المتغير بعنصر محدد من هذه المجموعة يسمى دالة عبارية
   العبارات المكممة– المكممات -2
   المكمم الوجودي- أ

)لتكن  );x E p x∈دالة عبارية 

)العبارة  ) ( ):x E p x∃ ) يحقق E من x  تعني يوجد على الأقل عنصرا ∋ )p x.

  . يسمى المكمم الوجودي ∃     الرمز 

) يحقق E من xإذا آان يوجد  عنصرا وحيدا  )p xفإننا   نكتب ( ) ( )! :x E p x∃ ∈
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   المكمم الكوني-ب  

)     لتكن  );x E p x∈دالة عبارية   

)     العبارة  ) ( ):x E p x∀ ) تحقق  Eع عناصري  تعني أن جم∋ )p x . تقرأ لكلx من E , 

( )p x   أو صحيحة(  محقق.(  

  . يسمى المكمم الكوني∀   الرمز 
  أمثلة       

   في الخانة المناسبة×علامة ضع ال  
  صحيحة  خاطئة  العبارة

2 1x x∃ ∈ = −  ×    

4

x
x∃ ∈ ∈    ×  

[ ] 1
! 0; cos

2
x xπ∃ ∈ =    ×  

2! 4x x∃ ∈ =  ×    
2 0x x∀ ∈ ≥    ×  

( ) 2; 1x y x y∀ ∈ − =  ×    

  
   العبارات المكممة-د  

)   لتكن  );p x y دالة عبارية معرفة معرفة على E F×   

)  نطبق أحد المكممين على الخاصية  );p x yبالنسبة للمتغير x  

)  مثلا المكمم الكوني، نحصل على  ) ( ): ;x E p x y∀ ∈  

  .x وهي غير مرتبطة بـy  دالة عبارية للمتغير 

  مثلا المكمم الوجودي،. y  نطبق عليها أحد المكممين بالنسبة للمتغير

)  فنحصل على العبارة  ) ( ) ( );y F x E p x y∃ ∈ ∀ ∈.  

   أمثلة 

       ( ) ( ) 2
x y y x∀ ∈ ∃ ∈ 1xنأخد (   عبارة خاطئة       = = −(  

      ( ) ( ) 2x y x y∀ ∈ ∃ ∈ + =    عبارة صحيحة−

      ( ) ( ) 2y x x y∃ ∈ ∀ ∈ + =    عبارة خاطئة−

      ( ) ( )x y x y x y∀ ∈ ∀ ∈ + ≤   . عبارة  صحيحة+

      ( ) ( ) 3x y x y∃ ∈ ∃ ∈ +   . عبارة صحيحة=

  ملاحظة هامة  
  .المكممةتحديد المعنى التي تحمله العبارة  ترتيب مكممات من نفس الطبيعة ليس له أهمية في 

  . ترتيب مكممات من طبيعة مختلفة   له أهمية في تحديد المعنى التي تحمله العبارة المكممة 
II-العمليات المنطقية   
   نفي عبارة-1  

أساسه أن آل ما قالته فاطمة ينفيه أحمد و آل , في حوار جرى بين فاطمة و أحمد :     نشاط    
   :أملئه الجدول التالي إلى دفترك ثم أنقل, اله أحمد تنفيه فاطمة ما ق

  ما قاله أحمد  قالته فاطمة ما
حكمك على قول 

  فاطمة
حكمك على قول 

  أحمد 

2 IN∈        

  7 2 5+ ≺      

        عدداولي49

  ( )2
2 2− = −      
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     تعريف -    أ

 خاطئة و تكون p تكون  صحيحة إذا آانت   ┐p   أو بـp هي عبارة نرمز لهابـp    نفي عبارة 

    p تقرأ نفي p.     صحيحةpخاطئة إذا آانت  

  éritéTableau de v: جدول الحقيقةفي  

  Fأو0وإذا آانت خاطئة نرمز لعدم صحتهابVأو 1لصحتها بالرمز إذا آانت العبارة صحيحة نرمز

  p جدول حقيقة     

  
 
 
 

 

1   نفي العبارة  أمثلة 1 هي العبارة ≻2 2≥  

         ∋3العبارة هي ∌3           نفي العبارة 

   نفي عبارة مكممة-ب

)نفي العبارة    *  )x E A X∀ ) هي العبارة        ∋ )x E A X∃ ∈.  

)نفي العبارة    *  )x E A X∃ ) هي العبارة        ∋ )x E A X∀ ∈.  

)عبارة نفي ال   *  ) ( ) ( );x E y F A x y∀ ∈ ∀ ) هي  العبارة ∋ ) ( ) ( );x E y F A x y∃ ∈ ∃ ∈  

)    نفي العبارة  ) ( ) ( );x E y F A x y∀ ∈ ∃ ) هي  العبارة ∋ ) ( ) ( );x E y F A x y∃ ∈ ∀ ∈ 

)مثال   اعط نفي العبارة التالية           ) ] [( ) ] [( ) 2 20 0;1 0;1 :z x y x y z∀ ∃ ∈ ∃ ∈ + ≺  

  )المضادالاستدلال بالمثال (  نتيجة -د 
  .   صحيحةp خاطئة ، يكفي أن نبين أن نفيها p    للبرهان على أن عبارة ما

)    للبرهنة على خطأ  ) ( ):x E A x ∀ ∈  يكفي أن نبرهن   صحة ( ) ( ):x E A x ∃ ∈    

)   بين أن تطبيق   )* 1
: 2x x

x
∀ ∈ +    خاطئة ≤

2x      نعتبر  = −     
1 5

2 2
2 2

−
− + =

−
)     ادن لدينا ≻ )* 1

: 2x x
x

∃ ∈ +     عبارة صحيحة ≻

)     و منه )* 1
: 2x x

x
∀ ∈ +    خاطئة≤

   الفصل المنطقي -2 
   تعريف    
 و p هو العبارة التي تكون صحيحة  إذا آانت على الأقل إحدى العبارتينq و p فصل العبارتين     
q و تكتب .     صحيحتين )p أ وq  ( نكتبها أيضاp q∨  

p  جدول حقيقة  q∨ 
p q∨  q  p  

1  1  1  
1  0  1  
1  1  0  
0  0  0  

  العبارة   
3

2
5 أو ∋     صحيحة2

22  العبارة  4= 3  أو − 1−    خاطئة≤
  ملاحظة  

  تحملان نفس المعنى    نقول عملية الفصل تبادلية)  pأ و q(و )   qأ و p( العبارتان   *  

p p 

0  1  
1  0  
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 تحملان نفس  المعنى، نقول عملية الفصل qأ و ) p أوr(و )    qأ و p(  أوrالعبارتان  * 
  .تجميعية

   العطف المنطقي    -3  
    تعريف      

 q و p هو العبارة التي تكون صحيحة  فقط إذا آانت العبارتانq و pعطف العبارتين         

pنكتبها أيضا )  qو p( و تكتب.   صحيحتين معا q∧  

p   جدول حقيقة  q∧  

       
p q∧  q  p  

1  1  1  
0  0  1  
0  1  0  
0  0  0  

 مثال

     العبارة   
3

2
5 و ∋     خاطئة2

)      العبارة  )2 0x x∀ ∈ 3  و ≤ 1−    صحيحة≻

  ملاحظة   
  تحملان نفس المعنى  نقول عملية العطف تبادلية)  p  و q(و )   q و p( العبارتان   *  

  . تحملان نفس المعنى، نقول عملية العطف تجميعيةqو )  p وr(و )    q و p(  وrارتانالعب  * 

 * p pq p q q p q∨ = ∧ ∧ =      بين ذلك ∨

   الاستلزام -4  
  تعريف   

  . خاطئةqصحيحة و p هو العبارة التي تكون خاطئة فقط إذا آانت q و p استلزام العبارتين        

p      و تكتب q⇒  تقرأ p تستلزم q  

 
p    جدول حقيقة q⇒  

p q⇒ q  p  

1  1  1  
0  0  1  
1  1  0  
1  0  0  

 

  أمثلة 
)   العبارة  )2 0 4 1 5x x∀ ∈ ≥ ⇒ +    صحيحة =

2   العبارة  1 1 2 3⇒ − =    خاطئة +
3   العبارة  2 9 5 1 20× = ⇒ −    صحيحة=

)   العبارة  )0 2 1 1x∀∈ ≥ ⇒ −    صحيحة=

p   اصطلاح   إذا آانت العبارة  q⇒ إن صحيحة ، نقولq استنتاج  منطقي للعبارة p.  

   ملاحظة   

pالعبارتان    *  q⇒ و  ( )p q∨تحملان نفس المعنى   

*   q p⇒ يسمى الاستلزام العكسي للاستلزام p q⇒.  

pللبرهنة على أن    *  q⇒ صحيحة ، يكفي أن نفترض أن p صحيحة و نبين أن  qصحيحة .  

  q شرط آاف لتحقيق p     نقول إن 

  تمرين تطبيقي     
x     ليكن  ∈  
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     بين أن 
1 3 5 11

2
3 4 2

x
x

x

− +
− ≤ ≤ ⇒ ≤

+
  

نفترض أن     ( 
1

2
3

x− ≤   و نبين أن≥
3 5 11

4 2

x

x

− +
≤

+
(   

   التكافؤ المنطقي-5  
    تعريف     

   عبارتينq و p           ليكن  

p(         العبارة  q⇒ و q p⇒ ( تسمى تكافؤ العبارتينp و q وتكون صحيحة إذا آانت  p و q 

pلهما نفس قيم  الحقيقة و نرمز    لها بـ  q⇔و تقرأ p تكافئ q أو pإذا وفقط إذا q أو   
pشرط لازم و آاف لتحقيقq  

       
p  جدول حقيقة   q⇔  

p q⇔  q  p  

1  1  1  
0  0  1  
0  1  0  
1  0  0  

   
3 عدد فردي5(  العبارة مثلةأ    2   صحيحة) ⇔

5 عدد موجب -1(            العبارة  2 3+ =   صحيحة) ⇔
2(            العبارة  1 1⇔ −   خاطئة) ∋

 ملاحظة 
*    ( ) ( )p q q p⇔ ⇔   نقول إن التكافؤ عملية تبادلية⇔

 *    ( )( ) ( )( )p q r p q r⇔ ⇔ ⇔ ⇔   قول إن التكافؤ   عملية تجميعية ن⇔

  
  تمرين  

 و .خاطئأحد البرهانين . بطريقة مسترسلة  " ⇔"  ستعمل فيهما الرمز ننقترح عليك برهانين 
  .لجوابكالمطلوب منك التعرف عليه مع إعطاء تعليل 

2:      لدينا  IR من xليكن   ) 1 23 2 3 4x x+ ≥ ⇔ + ≥  

                                               2 1x⇔ ≥  

                                              1 x⇔ ≥         

* منxليكن   ) 2
:       لدينا  +

1 1
2 2 0x x

x x
+ ≥ ⇔ + − ≥  

                                      
2 1 2

0
x x

x

+ −
⇔ ≥   

                                          
( )2

1
0

x

x

−
⇔ ≥     

  تمرين   
      باستعمال جداول الحقيقة بين أن

    ( ) ( )p q p q⇒ ⇔ )      و  ∨ ) ( )p q p q⇒ ⇔ ∨  

     ( )p q p q⇒ ⇔      صحيحة∧

 III-  القوانين المنطقية    
...    آل عبارة مكونة من عبارتين أو عدة عبارات  ; ;r q pبينها بالعمليات  المنطقية  و تكون  مرتبطة

...صحيحة مهما آانت  العبارات ; ;r q pتسمى قانونا منطقيا  

   أنشطة-1   
  عبارات التالية قوانين منطقية    بين أن ال
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    p p∨ ،   p p⇔  ، ( )( )p p q q∧ ⇒ ⇒  

     ( ) ( ) ( )p q q r p r ⇒ ∧ ⇒ ⇒ ⇒   

  ملاحظة و اصطلاح   

)لدينا     *  )( )p p q q∧ ⇒   .لال الاستنتاجي  قانون منطقي و يسمى القاعدة العامة للاستد⇒

  qللبرهان على صحة  العبارة        

p      نبين أن الاستلزام q⇒ صحيحا حيث p عبارة ما صحيحة،  ثم نستنتج أن qصحيحة .  

)لدينا    *  ) ( ) ( )p q q r p r ⇒ ∧ ⇒ ⇒ ⇒ قانون منطقي   نقول إن الاستلزام عملية متعدية .  

   بعض القوانين المنطقية-2  
  MORGAN   DE  LOISقوانين مورآان  -أ    *

        العبارات التالية قوانين منطقية 

      

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

p q p q p q p q

p q r p q p r

p q r p q p r

∧ ⇔ ∨ ∨ ⇔ ∧

∨ ∧ ⇔ ∨ ∧ ∨

∧ ∨ ⇔ ∧ ∨ ∧

  

  

    النظمة2     حل في تطبيق  

                                             
2 2

2 2

0

x y

x y

− =
 − =

  

 الحل
( ) ( )

( )
( )

( )

; 2 2 0 0

2 2 0

2 2 0

2 2
2 2

3 3

x y S x y x y x y

x y x y

x y x y

x y x y

∈ ⇔ − = ∧ − = ∨ + =

 − = ∧ − =⇔∨ − = ∧ + =
 ⇔ = ∧ = ∨ = ∧ = − 
 

     

)  اذن  ) 2 2
2;2 ; ;

3 3
S

  = −  
  

  

   تمرين  

:2اعط نفي العبارات          1 0 1 0x x x∀ ∈ + ≥ ∨ − ≺  

   ( ) [ ]; 0;1 0 1
1

x y
x y x y

xy

+
∀ ∈ ∀ ∈ ∈ ⇒ ≤ ≤

+
  

  ت المتتالية  قانون التكافؤا-ب *

)   العبارة ) ( ) ( )A B B C A C ⇔ ∧ ⇔ ⇒ ⇔ قانون منطقي   

  )الاستدلال بالتكافؤات المتتالية ( نتيجة  

)  نستنتج من هذا القانون أنه اذا آان )A B⇔و ( )B C⇔فان ( )A C⇔صحبحا .  

   تمرين  

)    ليكن  ) 2;x y ∈  

)  بين أن  ) ( )1 2 4 ; 2;8
2

x y
x y x y

+
− + − = ⇔ =  

   قانون الاستلزام المضاد للعكس-د * 

)     العبارة  ) ( )A B B A⇒ ⇔    قانون منطقي⇒

  ملاحظة  
A في بعض الأحيان يصعب البرهان على صحة       B⇒  

Bحة    فنلجأ الى البرهان على ص A⇒ثم نستنتج صحة A B⇒  
     هذا البرهان يسمى الاستدلال  بالاستلزام المضاد للعكس
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x   ليكن  تمرين   ∈  

            بين أن 
2

8 2
5

x
x

x

+
≠ − ⇒ ≠

+
  

  نتيجة  

    ( ) ( )A B A B⇔ ⇔     قانون منطقي⇔

    قانون الخلف-ج* 

    ( ) ( )( )B C B C B⇒ ∧ ⇒     قانون منطقي⇒

  )   الاستدلال بالخلف(   نتيجة 

B صحيحة ، ونبين أن Bنفترض أن  C⇒أي(  صحيحةC   

Bأي ( عبارة ما صحيحة Cحيث )    صحيحة  C⇒صحيحة  (  
 Bثم نستنتج أن . لا يمكن  أن تكون صحيحة و خاطئة في نفس الوقت C   و هذا تناقض لأن 

  .صحيحة
  .خلف    هذا نوع من الاستدلال يسمى الاستدلال بال

2    برهن أن تمرين     ∉  

   قانون فصل الحالات-ر * 

     ( ) ( ) ( )( )A B B C A B C ⇒ ∧ ⇒ ⇒ ∨ ⇒ قانون  منطقي   

  ملاحظة  
A آانت إذا        B∨صحيحة فانه للبرهنة على صحة Cنبين أن ، A C⇒ صحيحة و B C⇒ 

  صحيحة ، 
  .  صحيحةCثم نستنتج أن    

    هذا الاستدلال يسمى الاستدلال بفصل الحالات

)  عمليا نطبق  ) ( )A C A C C ⇒ ∧ ⇒ ⇒  لأن A A∨صحيحة دائما  .  

2 المعادلة   في       حلتمرين   1 1 0x x− − + =  

VI-مبدأ الترجــــع   
  خاصية   

)            لتكن  )p n خاصية لمتغير nصحيح طبيعي   

) بحيث تكون العبارة 0n آان يوجد عدد صحيح طبيعي إذا       )0p n صحيحة  .  

) آانت العبارة إذا     و  ) ( )0 1n n p n p n∀ ≥ ⇒ )فان العبارة .  صحيحة+ ) ( )0 :n n p n∀ ≥ 

  .صحيحة

  ملاحظة   

)    للبرهان على أن  ) ( )0 :n n p n∀    صحيحة، نتبع الخطوات التالية≤

 :التحقق •

) نتحقق أن العبارة              )0p nصحيحة   

 :الترجع افتراض •

)نفترض أن العبارة            )p n 0 صحيحةn n≥    و نبين أن( )1p n   .صحيحة+

   يسمى الاستدلال بالترجعالاستدلالهذا 

24   بين بالترجع تمرين   2nn n∀ ≥ ≥  

        
( )( )* 2 2 2 1 2 1

1 2 ....
6

n n n
n n

+ +
∀ ∈ + + + =       

 

www.adirassa.com



 

��و�ا رد


	���ا س
 

مبادئ في المنطق

  

ا����رة

 
  


س � �� ��و�� و ����ه ���ن أن ��ون ����� أو ��ط�� و � ���ن أن ��ون ����� و ��ط�� ��� ��ا����رة ھ� �ل �ص ر��
  ا�و"ت

  
 ا�دا�# ا����ر�#

  
�ھ� �ل �ص ر���� ��(وي %*' �(��ر ��(�� إ�' �&�و%# ����# و 

ا��&�و%# 

  

  
 ا������ت

  
  ا����م ا��و��

  

�(�ن 

;

x E P x

  

)ا����رة  ) ( ):x E P x∀ )�د���  �Eن  x(/رأ �.�� ��ن  ∋ )P x  أو (/رأ ��لx  ن�E  ��د��( )P x ���) �و ھ

)(�/ق  Eأن &��0 %���ر ا��&�و%#  )P x  

ا�ر�ز 

 

  ��3' ا����م ا��و��
  

  ا����م ا�و&ودي
  

�(�ن 

;

x E P x

  

)ا����رة  � ) ( ):x E P x∃ )��/ق   E%*' ا4"ل �ن  x(��� �و&د %��ر ∋ )P x   

  ��3' ا����م ا�و&ودي ∃ا�ر�ز 

)ا����رة  � ) ( )! :x E P x∃ )��/ق   �Eن  x(��� �و&د %��ر و��د ∋ )P x   

ا�ر�ز 

 

   ��3' ا����م ا�و&ودي ���و�دا��# 

  
�ن �
س ا�ط���# (ر(��.� �5ر �إذا ���ت ا������ت   
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��و�ا رد


	���ا س
 

ا���*��ت ا���ط/�#

 
  


� %��رة�
   


� %��رة �P  ر�ز �.� ب�ھ� %��رة P  أوnonP   

P

 

  ����# ��Pط�# و (�ون ��ط�# إذا ���ت  P(�ون ����# إذا ���ت 
  

PP

  

0

  

1

  

1

  

0     
  


� %��رات ����#�  
  


� ا����رة :  �

:

x E P x∀ x:ھ� ا����رة :  ∋ E P x∃ ∈ 


� ا����رة :  �( ) ( ):x E P x∃ )ھ� ا����رة :  ∋ ) ( ):x E P x∀ ∈ 


� ا����رة :  �( )( ) ( ): ,x E y F P x y∀ ∈ ∀ )ھ
 ا����رة :  ∋ )( ) ( ): ,x E y F P x y∃ ∈ ∃ ∈ 


� ا����رة :  �( )( ) ( ): ,x E y F P x y∀ ∈ ∃ )ھ
 ا����رة :  ∋ )( ) ( ): ,x E y F P x y∃ ∈ ∀ ∈  

  
ا39(د�ل �����8ل ا����د:

� ��Pط�# ��
� أن ��رھن أن �
�.�  �P*�رھ�# %*' أن %��رة ��  ����  

)�*�رھ�# %*' أن ا����رة  � ) ( ):x E P x∀ ���ث (�ون    �Eن  ��xط�#  ��
� إ�&�د %*' ا4"ل %��ر   ∋

( )P x #����  

  
  ا�
�ل ا���ط/�

  

) أو  Pأو Q ���ر�ز :  ( Qو  P�ر�ز �
�ل %��ر(�ن 

P Q  

و ھو %��رة (�ون ����# إذا ���ت %*' ا4"ل إ�دى 

  .����# Qو  Pا����ر(�ن 

(

P Q  

Q

  

P

  

111

1

  

0

  

1

  

1

  

1

  

0

  

0

  

0

  

0

  

  
  

   ا��طف ا���ط/�
  

) أو  Pو Q ���ر�ز :  ( Qو  P%��ر(�ن  ��طف�ر�ز 

P Q  

إذا ���ت  /ط � ���# و ھو %��رة (�ون ����#

  (�ن ��� .���� Qو  Pا����ر(�ن 

(

P Q  

Q

  

P

  

111
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��و�ا رد


	���ا س
 

0

  

0

  

1

  

0

  

1

  

0

  

0

  

0

  

0

  

  
  

  ا39(*زام
  

�ر�ز 39(*زام %��ر(�ن  

 و  

���ر�ز :  

 

و �/رأ 

 

(3(*زم 

 

أو إذا ��ن 

 

@ن 

 

 �و ھو ��ون ��ط�� 

  ��ط�# ����Q# و  ���P# وا�دة ھ� أن (�ون  

P Q

  

Q

  

P

  

111

0

  

0

  

1

  

1

  

1

  

0

  

1

  

0

  

0

  

  
  
  

  ا�(��ؤ ا���ط/�
  

�ر�ز �(��ؤ %��ر(�ن 

 و  

���ر�ز :  

 

  

P  Bو �/رأ  ( ��)

  

(���  P)  أو (

 

إذا و/ط إذا ��ن  P)  أو  (

 (

  

Pو ھو ����  ( Q⇒  وQ P⇒  (  


س "�م ا��/�/�# Qو  Pو��ون ا�(��ؤ ����� إذا ���ت ل �  

P Q

  

Q

  

P

  

111

0

  

0

  

1

  

0

  

1

  

0

  

1

  

0

  

0

  

  
  
  

 ا�/وا��ن ا���ط/�#
  

  "وا��ن �ور�5ن

  
�(�ن    

 و  

  %��ر(�ن ، �د��� : 

          ( )P Q P Q∨ ⇔ ∧                          ( )P Q P Q∧ ⇔ ∨

  

  
�(�ن    

 و  و  

  D8ث %��رات ، �د��� :

( ) ( ) ( )

∨ ∧ ⇔ ∨ ∧ ∨  

( ) ( ) ( )

∧ ∨ ⇔ ∧ ∨ ∧  

  
  
  
  

www.adirassa.com



 

��و�ا رد


	���ا س
 

"��ون ا�(��ؤات ا��((���#
  

ا����رة 

P Q Q R P R

⇔ ∧ ⇔ ⇒ ⇔   �/ط�ون ���"  

  
  

  "��ون ا39(*زام ا����د �*��س
  

)ا����رة 

P Q Q P

⇒ ⇔   "��ون ��ط/� ⇒

  
  

  "��ون ا��*ف
  

)ا����رة  (

P Q P Q P

 ⇒ ∧ ⇒ ⇒
 

  "��ون ��ط/� 

  
  

   "��ون �ل ا����ت
  

ا����رة 

P Q Q R P Q R

⇒ ∧ ⇒ ⇒ ∨ ⇒       �/ط�ون ���"  
  
  
  

  ��دأ ا�(ر&0
  

�(�ن 

P n

  ����n# ��(��ر ����� ط����  

إذا ��ن �و&د %دد ���� ط����  �
0

n  ث (�ون���( )0
P n #����

 

)���ت ا����رة  إذا � ) ( ) ( )0
1n n P n P n∀ ≥ ⇒ +  #����

 

@ن ا����رة    ( ) ( )0
n n P n∀ ≥ #����
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2 les quantificateurs 

 P xE
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xy ;P x y

 ; ;P x y z ; ; ;P x y z k

 P x:  x E 

E P xxE P x

   x E P x 

E P xxE
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1    nm2n m

 2xynx y m  

2 

1   2 2
: 1x y x y      

2  x y y x     
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P  

QP

111

101

110

000

1              : ;P x x x
   

1P 

2P     3P 

 

PQP

QPQ

 

2   2 2
: 1 0P x x xx او     

1P         2 P

3

13  2
: 1 0x x   
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í†‡ÈÛa@Þaë‡Ûa@Þìy@pbîßìàÇò@ @
òİ“ãc@ @

  أنشطة تذآيرية

  1نشاط

 للمتغير الحقيقي f حدد مجموعة تعريف الدالة العددية
  :في الحالات التالية

)/   أ )
2

2 3

2

x
f x

x x

− +
=

− +
)/      ب ) 1 2f x x= −  

)/   ج )
2

2 1

x x
f x

x

−
=

−
  

  2نشاط

 معرفة على    دالة عدديةf    لتكن 
5 7

;
2 2

− 
  

) و  )C 

  :منحناها آما في الشكل التالي

  
 على fحدد القيمة القصوى و القيمة الدنيا لدالة  - 1

المجال 
5 7

;
2 2

− 
  

  

)استنتج أن  - 2 )5 7 17 5
;

2 2 6 3
x f x

− − ∀ ∈ ≤ ≤  
 

) - حل ميانيا أ - 3 ) 0f x ) -    ب= ) 0f x ≥ 

)حدد مبيانيا عدد حلو المعادلة  - 4 ) 1f x =  

  3نشاط

   I   / لتكنfبـةتغير حقيقي معرف  دالة عددية لم   

                  ( ) 2 2f x x x= −  

 في المعلم المتعامد الممنظم f منحنى الدالةfC و

( ); ;O i j  

) تأآد أن - 1 ) ( )2
1 1x f x x∀ ∈ = − −  

) صورة المنحنى fCبين أن المنحنى / أ )C الممثل 

2xللدالة المعرفة بـ x→ بالإزاحة ذا المتجهة ( )1; 1u −  

  

   و أنشئهfCحدد طبيعة / ب

   II /لتكنgة لمتغير حقيقي معرفتين بـ دالة عددي  

                  ( ) 2g x x x x= −  

  فردية دالة fبين أن  - 1

     fحدد جدول تغيرات الدالة - 2

) في المعلم المتعامد الممنظم gC أنشئ-3      ); ;O i j 

  4نشاط

    دالة عددية لمتغير حقيقي معرفتين بـf        لتكن 

                  ( ) 2 1

1

x
f x

x

− −
=

−
 

 في المعلم المتعامد الممنظم f منحنى الدالةfCو

( ); ;O i j  

  fD  حدد - أ - 1

) تحقق أن - ب ) 3
2

1
f x

x

−
= − +

−
  fD منx لكل

) صورة المنحنى fC بين أن- أ-2   )C الممثل للدالة 

المعرفة بـ
3

x
x

−
) بالإزاحة ذا المتجهة → )1; 2u − 

   fC أنشئ-        ب

) الدالة المعرفة بـ g نعتبر-3      )
2 1

1

x
g x

x

− −
=

−
  

  gة  و أدرس زوجيgD حدد -         أ

  gC أنشئ -         ب

  5نشاط

   لمتغير حقيقي معرفتين بـتين عدديتين دالgو fلتكن 

( ) 3 2

2 1

x
f x

x

−
=

−
)    و   ) 2 1

1

x
g x

x

− +
=

+
  

   gو fات آل من أعط جدول تغير - 1

 عناصرها إعطاء مع gC و fCحدد طبيعة  - 2

 المميزة

  التقديمأنشطة 

  ) دالة محدودة– دالة مصغورة -دالة مكبورة (6نشاط

   بـة  دالة عددية لمتغير حقيقي معرفfلتكن       

                                          ( )
2

2

2 1

1

x
f x

x

+
=

+
  

) بين أن بين - 1 ) 2x f x∀ ∈ ≺ 

) أن بين/ أ - 2 )1x f x∀ ∈ ≤ 

)حل المعادلة/ ب )1x f x∈ =  

) استنتج أن -3   )1 2x f x∀ ∈ ≤ ≺  
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  )مقارنة دالتين( 7نشاط  

 الدالتين العدديتين للمتغير الحقيقي g و f     نعتبر 

)المعرفتين بـ ) ( ) 23
; 3

2

x
g x f x x x

x

− +
= = −

+
  

   fC و gC الممثلين لـ  المنحنيينf و g على 

  .م.التوالي في مستوى   منسوب إلى معلم م

 .gC و fCحدد تقاطع  - 1

 .gC و fCأنشئ  - 2

)المتراجحة حل ميانيا  - 3 ) ( )f x g x≥ 

)المتراجحة تحقق جبريا  من حلول  - 4 ) ( )f x g x≥
  )الدالة الدورية  ( 8 نشاط

   بـة  دالة عددية لمتغير حقيقي معرفfلتكن      

                                          ( ) ( )cosf x xπ=  

)بين أن  - 1 ) ( )2x f x f x∀ ∈ + = 

 على المجال fأنشئ جزء المنحنى الدالة - 2
[  f علما أن جزء جزء المنحنى الدالة−6;6[

]على المجال     آما يلي−1;1[

  
  )صورة مجال (9نشاط

  الشكل التالي يمثل دالة عددية معرفة على المجال

[ ]3;4−  

  
]بين أن / أ - 1 ] ( )3;2 1 4x f x∀ ∈ − ≤ ≤  

]ليكن /     ب ]1;4y∈  

)     بين أن المعادلة  )f x y=تقبل حلا في [ ]3;2−  

]استنتج أن /     ج ]( ) [ ]3;2 1;4f − = 

]حدد مبيانيا صورة المجال - 2 ] ثم −1;3[ ]2;4  

  )مرآب دالتين(10نشاط

ديتين للمتغير الحقيقي  الدالتين العدg و f     نعتبر    

)المعرفتين بـ ) ( )2 ;g x x f x x= − + =  

)أحسب  - 1 )3g و ( )6g و 
7

4
g
 
 
 

ثم أحسب 

( )( )3f g و ( )( )6f g و 
7

4
f g
  

    
  

 يمكن I منx بحيث لكل Iال حدد مج - 2
)حساب )( )f g x حدد ( )( )f g x لكل xمن I 

xالة التمثيل المبياني لد(11 نشاط x a→ +(  

 الدالتين العدديتين للمتغير الحقيقي g و f     نعتبر    

)المعرفتين بـ ) ( )1 ;g x x f x x= + =  

  g و fحدد مجموعة تعريف آل من الدالتين  - 1

 g و fأدرس تغيرات آل من  - 2

 أتمم الجدول التالي/ أ - 3

4  9

4
  

2  1  1

4
  

0  x  

            ( )f x 

)لجدول أنشئ مستعينا با/    ب )fC 

)بين أن المنحنى/ أ - 4 )gC صورة المنحنى ( )fC 

)بالإزاحة ذات المتجهة  )2;0u − 

)أنشئ / ب )gC  

3xالتمثيل المبياني لدالة (12نشاط ax→(  

   بـة  دالة عددية لمتغير حقيقي معرفfلتكن      

                                          ( ) 32f x x= 

   فرديةfبين أن  - 1

 f و أعط جدول تغيرات fأدرس تغيرات  - 2

 أتمم الجدول التالي/  أ- 3       

2  3

2
  

5

4
  

1  1

2
  

0  x  

            ( )f x 

)أنشئ /  ب )fC  

ع نفس الخطوات مثل مبيانيا بالإتبا
)الدالة ) 3g x x= −  
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òí†‡ÈÛa@Þaë‡Ûa@Þìy@pbîßìàÇ@ @
I – تذآير   

1/ A-الدالة الفردية- الدالة الزوجية   

  تعريف  -أ

   حيز تعريفهاfD دالة عددية لمتغير حقيقي و f       لتكن 

fD     fx من xلكل :    *   دالة زوجية اذا تحقق الشرطان التاليان  f  نقول ان *     D− ∈        

)     fD من xلكل           *                                                                       ) ( )f x f x− =     

fD     fx من xلكل :       *   دالة فردية إذا تحقق الشرطان التاليان  f إن نقول *      D− ∈                          

)     fD من xلكل                                                                                 *   ) ( )f x f x− = −     

   التأويل الهندسي-ب  

 خاصية 

) معلم متعامد ممنظم إلى منحناها في مستوى منسوب fC دالة عددية و fلتكن ); ;O i j  

  fCإذا وفقط إذا آان محور الأراتيب محور تماثل  للمنحنى دالة زوجية f  تكون - *

   متماثلا   بالنسبة  لأصل المعلمfC دالة فردية إذا وفقط إذا آان المنحنىf تكون - *

 تغيرات دالة  -2

 a-  تعريف  

  fD مجال ضمن I دالة عددية لمتغير حقيقي و f     لتكن 

1  إذا  آان I من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تزايدية علىfتكون  - 2x x≺ فان ( ) ( )1 2f x f x≤  

1  إذا  آان I من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تزايدية قطعا  علىfتكون  - 2x x≺ 

)فان ) ( )1 2f x f x≺  

1  إذا  آان I من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تناقصية علىfتكون  - 2x x≺ فان ( ) ( )1 2f x f x≥ 

1  إذا  آان I من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تناقصية قطعا  علىfتكون  - 2x x≺ 

)فان ) ( )1 2f x f x  

b-معدل التغير   

   تعريف-   أ

  fD عنصرين مختلفين 2x و1x دالة عددية لمتغير حقيقي و fلتكن 

 العدد 
( ) ( )2 1

2 1

f x f x

x x

−

−
  .2x و1x بينf يسمى معدل تغير الدالة 

   معدل التغير و الرتابة-ب

  خاصية   

 و fD مجال ضمن I دالة عددية لمتغير حقيقي و f     لتكن 
( ) ( )2 1

2 1

f x f x
T

x x

−
=

−
 f معدل تغير الدالة 

  .2x و1xبين

I      0T مختلفين من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تزايدية علىfتكون  - ≥  

  I   0T مختلفين من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تزايدية قطعا  علىfتكون  -

I    0T  مختلفين من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تناقصية علىfتكون  - ≤ 

I   0T مختلفين من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل Iا  على تناقصية قطعfتكون  - ≺  

c -الرتابة وزوجية دالة   

   خاصية

fD مجال ضمن I دالة زوجية و f     لتكن 
} 0 بالنسبة لـ Iال مماثل   لـ  مجJو ∩+ }( )/J x x I= − ∈  

  .J تناقصية على f فان I تزايدية على fإذا آانت  -

 .Jعلى تزايدية  f فان Iعلى تناقصية  fإذا آانت  -
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  خاصية

fD مجال ضمن I دالة فردية و f     لتكن 
} 0 بالنسبة لـ I مجال مماثل   لـ Jو ∩+ }( )/J x x I= − ∈  

  .J تزايدية  على f فان I تزايدية على fإذا آانت  -

 .J تناقصية على f فان I تناقصية على fإذا آانت  -

fD  لدراسة تغيرات دالة فردية أو زوجية يكفي دراسة تغيراتها   على :ملاحظة
 ثم استنتاج تغيراتها على ∩+

fD
−∩  

  دالةمطاريف  -3

   تعريف-   أ

  Iنعنصر م a و I معرفة على مجال  دالة عددية لمتغير حقيقيf     لتكن 

)إن  نقول -  )f a هو القيمة القصوى لـfعلى مجال Iإذا  آان ( ) ( )f x f a≤    x I∀ ) نكتب∋ ) ( )
fx D

f a Max f x
∈

=  

)  نقول ان-  )f aهو القيمة الدنيا لـfعلى مجال I إذا آان  ( ) ( )f x f a≥    x I∀ )   نكتب∋ ) ( )
fx D

f a Min f x
∈

=  

  خاصية -ب

a أعداد حقيقية حيث c و b و a ليكن  b c≺    دالةعددية لمتغير حقيقيf و ≻

] تزايدية على fإذا آانت  ];a b و تناقصية على [ ];b c فان f تقبل قيمة قصوى عند b  

] تناقصية على fإذا آانت  ];a b و تزايدية على [ ];b c فان f تقبل قيمة دنيا عند b 

/ B -دراسة بعض الدوال الاعتيادية   

  1-  الدالة الحدودية من الدرجة الثانية

    خاصيات     

) بـ دالة حدودية من الدرجة الثانية المعرفة علىf لتكن  ) 2f x ax bx c= + ) حيث+ ) 3; ;a b c 0a و ∋ ≠  

) حيث          β و αقيقيان حيوجد عددان *  ) ( )2
f x a x α β= −    هذه الكتابة تسمى من x    لكل +

       fالشكل القانوني للدالة

) هو صورة المنحنىfCالمنحنى *  )C 2 الممثل للدالةx ax→ المتجهة ذا بالإزاحة ( );u α β  

 * fC منحنى f    في معلم متعامد هو شلجم رأسه ( );α βΩ و محور تماثله المستقيم    ذا x α=  

 :ملاحظة
2

b

a
α = ) و− )fβ α=  

  

  : فان0a إذا آان - *

+∞                   
2

b

a

−
                   −∞ x  

  
2

b
f

a

 − 
 

        f  

   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

0aإذا آان *    : فان≻

+∞                    
2

b

a

−
                   −∞  x  

  
2

b
f

a

 − 
 

        f  
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 2- الدالة المتخاطة

  

  الدالة المتخاطة المعرفة علىfلتكن 
d

c

− −  
 

)  بـ            ) ax b
f x

cx d

+
=

+
0c  حيث  0ad و ≠ bc− ≠  

) حيث        λ وβو αتوجد أعداد حقيقية   *  )f x
x

λβ
α

= +
−

 من x      لكل 
d

c

− −  
 

  

) هو صورة المنحنىfCالمنحنى   *  )C الممثل للدالة x
x

λ
) المتجهة ذا بالإزاحة → );u α β  

*  fC منحنى f في معلم متعامد هو هدلول مرآزه ( );α βΩ و مقارباه هما المستقيمان المعرفان بـ   

    x α= و    y β=  

    :ملاحظة
d

c
α −
    و =

a

c
β =  

  

0  إذا آان -  *
a b

c d
     فان 

+∞                  
d

c

−
                   −∞  x  

              f  

   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

0  إذا آان -  *
a b

c d
     فان ≻

+∞                    
d

c

−
                −∞  x  

              f  

   

  

  

    

II–  الدالة المحدودة–الدالةالمصغورة –الدالة المكبورة   

  6نشاط/ 1   

  تعاريف/ 2   

  I جال  دالة معرفة على مfلتكن 

):    حيثM اذا وجد عدد حقيقي Iمكبورة علىf نقول إن - * )f x M≤ لكل xمن I  

):    حيثmقيقي  اذا وجد عدد حIمصغورة علىf نقول إن - * )f x m≥ لكل xمن I  

):    حيثm وM اذا وجد عددين Iمحدودة علىf نقول إن - * )m f x M≤   I منx لكل ≥

  خاصية

  I جال  دالة معرفة على مfلتكن 

):     حيثs اذا وجد عدد حقيقي موجب Iمحدودة علىfنقول إن  )f x s≤ لكل xمن I  

  تمرين 

 الدالة العددية للمتغير الحقيقي المعرفة بf نعتبر 
2 4

( )
x x

f x
x

+ −
=  
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  fDحدد  - 1

]بين أن الدالة مكبورة على  - 2 [2,  + ] و مصغورة على 2 بالعدد ∞ [2,  +   1 بالعدد∞

III– التأويل الهندسي -مقارنة دالتين   

  7نشاط/1  

  تساوي دالتين/ أ/ 2  

   تعريف-      

   مجموعتي تعريفهما على التواليgD و fDعدديتين و  دالتين g وfتبر  نع

fنكتبو  g تساويf إننقول g=آان و فقط اذا اذا  : *fD=gD و     * ( ) ( )f x g x=مهما آانتxمنfD   

  مقارنة دالتين/     ب

   تعريف-     

  I مجال دالتين معرفتين g وf نعتبر 

):      اذا آانI علىgأصغر أو تساوي fإننقول  ) ( )f x g x≤ مهما آانتxمنIنكتب f g≤علىI  

  التأويل الهندسي/    ج

     f g≤علىIيعني هندسيا أن منحنى الدالة f تحت منحنى gعلى I  

   الدالة السالبة-الدالة الموجبة/     د

  I مجال ة علىمعرفة  دالfنعتبر                

 *    fدالة موجبة على I  ( ) ; ( ) 0x f x∀ ∈Ι ≥ ⇔  

 *    fدالة سالبة على I  ( ) ; ( ) 0x f x∀ ∈Ι ≤ ⇔  

VI–  الدالة الدورية  

  8نشاط -1

        تعريف  -2

       موجب قطعا بحيث          T دالة دورية إذا وجد عدد حقيقي f       نقول أن 

; ( ) ( )f f fx D x T D x T D f x T f x∀ ∈ + ∈ − ∈ + =  

   fاصغر دور موجب قطعا يسمى دور الدالة .fلدالة  يسمى دور T       العدد 

  أمثلة

cosxالدالتان *  x→ و sinx x→ 2 دوريتان و دورهماπ          * الدالةtanx x→ دورية دورها π  

cosxالدالتان *  ax→ و sinx ax→)   0حيثa دوريتان و دورهما ) ≠
2

a

π
  

tanxالدالة *  ax→ ) 0حيثa دورية دورها ) ≠
a

π
  

  خاصية -3    

, فان          T دور f               إذا آانت للدالة  ( ) ( )fx D n f x nT f x∀ ∈ ∀ ∈ + =    

  ملحوظة-4    

  :ه دورا  لها فانT دالة دورية و f     إذا آانت 

] على f يكفي دراسة الدالة • [0,fD T∩ أو  ,
2 2

f

T T
D

− ∩  
  

; على fمنحنى الــدالة  يستنج  جزء  • ( 1)
2 2

f

T T
D nT n T

− − ∩ + + +  
 من جزئ منحنى∋n حيث 

,على
2 2

f

T T
D

− ∩  
)  بواسطة الإزاحة ذات المتجهة );0u nT حيث nعدد صحيح نسـبي . 

V– صورة مجال بدالة  

  9 نشاط-1      

  تعريف  -2      

  fD من مجال ضمن I دالة عددية  للمتغير حقيقي و f  لتكن 

) نرمز له بـf بالدالة I عناصر  صور هي مجموعة جميعf بالدالة I ال صورة المج )f I  

   ( ) ( ){ }/f I f x x I= ∈ 
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  :ملحوظة

    *    ( ) ( )/y f I x I f x y∈ ⇔ ∃ ∈ =  

 *   f دالة عددية  و I من مجال ضمن fD J مجال ضمن   

        ( ) ( )/f I J x I y J f x y⊂ ⇔ ∀ ∈ ∃ ∈ = 

         ( ) ( )/J f I y J x I f x y⊂ ⇔ ∀ ∈ ∃ ∈ =            

VI– مرآب دالتين  

  10 نشاط-1   

  تعريف -2    

) دالتين حيث g و f  لتكن  )f gf D D⊂  

g  في هذا الترتيب هي الدالة التي نرمز لها بالرمز g و f مرآبة الدالتين  fحيث لكل  fx D∈   

( ) ( )( )g f x g f x=  

  

gمجموعة تعريف f:  

                                  ( ){ }/g f f gD x D f x D= ∈ ∈  

  تمرين    

)  لتكن  ) 2f x x x= ) و + ) 2 1g x x= −  

g  حدد  f و f gثم قارنهما    

g   على العموم : ملاحظة  f f g≠  

)   تمرين   ) ( ) 22 1 ; 2 3 1g x x f x x x= − = + +                     ( )
2

2

4 4 1

8 8 1

x x
h x

x x

− −
=

− +
  

; حدد -1      ;h g g f f g  

 

h حيث t حدد دالة - 2 t g=  

f حيث l حدد دالة - 3      l g=  

  رآيب دالتين و الرتابة م-  3   

) على  التوالي حيث gD و fD مجالين ضمن J و I دالتين وg و f  لتكن  )f I J⊂  

g فانJ تزايدية علىg و I تزايدية على f إذا آان -   f تزايدية على     I  

g فانJ تناقصية علىg و I تناقصية على f إذا آان -   f تزايدية على   I  

g فانJ تناقصية علىg و I تزايدية على f إذا آان -   fعلى     تناقصية I  

g فانJ تزايدية علىg و I تناقصية على f إذا آان -   f تناقصية على    I  

    تمرين

   الدالتين العدديتين للمتغير الحقيقي المعرفتين بـg و f    نعتبر 

          ( ) ( )2 1 ; 3 1g x x f x x= + = −  

f حدد تغيرات g و fباستعمال تغيرات  gوg f 

VI–   3تمثيل الدالتينx ax→ و  x x a→ +  

xالدالة  -1 x a→ + 

  11نشاط

  خاصية         
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f:    الدالة x x a→ ] معرفة و تزايدية قطعا على + [;a− +∞  

   

0a من أجل fCي نفس المعلم أنشئ ف: أمثلة  2a و= 1aو = = −  

  تمرين 

)رفتين بـ الدالتين المعg وf   لتكن  ) 1f x x= )      و + ) 2 1g x x= − +  

) و أنشئ f أعط جدول تغيرات -1          )fC  

  مرآب دالتين باستعمال g ثم حدد تغيرات الدالة gD حدد - 2 

3xالدالة  -2 ax→  

  12نشاط         

   خاصية         

  

) دالة عددية لمتغير حقيقي حيث f   لتكن  ) 3f x ax=و *a∈  

   تزايدية  قطعا على f فان 0a إذا آان -  *

  

  

  

*  - 0a  

  

0a إذا آان - *    تناقصية قطعا على f فان ≻

  

  

* - 0a ≺  
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��و�ا رد

��د�
�ا لاو��ا س
 

عموميات حول الدوال العددية

  

  

  �ذ��ر : درا�� ��ض ا�دوال ا�����د��

درا�� و ����ل ا�دا�� 

( )

2
0 :a f x ax bx c≠ + +֏

  

 ���
2

b

a
α

=

  

2xا�����ل ا������� ��دا��  ax bx c+ )"�!م رأ��  ���رة �ن ֏+ )( ), fα αΩ  و �%وره ھو �ا����'�م ا�ذي ���د��

x

 .

  

  

0

  

  0
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��و�ا رد

��د�
�ا لاو��ا س
 

درا�� و ����ل ا�دا�� 

:
ax b

f x
cx d

+

+
֏

  

:����ر ا�دا�� 
ax b

f x
cx d

+

֏   

  ���� دا�� ����ط� fا�دا�� 

\�د���  , ,f

d d d
D

c c c

− − −     
= = −∞ ∪ +∞          
ℝ  

ا�����ل ا������� ��دا�� 
ax b

x
cx d

+

+
,���رة �ن ھذ�ول �ر�زه  ֏

d a

c c

− 
Ω 
 

:و �'�ر��ه ھ�� ا����'���ن ا��ذ�ن ���د���ھ��  

d

x=

و  
a

y

=

  

  

ا��دد 
a b

ad bc
c d

= :���* �%ددة ا�دا��  −
ax b

f x
cx d

+

+
֏  

  

0

a b

c d
  

0

a b

c d
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��و�ا رد

��د�
�ا لاو��ا س
 

  

f:درا�� ا�دا��  x x a+֏

  

  

f:����ر ا�دا��  x x a+

  

]�د���  [,
f

D a= − +∞  

  

  
  
  
  
  
  
  

  

  
  

  

  ا�دا�� ا�+رد�� –ا�دا�� ا�زو!�� 

  

  

دا�� �دد�� و  f���ن 
fD �,+و�� ��ر��!�.  

  

• f  زو!�� إذا و/'ط إذا ��ن ��لx  ن�
fD  :

fx D− )و  ∋ ) ( )f x f x− =

 

 

  
  

  

-a
x

y
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��و�ا رد

��د�
�ا لاو��ا س
 

 

• f  رد�� إذا و/'ط إذا ��ن ��ل/x  ن�
fD  :

fx D− )و  ∋ ) ( )f x f x− = −

 

 

  

  

  

  

  

و  دا�� �دد�� f���ن 
fC  ھ� /� ���م �����د��%��( ), ,O i j

� �
.  

• f  زو!�� ���� أن
fC  ا1را��ب�����ل ������� ��%ور 

• f  رد�� ���� أن/fC ل ������� 21ل ا����م����� 

  

  

  ا�دا�� ا��%دودة –ا�دا�� ا��32ورة  –ا�دا�� ا����ورة 

  

  

  .�ℝن  Iدا�� �دد�� ��ر/� ��* �!�ل  f���ن 

)�%�ث :  Mإذا و!د �دد %'�'�  ���Iورة ��*  �f'ول إن  • )f x M≤  ل��x  ن�I 

)�%�ث :   mإذا و!د �دد %'�'�  32�Iورة ��*  �f'ول إن  • )m f x≤   ل��x  ن�I 

 ���ورة و �32ورة �f%دودة إذا ���ت  �f'ول إن  •

  

  

  

  

  .�ℝن  Iدا�� �دد�� ��ر/� ��* �!�ل  f���ن 

�f%�ث :   kإذا و/'ط إذا و!د �دد %'�'� �و!ب Iدا�� �%دودة ��*  ��fون  x k

 

  �Iن  x��ل 
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��و�ا رد

��د�
�ا لاو��ا س
 

ا�دا�� ا�دور��

  

  

  

  �و!ب 6ط�� �%�ث :  Tدا�� دور�� إذا و!د �دد %'�'�  �f'ول إن 

( )
( ) ( ) ( )

:

:

f f

f

x D x T D



∀ ∈ + ∈


∀ ∈ + =
  

  

  

  

ا

��دد 

T  ��دور ��دا *���f  

fأ32ر دور �و!ب 6ط�� ���* دور ا�دا�� 

  

  

  

  

  

�7� ��ل  fدورا �دا��  �دد��  Tإذا ��ن /k  ن�ℤ  :( ) ( ) ( )f
x D f x kT f x∀ ∈ + =  

  

  

  �ط�ر�ف دا�� �دد��

  

  

  2��Iرا �ن ا��!�ل  aو  Iدا�� �دد�� ��ر/� ��* �!�ل  f���ن 

)�'ول إن  • )f a  ��ھ� ا�'��� ا�'2وى ��داf  ا��!�ل *��I  : إذا ��ن ،( ) ( )f x f a≤  ل��x  ن�I 

)�'ول إن  • )f a  ��ھ� ا�'��� ا�د��� ��داf  ا��!�ل *��I  : إذا ��ن ،( ) ( )f x f a≥  ل��x  ن�I  
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��و�ا رد

��د�
�ا لاو��ا س
 

  

  ا��;و�ل ا�,�د��  –�'�ر�� دا���ن 

  

  ��* ا��وا�� �!�و�� ��ر�+,��. gDو  fDدا���ن �دد���ن و  gو f���ن 

f g

 

⇔ 
( ) ( ) ( );

f gD D

x D f x g x

=


∀ ∈ =
%�ث   

f gD D D= =  

  

  

  

  . Iدا���ن �دد���ن ��ر/��ن ��* �!�ل  gو f���ن 

)، إذا و/'ط إذا ��ن :  g  *��Iأ32ر �ن أو ���وي  �f'ول إن  ) ( ) ( );x I f x g x∀ ∈ ≤  

  .�g  *��Iو!د �%ت ��%�* ا�دا��  f  *��Iھ�د��� : ��%�* ا�دا�� 

  

  

  �ر�ب دا���ن

  

دا���ن �دد���ن ��ر/��ن ��* ا��وا�� ��*  gو f���ن 
fD  و

gD  

 ���( ){ }/ ,f xf gD x x D D= ∈ ∈ ∈ℝ  

)��� ��� :  Dا���ر/� ��*  hا�دا�� ا��دد��  ) ( )( )h x g f x=  ر�ب ا�دا���ن� *��� ،f وg  �,� ھذا ا��ر��ب و �ر�ز �/

��g�ر�ز  f�  

  

  

  دا�� �دد�� ر����

  

f

 

�!�> ��ن  Iدا�� �دد�� و 
fD.  

� f  *�� زا�د���I  ل ��2ر�ن�� �a: إذا ��ن  �Iن  bو ����a أ� b≤  7ن/( ) ( )f a f b≤

 

� f  *�� زا�د�� 6ط���I   ل ��2ر�ن�� �a: إذا ��ن  �Iن  bو ����a أ� b<  7ن/( ) ( )f a f b<

 

� f *�� ��26���I  ل ��2ر�ن�� �a: إذا ��ن  �Iن  bو ����a أ� b≤  7ن/( ) ( )f a f b≥

 

� f  *�� ��26 6ط�����I  ل ��2ر�ن�� �a: إذا ��ن  �Iن  bو ����a أ� b<  7ن/( ) ( )f a f b>
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��و�ا رد

��د�
�ا لاو��ا س
 

f

 

دا�� �دد�� و 

 

�!�> ��ن 
fD.  

� f ر����  *��I  ����f  *�� ��26��� زا�د�� أو�I. 

� 

  

  

f

 

دا�� �دد�� و 
fD  و�� ��ر�+,� و�!�a وb  2ران �=��+�ن �ن��

fD  

ا��دد 
( ) ( )f b f a

T

−

=
−

  bو ��aن  �3�fر ���* ��دل  

  

دا�� �دد�� و  f���ن 
f b f a

T
b a

−
=

−
��ن  �Iن �!�ل  bو ��aدل ��3رھ� ��ن ��2ر�ن �=��+�ن  

fD  

0Tإذا ��ن    �Iزا�د�� ��*  f/7ن  ≤

0Tإذا ��ن      �Iزا�د�� 6ط�� ��*  f/7ن <

0Tإذا ��ن    f *�� ��26���I/7ن ≥

إذا ��ن  

 

/7ن 

 

�����26 6ط�� ��* 

  

  

f

 

دا�� �دد��  �!�و�� ��ر�+,� 
fD  �������0  ������� ���دد  

+�!�> �ن  I���ن 
ℝ  ن��fD  و'I  ل����I  ��0����� ���دد  

�  ���% �/f : دا��  زو!�� ، �د��� 

 �I  *�� ��26��� �,�7/'Iزا�د�� ��*  fإذا ���ت  •

 I'/�7,� �زا�د�� ��*  f *�� ��26���Iإذا ���ت  •

  

�  ���% �/f : دا��  /رد�� ، �د��� 

f

 

�,� �+س ��%* ا���3رات ��* �ل �ن 

. و  

  

  

  ر���� �ر�ب دا���ن

  

  

)�%�ث : Jو Iدا���ن �دد���ن ��ر/��ن ��* ا��وا�� ��* �!���ن gو f���ن  )f x J∈  ل��x  ن�I  ) ( )f I J⊂  ، (  

  �د��� :
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 المرجح
 القدرات المنتظرة

  ـ استعمال المرجح في تبسيط تعبير متجهي؛

) نقطة nـ إنشاء مرجح  )42 ≤≤ n؛  
  ـ استعمال المرجح لإثبات استقامية ثلاث نقط من المستوى؛

  ـ استعمال المرجح في إثبات تقاطع المستقيمات؛

 .ـ استعمال المرجح في حل مسائل هندسية وفيزيائية

 I-مرجح نقطتين   

   1- النقطة المتزنة

     تعريف     

   عددا حقيقياα نقطة من المستوى و A لتكن          

)     الزوج  );A αنقول آذلك النقطة.  يسمى نقطة متزنةAمعينة بالمعامل α .أو العددα وزن النقطة A.  

  مرجح نقطتين -2  

                   أنشطة   

    I( لتكن Aو Bنقطتين مختلفتين   

4 حيث Gبين أنه توجد نقطة وحيدة -1 0GA GB−    ثم أنشئها=

2 حيثGبين أنه توجد نقطة وحيدة -2 3 0GA GB+    ثم أنشئها=

    II(  لتكنAو B نقطتين مختلفتين و α و βغير منعدمين عددين حقيقيين   

0α بين اذا آان -1      β+ 0GAحيث Gتوجد نقطة وحيدة  فان≠ GBα β+ =  

0αإذا آان  -2      β+ 0GAحيث G توجد أية نقطة ه لافان  = GBα β+ =  

  مبرهنة و تعريف   

)         لتكن  );A α و ( );B β  0 نقطتين متزنتين من المستوى حيثα β+ ≠.  

0GA من المستوى  حيثG     توجد نقطة وحيدة  GBα β+ =  

) تسمى مرجح النقطتين المتزنتينG    النقطة  );A α و ( );B β  

  ملاحظة  

0α     إذا آان  β+ ) فان النقطتين المتزنتين= );A α و ( );B βلا تقبلان مرجحا .  

   3- مرآز ثقل نقطتين 

  تعريف     
            

 .نفس المعامل الغير المنعدم المعينين بB وA هو مرجح B وA مرآز ثقل نقطتين
  

  خاصية      
        

] هو منتصف B وAمرآز ثقل نقطتين ]AB 
     

 الصمود-4 

k*ليكن  ∈ 

Gن مرجح النقطتين المتزنتي( );A α و ( );B β0 0GA GBα β α β+ ≠ + = ⇔  

                                                           0 0k k k GA k GBα β α β+ ≠ + = ⇔  

                                                           ⇔Gمرجح النقطتين المتزنتين ( );A kα و ( );B kβ  

  خاصية      
        

 . مرجح نقطتين لا يتغير إذا ضربنا وزنيهما في نفس العدد الغير المنعدم
  

    تمرين   

) مرجح G حيث β و α  حدد      );A α و ( );B β في الحالتين      

2 -         أ 3 5GA GB AB− =    

 .B و G مرآز ثقل A -        ب
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   الخاصية المميزة-5  

  نشاط     

0αن حيث ين حقيقيي عددβ و α          ليكن    β+ ≠  

) مرجح Gبين أن -1 );A α و ( );B β تكافئ  ( ) ( )M P MA MB MGα β α β∀ ∈ + = +  

)ننسب المستوى  -2 )Pإلى معلم  ( ); ;O i j 

OGبين أن /         أ OA OB
α β

α β α β
= +

+ +
  

) علما أن Gاستنتج إحداثيتي /         ب );A AA x yو ( );B BB x y  

) مرجح  مرجحG'حدد إحداثيتي /          ح ); 5A ) و − );2B  حيث( )2;3A ) و− )1;4B  

  مبرهنة    

      α و β 0 عددان حقيقيان حيثα β+ ≠  

) مرجح G     تكون  );A α و ( );B βإذا و فقط إذا آان لكل M   من المستوى 

( )MA MB MGα β α β+ = +  

  نتيجة    

      α و β 0 عددان حقيقيان حيثα β+ ≠  

) مرجح G    تكون  );A α و ( );B βقط إذا آان      إذا و ف
( )

AG AB
β

α β
=

+
  

) مرجح G   تكون  );A α و ( );B β      إذا و فقط إذا آان 
( )

BG BA
α

α β
=

+
  

  ملاحظة    

) تنتمي إلى المستقيمB وA     مرجح نقطتين مختلفتين  )AB     

   إحداثيتا مرجح نقطتين - 6

)       في مستوى منسوب إلى معلم  ); ;O i j . لتكن( );A AA x yو ( );B BB x y و ( );G GG x y  

) مرجح G   إذا آان  );A α و ( );B βفان                   

A B
G

A B
G

x x
x

y y
y

α β
α β

α β
α β

+ = +
 + =
 +

  

    تمرين  
) مرجح G       أنشئ  ); 2A ) و − );3B ثم أنشئ 'G  مرجح ( );2A و ( );1B  

  AB بدلالة GG'    أحسب 

  تمرين   

) مرجح I   أنشئ  );2A و( );1C ثم Jمرجح ( );1Aو ( ); 2Bو K مرجح ( );1C و ( ); 4B −  

B�ªأثبت أن  -1 )رجح   );1C و ( );3K  

] منتصف Jبين أن  -2 ]KI. 

     تمرين   

A    لتكن  B≠   

3 حيث Mحدد مجموعة النقط  -1 2 0MA MB+ =  

3 حيث  Mحدد مجموعة النقط  -2 2 2 3MA MB MA MB+ = + 

) مرجح G حدد إحداثيتي تمرين    ); 2A ) و − );6B     حيث ( )1;2A ) و − )4;3B −  

II-مرجح ثلاث نقط     

  أنشطة -1   

  1 نشاط    
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   ثلث نقط من المستوىC و B وA لتكن              

2 حيث Gأنشئ  -1 5 0GA GB GC+ − =  

2 حيث Gهل يمكن إنشاء  -2 0GA GB GC− + = 

  2نشاط

  أعداد حقيقيةλو β و α نقط مختلفة و C وB وA      لتكن 

0GA حيثG     نحدد  GB GCα β λ+ + =  ( )*  

  الجواب

)لدينا ) تكافئ*( )AG AB ACα β λ β λ+ + = +  

0α إذا آان -    * β λ+ +  فان  ≠
( ) ( )

AG AB AC
β λ

α β λ α β λ
= +

+ + + +
  

0GA حيثG    ومنه توجد نقطة وحيدة  GB GCα β λ+ + =  

0α إذا آان -    * β λ+ + 0AB فان = ACβ λ+ =  

0AB  إذا آان -         ACβ λ+ 0GA   حيثG فانه لا توجد نقطة ≠ GB GCα β λ+ + =  

0AB إذا آان-         ACβ λ+ 0GAقالمستوى تحق  فان  جميع نقط = GB GCα β λ+ + = 

  مبرهنة و تعريف -2   

)              لتكن  );A α و ( );B β و  ( );C λ0المستوى حيث      نقط متزنة منα β λ+ + ≠.  

0GA من المستوى حيث     G     توجد نقطة وحيدة  GB GCα β λ+ + =  

) تسمى مرجح G    النقطة  );A α و ( );B β و    ( );C λ  

  ملاحظة  

0α     إذا آان  β λ+ + ) فان النقط المتزنة= );A α و ( );B β و  ( );C λلا تقبل مرجحا  

   3- مرآز ثقل ثلاث نقط  

  تعريف     

  .المعينين  بنفس المعامل الغير المنعدمC و B وA هو مرجح C و B وA      مرآز ثقل ثلاث نقط      

  خاصية      

)هو مرجح C و B وA          مرآز ثقل ثلاث نقط   );1A و ( );1B و    ( );1C  

    خاصية    

   ABC هي مرآز ثقل المثلث G تتلاقى في نقطة وحيدة ABC     متوسطات مثلث 

0GAو تحقق       GB GC+ + =  

]ت   منتصفاC' و B' وA'   اذا آان  ]BCو [ ]ACو [ ]AB على التوالي  فان 
2

'
3

AG AA= و 

2
'

3
BG BB= و   

2
'

3
CG CC=  

   خاصية -4  
         

 .هما في نفس العدد الغير المنعدم  مرجح ثلاث نقط لا يتغير إذا ضربنا وزني
  

   الخاصية المميزة-5 

          نشاط

     α و βو  λ 0أعداد حقيقية حيثα β λ+ � � � z  

) مرجح Gبين أن  -1 );A α و ( );B βو ( );C λ  تكافئ( )MA MB MC MGα β λ α β λ+ + = + +  

)ننسب المستوى  -2 )Pإلى معلم  ( ); ;O i j 

OGبين أن /         أ OA OB OC
α β λ

α β λ α β λ α β λ
= + +

+ + + + + +
  

) علما أن Gيتي استنتج إحداث/         ب );A AA x yو ( );B BB x y  
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  مبرهنة    

      α و βو  λ 0أعداد حقيقية حيثα β λ+ + ≠  

) مرجح G      تكون );A α و ( );B β و ( );C λإذا و فقط إذا  آان لكلMمن المستوى   

             ( )MA MB MC MGα β λ α β λ+ + = + +   

   إحداثيتا مرجح ثلاث نقط- 6

)  في مستوى منسوب إلى معلم       ); ;O i j .   لتكن( );A AA x yو ( );B BB x yو ( );C CC x y و 

( );G GG x y إذا آان G مرجح ( );A α و ( );B β  و ( );C λفان 

A B C

G

A B C

G

x x x
x

y y y
y

α β λ
α β λ

α β λ
α β λ

+ + = + +
 + + =
 + +

  

   خاصية التجميعية- 7

      α و βو  λ 0أعداد حقيقية حيثα β λ+ + ≠  

    G مرجح ( );A α و ( );B βو ( );C λ   ومنه    ( )MA MB MC MGα β λ α β λ+ + = + +  

0αلو آان  *    β+ ) فان ≠ );A α و ( );B β1جحا  تقبل مرG   ومنه  ( ) 1MA MB MGα β α β+ = +  

)   وبالتالي  ) ( )1 ( )MG MC MGα β λ α β λ+ + = + +  

)  مرجح G    إذن  )1;G α β+ و ( );C λ  

)  مرجح Gبنفس الطريقة نبين أن   *   )2 ;G α λ+ و ( );B β 2    حيثGمرجح ( );A αو ( );C λ  

)  مرجح Gبنفس الطريقة نبين أن   *   )3 ;G β λ+ و ( );A α 2    حيثGمرجح ( );B βو ( );C λ  

  خاصية  

  . مرجح ثلاث نقط لا يتغير إذا عوضنا نقطتين بمرجحهما معينا بمجموع معامليهما الغير المنعدم   

  تمرين  

) مرجح G   أنشئ  );1A و ( );1B و    ( );2C  

) مرجح G'  أنشئ  ); 3A ) و − ); 2B و    ( ); 1C −  

  تمرين   

    ABC مثلث و G مرجح ( );1A و ( ); 4B و    ( ); 2C  نقطة حيث D و −
4

5
AD AB=  

     أنشئ الشكل

   مستقيمية G و C و D   بين أن 

  تمرين  

   ABCحدد مجموعة النقط .  مثلثM  2 حيث 2MA MB MC MA MB MC+ + = − + +  

  III-مرجح أربع نقط     

  مبرهنة و تعريف -1  

)            لتكن    );A α و ( );B β و  ( );C λ و( );D µ     نقط متزنة من    المستوى حيث 

0α β λ µ+ + + ≠.  

0GAحيث     من المستوى G     توجد نقطة وحيدة  GB GC GDα β λ µ+ + + =  

) تسمى مرجح G    النقطة  );A α و ( );B β و    ( );C λ و ( );D µ  

  ملاحظة  

0α     إذا آان  β λ µ+ + + )فان النقط المتزنة = );A α   و ( );B β و    ( );C λ و ( );D µلا تقبل مرجحا   

     2- مرآز ثقل أربع نقط  

  تعريف     

   المعينين  بنفس المعامل الغير D وC  و B وA هو مرجح D و C و B وA        مرآز ثقل أربع نقط

  .المنعدم     
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  ية خاص     
             

)هو مرجح D وC و B وA مرآز ثقل أربع نقط      );1A و   ( );1B و    ( );1Cو  ( );1D      

    

   خاصية -3  
          

  . مرجح أربع نقط لا يتغير إذا ضربنا وزنيهما في نفس العدد الغير المنعدم     
  

  

  

   الخاصية المميزة-4  

  مبرهنة    

      α و βو  λ وµ 0أعداد حقيقية حيثα β λ µ+ + + ≠  

) مرجح G    تكون  );A α و ( );B β و ( );C λو ( );D µان لكل إذا و فقط إذا   آM   من المستوى   

    ( )MA MB MC MC MGα β λ µ α β λ µ+ + + = + + +  

   خاصية التجميعية-5   

  خاصية     

        مرجح أربع نقط لا يتغير إذا عوضنا نقطتين بمرجحهما معينا بمجموع معامليهما الغير المنعدم أو عوضنا 

  .تهاثلاث نقط بمرجحها معينا بمجموع معاملا    

  تمرين   

     ABCD متوازي الأضلاع   

) مرجح G     أنشئ  );1A و  ( );1B و    ( );2C و ( );1D   

)ين أن ب      )G AC∈  
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 أعداد حصلنا فيها على الحد الثالث بمجموع الحدين اللذين قبله و الحد e  لاحظنا أن في اللائحة 
  ..........الرابع بمجموع الحد ياللذين قبلهما وهكذا

3 فان eحدود متتالية الائحة ........  ،1w ، 2w ، 3w اعتبرنا أن اذا 1 2w w w= 4    و + 2 3w w w= +...  

2 1n n nw w w+ +=    ∋n* حيث +

  :ملاحظة

 و نحصل على n  أعطينا حدها العام بصيغة صريحة أي لحساب أي حد نعوض d و c و b و a        المتتاليات في 
   أعطينا حدها العام بدلالة حدود للمتتالية أي لحساب حد يجيب أن نرجع إلى حدين قبلهما eالنتيجة أم في 

b/تعريف     

}  عددا صحيحا طبيعيا و 0nليكن                }0/I n n n= ∈    من ء جز≤

  متتالية عددية  تسمى  نحو I    آل دالة من             

  اصطلاحات     

*    -  :u I     متتالية عددية→

) عوض nu بواسطة n      يرمز لصورة  )u n .  العددnu يسمى حد المتتالية ذا المدل nلحد العام ويسمى أيضا ا  .  

)  يرمز للمتتالية بـ      )n n Iu   .u  عوض ∋

I آان ذا  ا-    * ) فانه يرمز للمتتالية بـ = )
0n n

u )  أو ≤ )nu  

I*ا آان ذا  -    * ) فانه يرمز للمتتالية بـ = )
1n n

u ≥    

}ا آان ذا -    * }0/I n n n= ∈ ) فانه يرمز للمتتالية أيضا بـ ≤ )
0

n n n
u

≥
    

  أمثلة  

)       نعتبر المتتاليات العددية  )nu و ( )
2n n

v ) و  ≤ )
1n n

w   : المعرفة بـ ≤

       ( )2 3
n

nu n= − 22     و  + 3nv n n=        و   −
1

*
1

2

2 1n n

w

w w n+

= −


= + ∀ ∈
  

)      أحسب الحدود الأربعة الأولى لكل من المتتاليات  )nu و ( )
2n n

v ) و  ≤ )
1n n

w ≥  

   تحديد متتالية-2 

  .  تحدد المتتالية اذا علمت حدودها أو الوسيطة التي تمكن من حساب أي حد من حدودها                 

  :    و هناك عدة طرق منها على الخصوص

  

  . المتتالية المحددة بالصيغة الصريحة للحد العام-        أ

   أمثلة         

)         نعتبر المتتاليات العددية  )nu و ( )nv  و ( )
1n n

w   : المعرفة بـ ≤

           2 6nu n= nv   و     − a= حيث a  عدد حقيقي   و
( )2

1

n

nw
n

−
=

+
  

        ( )nu و ( )nv  و ( )
1n n

w    متتاليات محددة بالصيغة الصريحة≤

)        أحسب الحد الثالث لكل من المتتاليات  )nu و ( )nv  و ( )
1n n

w ≥  

   أي لحساب حد من حدودها نرجع لحدود أخرى: المتتالية الترجعية–     ب 

   أمثلة         

)         نعتبر المتتاليات العددية  )nu و ( )nv  و ( )
1n n

w   :رفة بـ  المع≤

           

0

1

1

2

1
1

n
n

n

u

u
u n

u

−

−

=

 = ≥ +

0   و      1

1 1

2 1

2 1n n n

v v

v v v n+ −

= = −
 = + ≥

  
3

1

1

3 1n n

w

w w n+

=
 = − ∈

  

           ( )nu و ( )nv  و ( )
1n n

w    متتاليات ترجعية≤

0  أحسب   /1          2 3 2 3 2 1; ; ; ; ; ;w w v v u u u  
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بين بالترجع أن /  2          
2

2 1
nn u

n
∀ ∈ =

+
  

II- المتتاليات الرتيبة– المتتاليات المحدودة  

   المتتالية المحدودة–  المتتالية المصغورة–المتتالية المكبورة -1    

     أنشطة

)     نعتبر المتتاليات العددية  )nu و ( )nvحيث          
2

1
3

nu n=    و     −
1

2 3
n

n
v

n

+
=

+
    

  1v و 0v و 1u و 0uأحسب / 1        

3nnن أن بي/ 2         u∀ ∈ 1nn و ≤ v∀ ∈ ≤  

............................................................................................  

3nn           لدينا     u∀ ∈ )  نقول إن المتتالية≤ )nu3 بالعدد  مصغورة  

                    1nn v∀ ∈ ) نقول  إن المتتالية ≥ )nu 1 مكبورة بالعدد  

  تعريف       

)   تكون المتتالية      )n n Iu nnبحيث Mا وجد عدد حقيقي ذا وفقط اذ مكبورة ا∋ I u M∀ ∈ ≤  

)       تكون المتتالية  )n n Iu nnبحيث mا وجد عدد حقيقي ذا وفقط اذ مصغورة ا∋ I u m∀ ∈ ≥  

)       تكون المتتالية  )n n Iu )ا آانتذا وفقط اذ محدودة ا∋ )n n Iu    مكبورة و مصغورة ∋

) ملاحظة     )n n I
u

∈
* محدودة  

nk n I u k+∃ ∈ ∀ ∈ ≤ ⇔  

  تمرين  

)             نعتبر المتتاليات العددية  )nu و ( )
1n n

v ) و  ≤ )
1n n

w   : المعرفة بـ ≤

           2 1nu n=      و  −

1

1

2

1
2

3
n n

v

v v+

=



= +

و   
( )1

1

n

nw
n

−
=

+
  

)         بين أن  )nu مصغور ة و ( )
1n n

v )و  3بالعدد مكبورة ≤ )
1n n

w  . محدودة≤

  تيبة المتتالية الر-2   

  تعريف       

)تكون المتتالية         )n n Iu I : n منm و nكل آان لا ذا وفقط اذ اتزايدية ∋ m تستلزم n mu u≥  

)تكون المتتالية         )n n Iu I : n منm و nآان لكل ا ذا وفقط اذاقطعا  تزايدية ∋ m تستلزم n mu u  

)تكون المتتالية         )n n Iu I : n منm و nآان لكل ا ذا وفقط اذ اتناقصية ∋ m تستلزم n mu u≤    

)تكون المتتالية         )n n Iu I:n منm و nآان لكل ا ذا وفقط اذ اتناقصية قطعا ∋ m تستلزم n mu u≺  

)تكون المتتالية         )n n Iu n لدينا I منm و nآان لكل  اذا وفقط اذ اتابثة ∋ mu u=  

    أمثلة

)أدرس رتابة المتتاليتين العدديتين   )nu و ( )nv 2 حيث 1nu n= 3   و     − 5nv n= − +  

  نشاط

)        برهن أن )n n Iu 1n متتالية تزايدية ∋ nn I u u+∀ ∈ ≥ ⇔     

   خاصيات    

)                     لتكن )n n Iu } متتالية حيث ∋ }
0

/I n n n= ∈ ≥  

             ( )n n Iu 1n متتالية تزايدية ∋ nn I u u+∀ ∈ ≥ ⇔     
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             ( )n n Iu 1n متتالية تزايدية  قطعا∋ nn I u u+∀ ∈ ⇔       

             ( )n n Iu 1n متتالية تناقصية  ∋ nn I u u+∀ ∈ ≤ ⇔    

             ( )n n Iu 1n متتالية تناقصية قطعا ∋ nn I u u+∀ ∈ ⇔≺    

             ( )n n Iu 1n متتالية ثابتة∋ nn I u u+∀ ∈ = ⇔     

  تمرين   

)             نعتبر المتتاليات العددية  )nu  و( )
1n n

v ) و  ≤ )
1n n

w   : المعرفة بـ ≤

           
1

n

n
u

n
=

+
   و     

2n

nv
n

 و =
1

1

1

1
1

2
n n

w

w w+

=



= +

  

     

)درس رتابة أ -1 )nu و ( )
1n n

v ≥ 

*بين أن    -أ -2 2nn w∀ ∈ ≺  

)بين أن   - ب )
1n n

w   . تزايدية ≤

III- المتتالية الهندسية - المتتالية الحسابية  

  A- المتتالية الحسابية   

   تعريف  -1   

) تكون متتالية              )
0

n n n
u

0 بحيث rا آان يوجد عدد حقيقي ذ حسابية ا≤ 1n nn n u u r+∀ ≥ = +  

  . يسمى أساس المتتالية r العدد            

  أمثلة   

)متتاليتينال  نعتبر      )nu و ( )
1n n

v 2 حيث ≤ 1nu n= −  و +
1

nv
n

=  

)      بين أن  )nuمتتالية حسابية محددا أساسها .  

)      هل  )
1n n

v   متتالية حسابية؟ ≤

  مجموع حدود متتابعة لمتتالية حسابية   -صيغة الحد العام  -2   

  نشاط     

        ( )n n p
u

  puو حدها الأول   r  أساسها  حسابية ≤

)بين بالترجع أن / 1            )n pn p u u n p r∀ ≥ = + −     

1نضع / 2            1...........n p p nS u u u+ −= + +  

بين بالترجع أن   - أ
( )1

1 2 3...
2

n n
n

+
+ + + = 

  nSما عدد حدود المجموع   - ب

بين أن   - ت
( )( )1

2

p n

n

n p u u
S

−− +
=  

      خاصية  

)ا آان   ذا           )n n p
u

)  فان r متتالية حسابية  أساسها ≤ )n pn p u u n p r∀ ≥ = + −  

)ا آان   ذ  ا-    ملاحظة   )nuالية حسابية  أساسها  متتr 0  فانnn u u nr∀ ∈ = +  

)ا آان   ذ  ا-                  )
1n n

u
≥

)  فان r متتالية حسابية  أساسها  )11 1nn u u n r∀ ≥ = + −  

)ا آان   ذ  ا-            )n n p
u

≥
)  فان r متتالية حسابية  أساسها  )n qn q p u u n q r∀ ≥ ≥ = + −  

  خاصية
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)          لتكن  )
0

n n n
u

   متتالية حسابية  ≤

1ا آان ذ         ا 1................n p p nS u u u+ −= +          فان       +
( )( )1

2

p n

n

n p u u
S

−− +
=  

        n p− هو عدد حدود المجموع   nS  و  pu هو الحد الأول للمجموع nS1    وnu    هو الحد الأخير−

  nS للمجموع         

  ملاحظة  

)ا آان   ذ    ا-                )nu  متتالية حسابية  فان nS مجموع nحدا أولا منها هو   

                                                                    
( )0 1

0 1 1................
2

n
n n

n u u
S u u u

−
−

+
= + + =  

)ا آان   ذ    ا-                )
1n n

u    حدا أولا منها هوn مجموع nS متتالية حسابية  فان  ≤

                                                                        
( )1

1 2 ................
2

n
n n

n u u
S u u u

+
= + + =  

           تمرين    

)              لتكن  )nu0 و حدها الأول 3 متتالية حسابية اساسها 2u = −  

  200u و أحسب n بدلالة nuأحسب  /  1                       

   حدا أولا للمتتالية100أحسب مجموع / 2                       

  تمرين     

)        لتكن  )nu 50 متتالية حسابية حيث 20u 30 و = 40u = −  

)م للمتتالية حدد أساس ثم الحد العا/ 1                     )nu   

15أحسب المجموع / 2                     16 54...S u u u= + + +  

  تمرين     

)                     أحسب  )1 3 5 .... 2 1nS n= + + + + +  

  تمرين     

            نعتبر المتتاليتين المعرفتين بـ        

                      
0 1

2 1

1 ; 3

2n n n

u u

u u u n+ +

= =
 = − ∀ ∈

           1n n nn v u u+∀ ∈ = −    

)بين أن  -1 )nv متتالية ثابتة   .  

) استنتج أن -2     )nu متتالية حسابية و حدد عناصرها  المميزة  .  

  ثم أحسب.n بدلالة nuأحسب  -3    
1

i n

n i

i

S u
=

=
      .n  بدلالة ∑=

 B-المتتالية الهندسية   

    تعريف -1   

)  تكون متتالية   )
0

n n n
u 0 بحيث qا آان يوجد عدد حقيقي ذ هندسية ا≤ 1n nn n u qu+∀ ≥ =  

  .  يسمى أساس المتتالية q                 العدد 

     أمثلة

           ( )nu متتالية حيث ( )3 2
n

nn u∀ ∈ =     

)           بين أن  )nu ها أساس  متتالية هندسية محددا  

  تمرين    

) تينالعدديتين     نعتبر المتتالي )
1n n

u
≥

) و   )
1n n

v
≥

1المعرفة بـ   

1
1

2
n nu u+ = 1  و + 1u 2nو         = nv u= −  

)     بين أن  )
1n n

v
≥

    لية هندسية محددا أساسها متتا
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   مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندسية - صيغة الحد العام - 2

          نشاط       

   ( )
0

n n n
u      qهندسية أساسها  متتالية ≤

0بين بالترجع أن / 1           

0

n n
n nu u q

−=  

1qنعتبر / 2           1 و ≠ 1................n p p nS u u u+ −= + +  

nبين أن   - أ n p nS qS u u− = −  

استنتج أن   - ب
1

1

n p

n p

q
S u

q

− −
=   − 

  

     خاصية  

)ا آان   ذ     ا )
0

n n n
u 0 فان qهندسية أساسها  متتالية ≤

00
n n

n nn n u u q
−∀ ≥ =  

)ا آان   ذ  ا-    ملاحظة      )nu هندسية أساسها  متتاليةq   0فان

n

nn u u q∀ ∈ =  

)ا آان   ذ  ا-                     )
1n n

u 1   فان  q هندسية أساسها  متتالية≤
11 n

nn u u q −∀ ≥ =  

)ا آان   ذ  ا-                     )
0

n n n
u 0 فان  q هندسية أساسها  متتالية≤

n p
n pn p n u u q −∀ ≥ ≥ =  

  أمثلة   

)لتكن            *  )nu هندسية أساسها  متتالية
1

2
0 الأول و حدها − 5u =  

)             حدد الحد العام للمتتالية  )nu بدلالة n  

)لتكن           *  )nv 5حد حدودها  و أ3 متتالية هندسية أساسها 2u = −  

)             حدد الحد العام للمتتالية  )nv بدلالةn  

  خاصية

)          لتكن  )
0

n n n
u   1 يخالف qهندسية أساسها  متتالية ≤

1ا آان ذ         ا 1................n p p nS u u u+ −= +   فان +
1

1

n p

n p

q
S u

q

− −
=   − 

   

        n p− هو عدد حدود المجموع   nS  و pu هو الحد الأول للمجموع nS  

  ملاحظة

) آان   اذإ    -         )nu هندسية أساسها  متتاليةq فان  1 يخالف nS مجموع nحدا أولا منها هو   

                                                                    0 1 1 0

1
................

1

n

n n

q
S u u u u

q
−

 −
= + + =  − 

  

)ا آان   ذ    ا-        )
1n n

u
≥

   حدا أولا منها هوn مجموع nSnS    فان  1 يخالف q هندسية أساسها  متتالية

                                                                        1 2 1

1
................

1

n

n n

q
S u u u u

q

 −
= + + =  − 

 

  حالة خاصة 

) آانتإذا         )
0

n n n
u ) فان 1هندسية أساسها  متتالية ≤ )1 1................n p p n pS u u u u n p+ −= + + = −  

  تمرين      

)لتكن / 1           )nuتتالية هندسية أساسها  م
1

2
0 الأول و حدها − 5u =  

)             حدد الحد العام للمتتالية  )nu بدلالة n  

)لتكن / 2           )nv5 و أحد حدودها 3ها  متتالية هندسية أساس 2u = −  

www.adirassa.com



7

)             حدد الحد العام للمتتالية  )nv بدلالةn  

  تمرين     

2 المجموع n أحسب بدلالة         4 8 16........ 2nS = + + + + 

  تمرين     

)نعتبر المتتالية                  )n nu 0:  بحيث∋ 3u = 1  و−

1
4

3
n nu u+ =   ∋n  لكل −

6n      نضع  nv u= +   

) بين أن 1.      )nvمتتالية هندسية وحدد أساسها q 0  وحدها الأولv  

  n بدلالة nu ثمnv احسب 2.     

0 نضع .3      1 ...n nS u u u= + +     منn لكل +

    n بدلالةnS         احسب 
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 تحليلية الجداء السلمي وتطبيقاته

 
 

I-  تذآير  

  تعاريف      

    تعريف      

   ثلاث نقط من المستوى حيث C    و B وAنعتبر .  متجهتين غير منعدمتين v و u                لتكن 

      ;AC v AB u= ) على C المسقط العمودي لـ C'  و = )AB 

u هو العدد الحقيقي v و uالجداء السلمي للمتجهتين الغير المنعدمتين        v⋅ بحيث  

     'u v AB AC AB AC⋅ = ⋅ = ×  

  

   تعريف    

u هو العدد الحقيقي v و u         الجداء السلمي للمتجهتين الغير المنعدمتين  v⋅ بحيث cosu v u v α⋅ =  

         α قياس للزاوية الموجهة ( );u v.  

   ملاحظة    

0u منعدمة فان v أو u  إذا آانت -   * v⋅ =  

cos  غير منعدمتين فان v و u  إذا آانت -   *
u v

u v
α ⋅
=  

  خاصيات

  αالعدد الحقيقي  و w  وv و u       مهما آانت المتجهات

                             
( )

( )
( ) ( ) ( )

u v v u

u v w u w v w

w u v w u w v

u v u v u vα α α

⋅ = ⋅

+ ⋅ = ⋅ + ⋅

⋅ + = ⋅ + ⋅

⋅ = ⋅ = ⋅

    

  تعامد متجهتين

                            0u v u v⊥ ⇔ ⋅ =  

 II-صيغ تحليلية   

   الصيغة التحليلية للجداء السلمي-1    

  خاصية        

)       المستوى  )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( ; ; )O i j.  

u       إذا آانت  xi yj= ' و + 'v x i y j= ' فان       + 'u v xx yy⋅ = +  

)   إذا آانملاحظة        );u x y لأساس متعامد ممنظم   بالنسبة  

                ( );i j فان ;u j y u i x⋅ = ⋅ =  

u أحسب أمثلة          v⋅في الحالات ..................  

   إحداثيتا متجهة في  أساس متعامد ممنظم مباشر-2 

)     ليكن );u x yبالنسبة لمعلم متعامد ممنظم   

) مباشر      ); ;o i j و  α قياس ( );i u  
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y;     لدينا  u j x u i= ⋅ = ⋅  

)cos     ومنه    ) cos
2

y u j x u i
π α α= − =  

sin     إذن         cosy u x uα α= =  

  
   خاصية 

)       إذا آان  ; )x y زوج إحداثيتي متجهة غير منعدمة uبالنسبة لأساس متعامد ممنظم مباشر ( );i jو α 

  قياس 

    ( );i u                                 فان( )cos sinu u i jα α= +   

  حالة خاصة   

1uأي (  متجهة واحدية u   إذا آانت sفان    ) = sinu co i jα α= +   

   الصيغة التحليلية لمنظم متجهة و لمسافة نقطتين-3  

)إذا آان     *   ; )x y زوج إحداثيتي u بالنسبة لأساس متعامد   ممنظم ( );i j 2 فان 2u x y= +  

)إذا آان     *   ),A AA x y و ( );B BB x yامد    ممنظم  بالنسبة لمعلم متع( ); ;O i j فان   

                         ( ) ( )2 2

B A B AAB x x y y= − + −  

   الشرط التحليلي لتعامد متجهتين-4  

  خاصية      

)         المستوى  )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( ; ; )O i j.  

       u و vمتجهتان حيث  u xi yj= ' و + 'v x i y j= +   

            ' ' 0u v xx yy⊥ ⇔ + =   

   تمرين     

)     حدد المتجهات الواحدية و المتعامدة مع  )1;2u −  

        
2 2

2 0
..........

1 1

u v x y

v x y

⊥ − + =
⇔ = + =

 

)  نعتبر تمرين     ) ( ) ( )1;3 3;1 3; 1A B C − −  

  A قائم الزاوية في ABC            بين أن 

 

  sinθ و cosθ  حساب-5  

)المستوى     *    )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( ; ; )O i j.  

u       إذا آانت  xi yj= ' و + 'v x i y j= ) قياس    θ و+ );u v فان 
2 2 2 2

' '
cos

' '

u v xx yy

u v x y x y
θ ⋅ +
= =

+ +
  

) بحيث wنعتبر المتجهة *     ) [ ]; 2
2

u w u w
π π= =  

     

          
       

  

  
            

  
  

)     لدينا باستعمال علاقة شال  ) ( ) ( ); ; ;v w u w u v= −  
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                             ( );
2

v w
π θ= −  

cos      نعلم أن  sin
2

π θ θ − = 
 

   

                   sin
v w

w v
θ ⋅
=  

)      لدينا  )' ' det ;v w xy yx u v⋅ = − =   

     إذن 
( )

2 2 2 2

det ; ' '
sin

' '

u v xy x y

u v x y x y
θ −
= =

+ +
  

  تمرين    

)القياس الرئيسي للزاوية θ         ليكن  );u v حيث ( )3; 3u − )     و − )1; 3v   .θحدد .  −

  III-معادلة مستقيم معرف بمتجهة منظمية   

  متجهة منظمية - 1

  مستقيم في المستوى، آل متجهة غير منعدمة) D (تعريف

  ).D(تسمى متجهة منظمية على المستقيم) D(عمودية على متجهة موجهة للمستقيم
  خاصيات - 2

) ، knفان آل متجهة ) D( منظمية على nإذا آانت *  )*k   . منظمية عليه∋

  .فانهما تكونان مستقيميتين )  D( متجهتين منظميتين على مستقيم n' و nآانت إذا * 

)اذا آانت *  );u a bموجهة ل )D ( فان المتجهة( );n b a−منظمية عليه .  

   2-  معادلة مستقيم معرف بنقطة ومتجهة منظمية عليه

    ( );n a b متجهة غير منعدمة و ( )0 0;A x y نقطة من المستوى   لتكن M نقطة   

      AM n⇔ ⊥AM و ( );u b a−مستقيميتان   

                   ⇔ M تنتمي إلى المستقيم المار من Aو الموجه   

)                           بالمتجهة  );u b a−.  

0AM من المستوى التي تحقق M    إذن مجموعة النقط n⋅  و الموجه ب A  هي المستقيم المار من =
( );u b a−  

0ax   معادلته ستكون على شكل  by c+ + =  

  خاصية    

)لتكن       );n a b متجهة غير منعدمة و ( )0 0;A x yنقطة من   المستوى .  

0AM من المستوى التي تحقق M   مجموعة النقط n⋅ ) و الموجه ب A هي المستقيم المار من = );u b a−  

    
  خاصية  

)     إذا آانت  );n a bمنظمية  على ( )D فان معادلة ( )D0 على   شكلax by c+ + =   

)     إذا آان  ) : 0D ax by c+ + )  فان= );n a bمنظمية على )D(  

   تمرين   

  حدد متجهة منظمية لكل مستقيم من المستقيمات التالية -1

  
( ) ( )

( )
1 2

3

3 2 1 0 ; : 2 1 0

: 3 0

D x y D y

D x

− + = − =

− =
  

)حدد المستقيم المار من  -2 )1;3A ) و − )4;3nمنظمية عليه  

   تمرين   

)منسوب إلى معلم متعامد ممنظم نعتبر       في مستوى  )2;1A و    ( )0;1B و ( )2;3C ) و − )2;5u −  

) حدد معادلة للمستقيم-1   )D المار من A و u منظمية عليه   
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]حدد معادلة ديكارتية لواسط  )  أ-2   ];A B  

  ABC تقاطع واسطات المثلث Ωحدد )      ب

  A حدد معادلة ديكارتية للارتفاع المار من -3  

   شرط تعامد مستقيمين - 3  

  خاصية     

  م نعتبر.            في مستوى منسوب إلى معلم م

    ( ) ( ): 0 ' : ' ' ' 0D ax by c D a x b y c+ + = + + )   حيث = ) ( ) ( ) ( ); 0;0 ; '; ' 0;0a b a b≠ ≠  

              ( ) ( )' ' ' 0D D aa bb⊥ ⇔ + =  

    

  نتيجة  

      ( ) ( ): ' : ' 'D y mx p D y m x p= + = +  

                   ( ) ( )' ' 1D D mm⊥ ⇔ = −  

   4-  مسافة نقطة عن مستقيم

     نشاط 
)      المستوى  )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( ); ;O i j  .( )D المستقبم المار من ( );B BB x y  

)و      );n a bلتكن .    منظمية   عليه( )0 0;A x y ، نقطة من المستوى H المسقط العمودي  للنقطة A  

)على      )D.  

n أحسب -     أ BA⋅ بدلالة HA و n  

 أثبت أن -    ب
n BA

HA
n

⋅
=  

)   ليكن -     د ) : 0D ax by c+ + ) حيث = ) ( ); 0;0a b ≠  

0             بين أن 0

2 2

ax by c
HA

a b

+ +
=

+
  

   خاصية   

)      المستوى  )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( ); ;O i j  

)     ليكن  ) : 0D ax by c+ + ) حيث = ) ( ); 0;0a b )و    ≠ )0 0;A x y نقطة من المستوى   

) عن المستقيم A     مسافة النقطة  )D   هي ( )( ) 0 0

2 2
;

ax by c
d A D

a b

+ +
=

+
   

   تمرين    

     ( ) ( )2;3 ; : 3 4 1 0A D x y− − + =  

)      حدد )( );d A D  

  تمرين   

) المسقط العمودي للنقطة H     أحسب احداثيثي النقطة  )3;5A −  

)م    على المستقي ) : 2 8 0D x y− + =  

  
 

 

 دراسة تحليلية لدائرة
 

  

I-معادلة دائرة   

    1- معادلة ديكارتية لدائرة معرفة بمرآزها و شعاعها
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       في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ، 

)نعتبر      )C دائرة مرآزها ( );a bΩ و شعاعها r  ( )0r ≥  

                               ( ) ( );M x y C M r∈ ⇔ Ω =        

         ( ) ( )2 2
x a y b r⇔ − + − =  

           ( ) ( )2 2 2x a y b r⇔ − + − =  

      
  

  
  

   مبرهنة   

  .        في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم 

)     معادلة الدائرة  )C التي  مرآزها ( );a bΩ و شعاعها r  ( )0r ) هي ≤ ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  

  حالة خاصة    

)      معادلة الدائرة  )Cعاعها  التي  مرآزها أصل المعلم و شr 2     هي 2 2x y r+ =  

   أمثلة   
     في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم

)حدد معادلة للدائرة التي مرآزها -1 )2;3Ω   4 و شعاعها  −

)حدد معادلة للدائرة التي مرآزها -2 )2;3Aلنقطة  وتمر من ا( )1; 3B − 

   ملاحظة  

2بوضع   *  2 2c a b r= + −  

)     معادلة الدائرة  )C التي  مرآزها ( );a bΩ و شعاعها r 2 تكتب على شكل 2 2 2 0x y ax by c+ − − + =  

}رنعتب  *  }Ω دائرة مرآزها Ωو شعاعها منعدم   

2 دراسة المعادلة -2    2 2 2 0x y ax by c+ − − + =  

)    لتكن  )E مجموعة النقط ( );M x y    2 التي تحقق 2 2 2 0x y ax by c+ − − + =  

         ( ) ( ) 2 2; 2 2 0M x y E x y ax by c∈ ⇔ + − − + =  

  ( ) ( )2 2 2 2x a y b a b c⇔ − + − = + −  

2  إذا آان  2 0a b c+ − ) فان ≻ )E = ∅  

2  إذا آان  2 0a b c+ − ) فان = ) ( ){ };E a b= Ω  

2    إذا آان   2 0a b c+ ) فان− ) ( )( ); ;E C a b r= Ω 2     حيث 2r a b c= + −  

   مبرهنة   

  . أعداد     حقيقيةc وb وa.         المستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم

  2 2 2 2 0x y ax by c+ − − + 2 لدائرة إذا وفقط إذا    آان  هي معادلة= 2 0a b c+ − ≥  

)    مرآز هذه الدائرة هو );a bΩ 2 وشعاعها 2r a b c= + −  

   تمرين    

)     حدد )Eمجوعة النقط ( );M x y 2  حيث 2 2 7 0x y x y+ − + + =  

)     حدد )'Eمجوعة النقط ( );M x y 2 حيث 2 6 4 7 0x y x y+ − + − =    

   معادلة معرف بأحد أقطارها -3  

)     لتكن  )C دائرة أحد أقطارها [ ]AB حيث ( );A AA x y   

)    و  );B BB x y  
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                                     ( ) ( ); 0M x y C AM BM∈ ⇔ ⋅ =  

( )( ) ( )( ) 0A B A Bx x x x y y y y⇔ − − + − − =   

   مبرهنة    

   نقطتين مخنلفتين B وA      ليكن 

0AM  حيث M      مجموعة النقط  BM⋅ ) هي الدائرة= )C التي أحد أقطارها      [ ]AB  

) ممنظم ، معادلة الدائرة      في مستوى منسوب إلى معلم متعامد )C التي أحد أقطارها[ ]AB    هي   

      ( )( ) ( )( ) 0A B A Bx x x x y y y y− − + − − =  

   تمرين    

)نعتبر .        في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم )1;2A )    و − )5;4B ) و − )3;6C −  

) حدد الدائرة-1    )C التي أحد أقطارها  [ ]AB  

   غير مستقيميةC وB و A تأآد أن النقط - أ-2   

  ABC حدد معادلة للدائرة المحيطة بالمثلث -       ب

   تمثيل بارامتري لدائرة- 4  

)نعتبر.   في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم )C دائرة  مرآزها ( );a bΩوشعاعها غير منعدم r   

          

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

2 2

;

1

M x y C x a y b r

x a y b

r r

∈ ⇔ − + − =

− −   ⇔ + =   
   

  

] من θ    ومنه يوجد عدد حقيقي  [0;2π  حيث   

                      

cos

sin

x a

r

y b

r

θ

θ

− =
 − =


  

  

   
cos

sin

x a r

y b r

θ
θ

= +
 = +

 /θ∃ ∈  ( ) ( );M x y C∈ ⇔  

  مبرهنة و تعريف   

  .  مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم      

)الدائرة       )Cمرآزها   التي( );a bΩ وشعاعها r ( 0)r  هي مجموعة النقط ( );M x y التي  

تحقق      
cos

sin

x a r

y b r

θ
θ

θ
= +

∈ = +
  

    النظمة 
cos

sin

x a r

y b r

θ
θ

θ
= +

∈ = +
)تسمى تمثيلا بارامتري لدائرة )C التي مرآزها ( );a bΩ وشعاعها r  

   حالة خاصة   

 هي                rلدائرة مرآزها أصل المعلم وشعاعها لي     التمثيل البارامتر
cos

sin

x r

y r

θ
θ

θ
=

∈ =
  

   تمرين   

)     حدد تمثيلا بارامتريا للدائرة  )C      2 المعرفة بالمعادلة 2 4 6 9 0x y x y+ + − + =  

  داخل و خارج دائرة -5  

)نعتبر .    في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم   )C دائرة مرآزها ( );a bΩ وشعاعها r   

2نعتبر     2 2c a b r= + −  

       ( ) ( );M r M x y CΩ = ⇔ ∈  

                            2 2 2 2 0x y ax by c+ − − + = ⇔  
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         Mداخل( )C⇔ M rΩ ≺  

                      2 2 2 2 0x y ax by c+ − − + ⇔≺  

  خاصية  

)نعتبر .        في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم )C 2 دائرة  معادلتها 2 2 2 0x y ax by c+ − − + =  

) داخل الدائرة-    )C هو مجموعة النقط ( );M x y            2 التي تحقق 2 2 2 0x y ax by c+ − − + ≺  

) خارج الدائرة-    )Cوعة النقط  هو مجم( );M x y            2 التي تحقق 2 2 2 0x y ax by c+ − − +  

     تمرين  
  حل مبيانيا      

                               
2 2 2 4 1 0

1 0

x y x y

x y

 + − + +


+ + ≥

≺
  

        ( )( )2 2 2 21 2 4 1 0x y x y x y+ − + − + + ≤  

 II- تقاطع  مستقيم ودائرة

 1-   مبرهنة

)كن         لي )D مستقيم و ( )C دائرة مرآزها Ωو شعاعها r  

)إذا آان   *  )( );d D rΩفان ( ) ( )D C∩ = ∅  

)إذا آان   *  )( );d D rΩ )فان = ) ( )D C∩أحادية   

)إذا آان    *  )( );d D rΩ ) فان ≻ )Dو ( )Cيتقاطعان في   نقطتين مختلفتين   .  

  تمرين   

)     أدرس تقاطع الدائرة  )Cو المستقيم  ( )Dفي الحالات التالية   

    1- ( ) ( )( )1; 2 ;2C C= Ω ) و− ) : 2 1 0D x y+ − =  

    2-   ( ) 2 2: 2 4 1 0C x y x y+ − + + )      و= ) : 3 4 6 0D x y+ − =  

    3-  ( ) 2 2: 2 4 1 0C x y x y+ − + + )      و= ) : 3 4 5 0D x y+ − =  

  ائرة المماس للد-2  

   a-تعريف    

)         لتكن  )Cدائرة مرآزها Ω  

       ( )D مماس للدائرة ( )Cإذا وفقط إذا آان( )( );d D rΩ =  

  ملاحظة    

   نقطة من المستوىA     لتكن 

) داخل دائرة A   إذا آان  )Cفانه لا يوجد أي مماس لها مار من A  

)   إذا آان  )A C∈ فانه يوجد مماس وحيد لـ  ( )C  مار منA  

) خارج دائرة A   إذا آان  )C فانه يوجد  مماسان لها ماران من A  

b -المماس لدائرة عند أحد نقطها   

   تعريف -أ     

)           لتكن  )Cدائرة مرآزها Ω و Aنقطة منها   

)تقول إن المستقيم )D مماس للدائرة ( )C عند النقطة A إذا وفقط إذا آان( )D عموديا على ( )AΩ في A. 

   خاصية-ب    

)      لتكن  )Cدائرة مرآزها Ωو شعاعها r و Aنقطة منها   

) نقطة منM      لتكن  )D  

   ( )D مماس للدائرة ( )C عند A⇔0A MAΩ ⋅ =  

                                             ⇔2M A rΩ ⋅Ω =  
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  خاصية       

)لتكن          )Cدائرة مرآزها Ωو شعاعها r و Aنقطة منها   

    ( )D مماس للدائرة ( )C عند النقطة A    اذا وفقط اذا  آان ( ) 2M D M A r∀ ∈ Ω ⋅Ω =  

  ا  معادلة المماس عند أحد نقطه-ج   

)    ليكن   )D مماس للدائرة ( )Cا مرآزهΩو شعاعها r عند النقطة   ( )0 0;A x y   

)      لتكن  );M x y  

    ( ) 2M D M A r∈ ⇔ Ω ⋅Ω =  

 
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

2

0 0

0 0 0 0 0

M D x a x x y b y y r

xx yy a x x b y y c

∈ ⇔ − − + − − =

⇔ + − + − + + =
  

2   حيث  2 2c a b r= + −  

  خاصية  

)إذا آانت.  في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم      )C2 دائرة معادلتها 2 2 2 0x y ax by c+ − − + =  

)معادلة المماس لها عند  فان   )0 0;A x y   هي ( ) ( )0 0 0 0 0xx yy a x x b y y c+ − + − + + =  

  ملاحظة  

) عند النقطة r  وشعاعها   معادلة المماس لدائرة مرآزها أصل المعلم )0 0;A x y2   هي

0 0 0xx yy r+ − =   

   تمرين  

)    نعتبر الدائرة  ) 2 2: 2 0C x y x y+ − − =  

)    تأآد أن  ) ( )1;2A C∈حدد معادلة للمماس لـ  ( )Cد عنA  

  تمرين     

)نعتبر الدائرة .    في مستوى منسوب الى معلم متعامد ممنظم  )C  

2  التي معادلتها  2 2 2 2 0x y x y+ + − − =  

)حدد مرآز وشعاع  -1 )C  

) حدد موضع  -2 )2;3Aللدائرة  بالنسبة ( )C 

)حدد جميع المماسات للدائرة  -3 )C المارة من  A 
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تحلیلیة الجداء السلمي وتطبیقاتھ
I ــ الصیغة التحلیلیة للجداء السلمي في معلم متعامد ممنظم:

:تذكیر وإضافات )1

:أ ــ تعريف الجداء السلمي لمتجھتین 

:صیغة الجداء السلمي باستعمال الإسقاط العمودي 

على المستقیم Bالمسقط العمودي للنقطة Hثلاث نقط في المستوى و CوBو Aلتكن  AC.

ACABھو العدد الحقیقي ACو ABالجداء السلمي للمتجھتین   والذي يحقق:

ACAHACAB  إذا كانت المتجھتینAH وAC لھما نفس المنحى.

ACAHACAB  إذا كانت المتجھتینAH وACلھما المنحیان متعاكسان.

B

A C

H

ABAHACAB 

B

C

H A

ABAHACAB 

:الصیغة المثلثیة للجداء السلمي 

 لتكنAB وAC متجھتین في المستوى لدينا: ACABACAB ;cosACAB .

 لتكنu


vو


:لدينا متجھتین في المستوى vuvuvu


;cos.

:ب ــ المعلم المتعامد الممنظم المباشر ـ الأساس المتعامد الممنظم المباشر 
:تعاريف 

iنقول إن متجھتین .1


jو 


iتكونان أساسا في المستوى إذا كانت 


jو 


ونكتب .مستقیمیتین غیر 
 ji


والمستوى مزود بأساس .أساس في المستوى ; ji


;.

نعتبر ji


.نقطة من المستوى Oأساسا في المستوى  و ;

نقول إن  .2 ji


.0:أساس متعامد ممنظم إذا كان ; ji


1iو 


1jو 


.

نقول إن المعلم .3 jiO


معلم متعامد ممنظم إذا كان ;; ji


.أساسا متعامدا ممنظما ;

إذا كان .4 ji


أساس متعامد ممنظم و ;   
2

2
; ji


نا نقول إن فإن jiO


ر  معلم متعامد ممنظم مباش;;

.في كل ھذا الدرس نعتبر المستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر :ملاحظة 
:الصیغة التحلیلیة للجداء السلمي في معلم متعامد ممنظم)2

:نشاط تمھیدي 

uلتكن 


vو


jyixu:متجھتین في المستوى بحیث 


 وjyixv


'' 
:انشر ثم بسط ما يلي )1   jyixjyix


''  واستنتج:vu


.

22:بین أن )2
yxu 


.

:1خاصیة 

jyixuإذا كانت 


 وjyixv


''  متجھتین في المستوى  فإن:'' yyxxvu 


.

jiu:نعتبر المتجھات :أمثلة 


2 وjiv


 jiwو 2


35 
vuحساب 


 وwu


 وwv


.

:2خاصیة 
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jyixuتكون المتجھتان 


 وjyixv


''  0:متعامدتین إذا وفقط إذا كان''  yyxx.

:ولمسافة نقطتین الصیغة التحلیلیة لمنظم متجھة )3

:أ ــ منظم متجھة 

jyixuلتكن 


 22:متجھة في المستوى لدينا
yxu 


.

:ب ــ المسافة بین نقطتین 

);(لتكن  AA yxAو);( BB yxB نقطتین في المستوى ، لدينا:   22

ABAB yyxxAB .

:Sinو Cosصیغة )4

:نشاط تمھیدي 

uلتكن 


vو


jyixu:في المستوى بحیث غیر منعدمتین متجھتین 


 وjyixv


''  والموجھة قیاس الزاوية vu


;

vuاحسب بطريقتین مختلفتین الجداء السمي احسب )1

.

.y'و x'و yو xبدلالة cosاستنتج )2

wنعتبر المتجھة )3


:بحیث    
2

2
; wu


wuو 


.

:أ ــ  بین أن    


2
2

; wv


.

wvب ــ احسب الجداء السلمي 


 ثم استنتج أن:
vu

wv







sin

ج ــ تحقق أن  xyw ;


y'و x'و yو xبدلالة sinثم احسب 

:د ــ تحقق أن 
 

vu

vu







;det
sin.

:خاصیة 

jyixuلتكن 


 وjyixv


''  متجھتین غیر منعدمتین في المستوى  و قیاسا للزاوية الموجھة

 vu


:لدينا .;
2222
''

''

yxyx

yyxx

vu

vu
Cos









 



 و
 

2222
''

'';det

yxyx

yxxy

vu

vu
Sin







 



.

:تمارين تطبیقیة 

تكون المتجھتان بحیثmحدد قیمة العدد الحقیقي )1 mu ;2


و  2;3 v


.متعامدتین 

نعتبر المتجھة )2 3;2 u


حدد المتجھات  yxv ;


2بحیث يكون  vu


2vو 


.

نعتبر النقط )3 1;3 A و 1;1B و 3;5C. بین أن المثلثABC قائم الزاوية ومتساوي الساقین فيA

نعتبر النقط )4 0;5A و 1;2B و 3;6C.

احسب أ ــ  ACAB;cos و ACAB;sin.

ب ــ استنتج قیاسا للزاوية الموجھة  ACAB;.

:نتائج )5
:نشاط تمھیدي 

على Cالمسقط العمودي ل Hمثلثا في المستوى و ABCلیكن  AB.

حدد )1 ACAB;sin واحسبA


sin) حیثA


)زاوية ھندسیة 

Aو ACو ABبدلالة ABCللمثلث Sاحسب المساحة )2


sin.

:استنتج أن )3 ACABS ;det
2

1


.ACو ABمتوازي أضلاع محدد بالمتجھتین ABDCبحیث يكون Dنعتبر النقطة )4

.ABDCاحة متوازي الأضلاع احسب مس
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:1خاصیة 

:مساحته ، لدينا Sمثلثا في المستوى و ABCلیكن 

 BCBA;det
2

1
 CBCA;det

2

1
 ACABS ;det

2

1
.

:2خاصیة 

:ھي ACو ABالمحدد بالمتجھتین ABDCمساحة متوازي الأضلاع  ACABS ABCD ;det.

:تمارين تطبیقیة 

نعتبر النقط )1 0;5A و 1;2B و 3;6C.

.غیر مستقیمیة Cو Bو Aأ ــ تحقق أن النقط 

.ABCسب مساحة المثلث ب ــ اح

ثم احسب مساحة Dحدد زوج إحداثیتي النقطة .متوازي أضلاع ABDCبحیث يكون Dج ـ نعتبر النقطة 
.ABDCمتوازي الأضلاع 

نعتبر النقط )2 6;0A و 0;2B و 1;2C.

.بطريقتین مختلتین ABCاحسب مساحة المثلث 

II دراسة تحلیلیة (ــ المستقیم في المستوى: (
:المتجھة المنظمیة على مستقیم )1

:نشاط تمھیدي 

نعتبر المستقیم )1 D 012:ذي المعادلة  yx.

uأ ــ حدد متجھة موجھة 


للمستقیم  D.

ب ــ نعتبر المتجھة  2;1n


unاحسب الجداء السلمي 

. ماذا تستنتج ؟

nالمتجھة 


تسمى متجھة منظمیة على المستقیم  D.

نعتبر المستقیم )2  0:ذي المعادلة cbyax.

أ ــ بین أن المتجھة  ban ;


متجھة منظمیة على المستقیم  .
حدد متجھة منظمیة على المستقیم :ب ــ تطبیق  D 02:ذو المعادلة  yx.

:تعريف 

لیكن  D مستقیما في المستوى وu


.له متجھة موجھة
nنقول إن متجھة غیر منعدمة 


منظمیة على المستقیم  D 0:إذا كانت تحققun

.

:خاصیة 

لیكن  D 0مستقیما في المستوى معادلته cbyax.

المتجھة  ban ;


منظمیة على المستقیم D

:المعادلة الديكارتیة لمستقیم معرف بنقطة ومتجھة منظمیة علیه )2

:نشاط تمھیدي 

نعتبر  ban ;


غیر منعدمة و متجھة AA yxA .نقطة من المستوى ;

حدد معادلة ديكارتیة للمستقیم D المار من AA yxA و ; ban ;


.منظمیة علیه متجھة

خاصیة 

معادلة المستقیم  D المار من AA yxA و ; ban ;


:ھي منظمیة علیهمتجھة

    0 BA yybxxa
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:ةرين تطبیقیاتم
حدد معادلة ديكارتیة للمستقیم )1 D المار من 1;1A و 3;2n


.منظمیة علیه متجھة

مثلثا في المستوى بحیث ABCلیكن )2 1;3A و 5;1B و 2;2C.

.Cأ ــ حدد معادلة ديكارتیة لارتفاع المثلث المار من الرأس 

ب ــ حدد معادلة ديكارتیة لواسط القطعة  AB.

:تعامد مستقیمین )3

نعتبر مستقیمین  D و 'D 0:معادلتھما على التوالي cbyax 0و'''  cybxa  و ban ;


متجھة 
منظمیة على D و ';'' ban


متجھة منظمیة على  'D.

يكون  D و 'D متعامدين إذا وفقط إذا كان ban ;


و  ';'' ban


''0:متعامدين أي  bbaa

:خاصیة 

يكون المستقیمان  D و 'D0عادلتھما  مناللذا cbyax 0و'''  cybxa على التوالي متعامدين
''0:إذا وفقط إذا كان  bbaa.

:تمرين تطبیقي 

لتكن النقط  4;7A و 2;5 B و 1;2C من المستوى.

0173تحقق أن)1  yx ھي معادلة ديكارتیة للمستقیم AB

حدد معادلة ديكارتیة للمستقیم )2 D المار منC

:مسافة نقطة عن مستقیم )4

:تعريف 

نعتبر مستقیما  D وA نقطة لا تنتمي إلى D وHالمسقط العمودي للنقطةAعلى D.

و Aتسمى المسافة بین AHالمسافة  Dرمز لھا بالرمز ون: )(; DAd ونكتب:AH= )(; DAd

:نشاط تمھیدي 

نعتبر مستقیما  D 0:معادلته الديكارتیة cbyax و AA yxA نقطة لا تنتمي إلى ; D.

علىAالمسقط العمودي للنقطةHنعتبر  D.

لتكن )1 ban ;


منظمیة على المستقیممتجھة  D وB النقطة من المستوى بحیث:nAB


.

من Mبین أن لكل نقطة  D لدينا:ABAHABAM 

ABAMاحسب )2   بدلالةx وy وAx وAy وa وb.

cayaxABAHبین أن )3 BA 

:استنتج أن )4 
22

)(;
ba

cbyax
DAd

AA




.

:خاصیة 

لیكن  D 0:مستقیما معادلته الديكارتیة cbyax و AA yxA .نقطة من المستوى ;

عن المستقیم Aالنقطةمسافة D ھي: 
22

)(;
ba

cbyax
DAd

AA




.

:تمارين تطبیقیة 

نعتبر المستقیم )1 D 02الذي معادلته  yx والنقطتین 1;1 A و 2;0 B.

احسب  )(; DAd و )(; DBd.

نعتبر النقطتین )2 3;1 A و 2;3B.

0745أ ــ تحقق أن   yx ھي معادلة المستقیم AB.

عن المستقیم Oافة النقطة ب ــ احسب مس AB.
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.OABج  ــ استنتج مساحة المثلث 

III دراسة تحلیلیة (ــ الدائرة: (

:معادلة ديكارتیة لدائرة )1

:نشاط تمھیدي 

نعتبر الدائرة  Cكزھا التي مر 1;1 2وشعاعھا.

من بین النقط التالیة حدد تلك التي تنتمي إلى الدائرة )1 C: 1;3A ؛ 2;2B ؛ 2;13 C ؛ 1;1 D

لتكن )2 yxM .نقطة من المستوى ;

.yو xبدلالة Mأ ــ احسب المسافة 

تنتمي إلى الدائرة Mب ــ بین أن  C 0222:إذا وفقط إذا كان
22  yxyx.

0222:ادلة المع
22  yxyx تسمى معادلة ديكارتیة للدائرة C التي مركزھا 1;1 2وشعاعھا.

بإتباع نفس خطوات السؤال السابق حدد معادلة ديكارتیة لدائرة مركزھا )3 ba; وشعاعھاR 0R.

:خاصیة 

معادلة الدائرة  C التي مركزھا ba; وشعاعھاR 0R ھي:    222
Rbyax .

022:وتكتب أيضا 
22  cbyaxyx 222:حیث

Rbac .

:یةرين تطبیقاتم
حدد معادلة ديكارتیة للدائرة )1 C التي مركزھا 1;1  2وشعاعھا.

حدد معادلة ديكارتیة للدائرة )2 C التي مركزھا 1;2ر من النقطة وتم 1;1A.

حدد معادلة ديكارتیة للدائرة )3 C  التي تمر من النقط 0;1A و 2;1B و 4;7C.

:معادلة دائرة معرفة بأحد أقطارھا )2
:نشاط تمھیدي 

لتكن  C دائرة مركزھا وشعاعھاR و AB ولتكن .أحد أقطارھاM نقطة من المستوى.

22:بین أن )1
RMMBMA .

استنتج أن )2 C ھي مجوعة النقطM 0:التي تحققMBMA.

نعتبر )3 3;2A و 5;4Bو yxM نقطة من ; C. حدد معادلة ديكارتیة للدائرة C.

:ة خاصی

.نقطتین مختلفتین من المستوى Bو Aلتكن 

ھي الدائرة التي أحد أقطارھا 0MBMA:من المستوى التي تحقق Mلنقط مجموعة النقط  AB  ؛
:ومعادلتھا ھي       0 BABA yyyyxxxx.

:تمرين تطبیقي 

حدد معادلة ديكارتیة للدائرة  C التي أحد أقطارھا AB حیث: 3;1A و 1;1B

:تمثیل برامیتري لدائرة )3

:نشاط تمھیدي 

نعتبر الدائرة  C التي مركزھا ba; وشعاعھاR و

M نقطة من C حیث:    2; Mi


 IR.

cosRMi:أ ــ بین أن )1 

.

sinRMj:ب ــ بین أن  

.

لیكن )2 yx; زوج إحداثیتي النقطةM.

.Mحدد زوج إحداثیتي المتجھة أ ـ 
Miب ــ احسب  


Mjو  


bو aو yو xبدلالة

www.adirassa.com



6

:ج ــ استنتج أن  IR/










sin

cos

Rby

Rax

النظمة  IR/










sin

cos

Rby

Rax
تسمى تمثیلا بارامیتريا للدائرة  C التي مركزھا ba; وشعاعھاR.

:خاصیة وتعريف 

الدائرة  C التي مركزھا ba; وشعاعھاR 0R ھي مجموعة النقط yxM من المستوى التي ;

:تحقق  IR/










sin

cos

Rby

Rax S. النظمة S تسمى تمثیلا بارامیتريا للدائرة C.

:تمارين تطبیقیة 

حدد تمثیلا بارامیتريا للدائرة )1 C 02386:التي معادلتھا الديكارتیة
22  yxyx.

حدد مجموعة النقط )2 yxM :من المستوى التي تحقق ; IR/










sin23

cos21

y

x
.

);(دراسة مجموعة النقط )4 yxM 0:التي تحقق
22  cbyaxyx:

نعتبر   مجموعة النقط yxM 0:التي تحقق ;
22  cbyaxyx.

حدد طبیعة  .
0:لدينا 

22  cbyaxyx  yxM ;

    0
22  cbyyaxx

0
4242

2222







 






  c

bb
y

aa
x

4

4

22

2222
cbab

y
a

x








 






 

نعتبر النقطة 





 

2
;

2

ba
:لدينا .

4

4
22

2 cba
M


  yxM ;.

 0:إذا كان
4

4
22


cba 

فإن المتساوية 
4

4
22

2 cba
M


 غیر صحیة وفي ھذه الحالة:

  

 0:إذا كان
4

4
22


 cba

0فإن 
2 M أيM ومنه فإن:   

 0:إذا كان
4

4
22


cba 

فإن 
2

4
22

cba
M




4

4
22

2 cba
M


 وفي ھذه الحالة:

  ھي الدائرة التي مركزھا وشعاعھا
2

4
22

cba 
.

:خاصیة 

أعدادا حقیقیة و cو bو aلتكن   مجموعة النقط yxM 0:التي تحقق ;
22  cbyaxyx.

 تكون  04:دائرة إذا وفقط إذا كان
22 cba  ومركزھا ھو






 

2
;

2

ba وشعاعھا

2

4
22

cba 
.

 04:إذا كان
22 cba  فإن  .
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 04:إذا كان
22  cba فإن    ؛ حیث:






 

2
;

2

ba
.

:تمرين تطبیقي 

حدد طبیعة المجموعة  C مجموعة النقط yxM :التي تحقق المعادلات التالیة ;

1(0364
22  yxyx.

2(02510
22  yxyx.

3(0
4

17
4

22  yxyx

:داخل وخارج الدائرة )5

:تعاريف 

لتكن  C دائرة مركزھا وشعاعھاR 0R وM نقطة من المستوى.

 تكونMة من الدائرة نقط C إذا وفقط إذا كان:RM .
 تكونM نقطة داخل الدائرة C إذا وفقط إذا كان:RM .
 تكونM نقطة خارج الدائرة C إذا وفقط إذا كان:RM .

:نتیجة 

لتكن  C 0:دائرة معادلتھا الديكارتیة
22  cbyaxyx و 00 ; yxM نقطة من المستوى.

 تكونM نقطة من الدائرة C 000:إذا وفقط إذا كان

2

0

2

0  cbyaxyx.

 تكونM الدائرة داخلنقطة C 000:إذا وفقط إذا كان

2

0

2

0 cbyaxyx .

 تكونM نقطة خارج الدائرة C000:إذا كان إذا وفقط

2

0

2

0 cbyaxyx .

:تمرين تطبیقي 

لتكن )1 C الدائرة التي مركزھا 2;1 3وشعاعھاR. حدد وضع النقطتین 1;3 A و 1;0B بالنسبة
للدائرة  C.

:حل مبیانیا المتراجحات التالیة )2

02386أ ــ
22  yxyx.

06ب ــ 
22 xyx .

:الأوضاع النسبیة لدائرة ومستقیم )6

لدائرة لدراسة الوضع النسبي  C مركزھا وشعاعھاr مستقیم مع D ؛ يمكن حساب مسافة D عن
 ومقارنتھا معr.

المستقیم  D يقطع الدائرة في
.نقطتین 

المستقیم  Dقطع الدائرة ي
نقول إن .في نقطة واحد 

المستقیم  D مماسا
.للدائرة 

المستقیم  D لا يقطع الدائرة

:تمرين تطبیقي 
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ادرس الوضع النسبي للدائرة  C التي مركزھا 2;1 2وشعاعھاR مع المستقیم D في كل حالة

03)1:من الحالات التالیة   yx: D  0223)2؛  yx: D 012)3؛  yx: D

:معادلة المماس لدائرة في نقطة )7
:نشاط تمھیدي 

نعتبر الدائرة  C التي مركزھا ba; وشعاعھاR و 00 ; yxA نقطة من الدائرة C. ولیكن T

مستقیم المماس للدائرة ال C فيA.

حدد متجھة منظمیة على )1 T.

بین أن معادلة ديكارتیة للمستقیم )2 T 0:ھي))(())(( 0000  ybyyxaxx.

:الجواب 

يكون المستقیم )1 T مماسا للدائرة C فيA كان وفقط إذا إذا T عموديا على المستقیم A.

منظمیة على المستقیم Aإذن المتجھة  T.

حديد معادلة ديكارتیة ل ت)2 T:

0:لدينا  AAM   TyxM ;

      00000  ybyyxaxx
:1خاصیة 

نعتبر الدائرة  C التي مركزھا ba; وشعاعھاR و 00 ; yxA نقطة من الدائرة C.

معادلة المماس للدائرة  C فيA 0:ھي))(())(( 0000  ybyyxaxx.

:حظة ملا

0إذا كانت الدائرة معرفة بمعادلتھا الديكارتیة 
22  cbyaxyx فإن مركزھا ھو






 

2
;

2

ba في ھذه

الحالة معادلة المماس للدائرة  C فيA ھي:    0
22

0000 





 






  y

b
yyx

a
xx.

:2خاصیة 

دائرة نعتبر ال C 0التي معادلتھا الديكارتیة
22  cbyaxyx و 00 ; yxA نقطة من الدائرة C.

معادلة المماس للدائرة  C فيA ھي:    0
22

0000 





 






  y

b
yyx

a
xx

:تمارين تطبیقیة 

نعتبر الدائرة )1 C التي مركزھا 2;1  2وشعاعھاR.

النقطة أ ــ تحقق أن  2;1 A تنتمي إلى الدائرة C.

ب ــ حدد معادلة المماس للدائرة  C فيA.

نعتبر الدائرة )2 C 01142:التي معادلتھا الديكارتیة
22  yxyx.

أ ــ تحقق أن النقطة  2;1A تنتمي إلى الدائرة C.

س للدائرة ب ــ حدد معادلة المما C فيA.
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   ( )cos cos .cos sin .sinx y x y x y+ = −     

( )cos cos .cos sin .sinx y x y x y− = +  

( )sin sin .cos cos .sinx y x y x y+ = +  

( )sin sin .cos cos .sinx y x y x y− = −  

  

( ) tan tan
tan

1 tan .tan

x y
x y

x y

+
+ =

−
 حيث 

2
x k

π π≠  و+
2

y k
π π≠  و +

2
x y k

π π+ ≠ +  

tan و ∋k                                            و  .tan 1x y ≠  

( ) tan tan
tan

1 tan .tan

x y
x y

x y

−
− =

+
حيث 

2
x k

π π≠  و+
2

y k
π π≠  و +

2
x y k

π π− ≠ +  

tan و ∋k                                           و  .tan 1x y ≠ −  

b / نتائج  

      sin 2 2sin cosx x x=     

      
2 2 2 2

cos 2 cos sin 2cos 1 1 2sinx x x x x= − = − = −     

     
2

2 tan
tan 2

1 tan

x
x

x
=

−
  حيث 

2
x k

π π≠  و +
4 2

x k
π π

≠   ∋k و +

  

 تمرين

  أحسب النسب المثلثية للعدد
8

π
   

  تمرين

3 بين أن 
cos3 4cos 3cosx x x= 3  و     −

sin 3 3sin 4sinx x x= −  

 c /تحويل جاء إلى مجموع– تحويل مجموع إلى جداء   

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

cos cos 2cos cos

cos cos 2sin sin

sin sin 2sin cos

sin sin 2cos sin

x y x y x y

x y x y x y

x y x y x y

x y x y x y

+ + − =

+ − − = −

+ + − =

+ − − =

 

x  بوضع  y p+ x  و = y q−       أي أن =
2

p q
x

+
   و =

x y
y

q

−
=  

   نحصل على النتائج

  تحويل مجموع إلى جداء

( ) ( )cos cos 2cos cos
2 2

cos cos 2sin sin
2 2

sin sin 2sin cos
2 2

sin sin 2cos sin
2 2

p q p q
p q

p q p q
p q

p q p q
p q

p q p q
p q

+ −
+ =

+ −
− = −

+ −
+ =

+ −
− =

  

  تحويل جداء الى مجموع 

  بق نستنتج أن  مما س
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( ) ( )

( ) ( )

1
cos cos cos cos

2

1
sin sin cos cos

2

x y x y x y

x y x y x y

=  + + −  

= −  + − −  

  

( ) ( )1
cos sin sin sin

2
x y x y x y=  + − −    

  تمرين 

cos3  أآتب  cos7x x+ جداء  على شكل  

  تمرين  

  ABC   في مثلث مثلث 

sin  بين أن   sin sin 4cos cos cos
2 2 2

A B C
A B C+ + = × ×  

  تمرين  

2  بين أن  25 3
sin cos sin 4 .sin

2 2

x x
x x− = −  

   تمرين
sin:    أآتب على شكل مجموع الجداء 2 .sin 3 .sin5x x x  

  

cos تحويل -3   sina x b x+  

cos    ليكن التعبير sina x b x+ 0 حيثa 0bو أ ≠ ≠  

                     2 2

2 2 2 2
cos sin cos sin

a b
a x b x a b x x

a b a b

 
+ = + +  + + 

  

       نلاحظ أن 
2 2

2 2 2 2
1

a b

a b a b

   
+ =      + +   

  

[ من α يوجد ومنه     ];π π−   

                                         حيث 
2 2

2 2

cos

sin

a

a b

b

a b

α

α

 =
+


 =
 +

    

            ( )2 2
cos sin cos cos sin sina x b x a b x xα α+ = + +  

                 ( )2 2
cos sin cosa x b x a b x α+ = + −  

0a حيث  من b وaليكن  0bو أ ≠ ≠  

( )2 2
cos sin cosa x b x a b x α+ = + −  

 حيث                                
2 2 2 2

cos sin
a b

a b a b
α α= =

+ +
  

  :ملاحظة

cos     يمكننا تحويل  sina x b x+ من شكل  لحل المعادلاتcos sina x b x c+ =   

cos       أو المتراجحات  sina x b x c+ cos أو ≥ sina x b x c+ ≥  

  تمرين 

cosحل المعادلة     /1       3 sin 1x x x∈ + = −  

   التاليةة حل المتراجح/ 2      

               [ ];2 cos 2 3 sin 2 2x x xπ π∈ − − −  
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  إضافة

tan بدلالة xتحديد النسب المثلثية للعدد
2

x
t =  

2لدينا        2
cos cos sin

2 2

x x
x = −  

               

2 2

2 2

cos sin
2 2cos

cos sin
2 2

x x

x
x x

−
=

+
  

2 نقسم البسط و المقام بالعدد 
cos

2

x
     مع اعتبار شروط الوجود

 ومنه        

2

2

1 tan
2cos

1 tan
2

x

x
x

−
=

+
 أي  

2

2

1
cos

1

t
x

t

−
=

+
  

sin باستعمال العلاقات  2sin .cos
2 2

x x
x   و  نفس الطريقة نحصل على=

2

2
sin

1

t
x

t
=

+
  

  

tanبوضع   
2

x
t=  

   

2

2

1
cos

1

t
x

t

−
=

+
        و      

2

2
sin

1

t
x

t
=

+
        و 

2

2
tan

1

t
x

t
=

−
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calculs trigonométriques 

 

 

 

      

 

  

 

 

I  

 ; ;o i j
 

 , 1O r 

 M x 'M y     ' cos( ) sinOM y i y j 
  

   cos sinOM x i x j 
  

         . ' cos cos sin sin 1OM OM x y x y 
  

   
. ' . ' cos ; '

1 1.cos 2

OM OM OM OM OM OM

y x



  

     

12         cos cos cos sin siny x y x y x   

   

    
       

cos cos

cos cos sin sin

y x y x

y x y x

   

   

cossin:

         cos cos cos sin siny x y x y x    

www.adirassa.com

http://www.bramaths.com/


 
2 

 

           Brahim Ajghaider                                              

   

   

sin cos
2

cos
2

cos cos sin sin
2 2

x y x y

x y

x y x y





 

     
 

        
         
   

         
         

sin sin cos cos sin

sin sin cos cos sin

x y x y x y

x y x y x y

  

  

        
 

sin

cos

a b
tg a b

a b


 


 

  sin cos cos sin

cos cos sin sin

a b a b
tg a b

a b a b


 



 
sin cos cos sin

cos cos coscos
cos cos sin sin

cos cos cos cos

a b a b

a b btg a b
a b a b

a b a b


 


 

1 .

tga tgb
tg a b

tga tgb


 



   

1 .

tg a b tg a b

tga tgb

tga tgb

     





 

11
7

12

5
;

12 12

 

2
2

cos
3

 
 
 

11
sin

12

 
 
 

     
 
 

2 2

2

2

cos 2 cos sin

2cos 1

1 2sin

a a a

a

a

 

 

 

 sin 2 2sin .cosa a a   
 2

2
2

1

tg a
tg a

tg a
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2

2

a b
x

x y a

x y b a b
y
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2:    1

2
tg a


     2tg a cos 2a    sin 2a

3:   cos
8

 
 
 

sin
12

 
 
 

    

4:     a sin 2 sin 2 sin 2
3 3

a a a
          
   

      

 cos 2 cos 2 cos 2
3 3

a a a
          
   

 

         cos cos cos sin siny x y x y x  

         cos cos cos sin sinx y y x y x    

       1
cos cos cos cos

2
x y x y x y     

       1
sin sin cos cos

2
x y x y x y      

       1
sin cos sin sin

2
x y x y x y     

       1
cos sin sin sin

2
x y x y x y     

II  
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ab
2

a k
  

2
b k

  k

 
2

a b k
    

1 .

tga tgb
tg a b

tga tgb


 


 

2
a b k

    
1 .

tga tgb
tg a b

tga tgb


 



ab

2 2

2 2 2 2
cos sin cos sin

a b
a x b x a b x x

a b a b

 
    

  

2 2 2
a a b 2 2 2

b b a 
2 2

1
a

a b


2 2
1

b

a b




2 2
2 2

2 2 2 22 2 2 2
1

a b a b

a b a ba b a b

       
                   

2 2
cos sin 1x x 

2 2
cos

a

a b
 

2 2
sin

b

a b
 



2 2
sin

a

a b
 

2 2
cos

b

a b
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cos cos 2cos cos
2 2

cos cos 2cos sin
2 2

sin sin 2sin cos
2 2

sin sin 2sin cos
2 2

a b a b
a b

a b a b
a b

a b a b
a b

a b a b
a b

         
   

          
   
         

   
         

   

 

III   tg a b b a g t و  

IVcos sina x b x 
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   2 2 2 2
cos sin cos cos sin sin cosa x b x a b x x a b x        

   2 2 2 2
cos sin cos sin sin cos sina x b x a b x x a b x        
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5cos xsin x12 cos
4

x
  

 
22sin

6
x

  
 

6

   
   
   
   

cos 2 cos 6

cos 7 cos 3

sin 3 sin 5

sin 8 sin 6

A x x

B x x

C x x

D x x

 

 

 

 

7x

2 4
cos cos cos 0

3 3

2 4
sin sin sin 0

3 3

x x x

x x x

 

 

          
   
          
   

81
3 2

cos sin
10 10

       
   

2     2
/ cos 3 cos 1 4sinx x x x   

cos ;sin
10 10

    
   
   

3 7 1
sin 3 10 2 5 5 1

30 8

      
 

7

30 3 10

  
 

91sin7 0x 2cos3 0x 3sin 2 0
8

x
   

 

3
2

cos 2
2

x 4
2

cos 3
4 2

x
   

 
5

2
sin(2 )

7 2
x


  

101

 

2

2

2

2sin 3sin 1 0

cos 3cos 2 0

3 3 1 1 0

x x

x x

tg x tgx

  

  

   

2cos 3 sin 1x x  
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1

الیمني محمد  
الثانویة التأھیلیة الأمیر مولاي 

الحساب المثلثي عبد الله التقنیة ـ سیدي قاسم
Calcul Trigonométrique

1المستوى
ème

BAC :
STE+STM+SExp

ساعات8:عدد الساعات محمد الیمني:الأستاذ 
Iغ التحویل ــ صی:

)(تحویل )1 baCos  و)( baCos :

نعتبر  jiO


معلما متعامدا مرتبطا بدائرة مثلثیة ;; U ؛ ولیكنa وb عددین حقیقیین ولتكنM و'M نقطتین من
.على التوالي bو aالدائرة المثلثیة أفصولاھما المنحنیین 

jSinaiCosaOM:لدینا 


..  وjSinbiCosbOM


..' 
   2'; baOMOM .

:إذن   SinaSinbCosaCosb
OMOM

OMOM
OMOMCos 

'.

'.
';

:ومنھ فإن   SinaSinbCosaCosbbaCos 
:الصیغ السابقة لدینا بتطبیق 

 
  SinaSinbCosaCosbbaCos

bSinaSinbCosaCosbaCosbaCos


 )()()()(

)انظر الشكل بوضوح في الصفحة الأخیرة (

)(تحویل )2 baSin  و)( baSin :

SinxxCosنعلم أن   





 

2

  وأنCosxxSin 





 

2

 لكلx منIR.

:إذن 
 

  CosaSinbSinaCosbbaSin

SinbaSinCosbaCosbaCosbaSin









 






 















 

222



:و 
 

  CosaSinbSinaCosbbaSin

SinbaSinCosbaCosbaCosbaSin









 






 















 

222



)tan(تحویل )3 ba  و)tan( ba :

:عددین حقیقیین بحیث bو aولیكن عددین حقیقیینbو aولیكن 


ka 
2

و


kb 
2

و


kba 
2

و


kba 
2

.

:لدینا 

   

 
ba

ba
ba

baCosaCosb

baCosaCosb

SinaSinbCosaCosb

CosaSinbSinaCosb

baCos

baSin
ba

tan.tan1

tantan
tan

tan.tan1(

tantan

)(

)(
tan



















   

 
ba

ba
ba

ba

ba
ba

tan.tan1

tantan
tan

)tan(.tan1

)tan(tan
tan











:تطبیقات 

احسب )1
12


Cos و

12


Sin و

2
tan

 واستنتج
12

5
Cos و

12

5
Sin
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2

)(باستعمال صیغة كل من)2 baCos و)( baSin  احسب:





 

2

cos و





 

2

sin.

:نتائج )4
a:من الصیغ السابقة نستنتج أنھ إذا كان  = b فإن:

aSinaCosaCosaaCos 22
2)(  1:وبما أن

22  aSinaCos فإن:

aSinaCosaSinaCosaCos
2222

21122 
CosaSinaaSin:ولدینا أیضا  .22 

إذا كان 


ka 
2

و 
24


ka  فإن:

a

a
a

2
tan1

tan2
2tan




:خلاصة 

  SinaSinbCosaCosbbaCos SinaSinbCosaCosbbaCos  )(

  CosaSinbSinaCosbbaSin   CosaSinbSinaCosbbaSin 

 
ba

ba
ba

tan.tan1

tantan
tan




 
ba

ba
ba

tan.tan1

tantan
tan






aSinaCosaSinaCosaCos
2222

21122 CosaSinaaSin .22   ؛
a

a
a

2
tan1

tan2
2tan




:1تمرین 

:أ ــ  تحقق أن )1
64

3

12

7 
. ب ــ احسب:

12

7
cos

 و
12

7
sin

 و
12

7
tan



:أ ــ  تحقق أن )2
43

2

12

11 
. ب ــ احسب:

12

11
cos

 و
12

11
sin

 و
12

11
tan



:لي بسط ما ی)3

أ ــ 





 






  xxA

6
cos

6
cos


.

ب ــ 





 






  xxB

6

7
sin

6

5
sin



ج ــ 





 






 

4
tan

4
tan


xxC) حیث:


kx 

4
و 


kx 

4

Zk؛ 3 (

aCosاحسب )2:1تمرین 
aSinو 2

.aCos2بدلالة 2

CosaaCosaCos:أ ــ بین أن )2 343
3  وأن:aSinSinaaSin

3
433 .

aCosب ــ استنتج 
aCos3و Cosaبدلالة 3

aSinج ج ــ استنت
.aSin3و Sinaبدلالة 3

بدلالة atanوSinaوCosaصیغة )5
2

tan
a

:

عددا حقیقیا بحیث aلیكن  ka 2.

:لدینا 

22

22

2222 22

22

22

a
Sin

a
Cos

a
Sin

a
Cos

a
Sin

a
Cos

aa
CosCosa











  نقسم بسط ومقام ھذا الكسر على

2

2 a
Cos

:نحصل على 

2
tan1

2
tan1

2

2

a

a

Cosa




 ولدینا:

22
tan2

22
2

22

2 a
Cos

aa
Cos

a
Sin

aa
SinSina 
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3

بما أن و

2
tan1

1

2 2

2

a

a
Cos


 فإن:

2
tan1

2
tan2

2 a

a

Sina




وإذا كان 


ka 
2

و ka 2 فإن:

2
tan1

2
tan2

22
tantan

2 a

a

aa
a









 

:خلاصة 

2
tan1

2
tan1

2

2

a

a

Cosa




    ؛

2
tan1

2
tan2

2 a

a

Sina


    ؛

2
tan1

2
tan2

tan
2 a

a

a




إذا وضعنا 
2

tan
a

t  فإن:

2

2

1

1

t

t
Cosa




    ؛
2

1

2

t

t
Sina


    ؛

2
1

2
tan

t

t
a




:3تمرین 
3tan:عدد حقیقي بحیث aلیكن )1 a. احسب:aCos2 وaSin2 وa2tan.

atan:522احسب العبیر التالي بدلالة )2
2  SinaCosaaSin.

:الحل 

2( 
a

a

a

aa

a

a

a

a
SinaCosaa

aSinaCosSinaCosaaSinSinaCosaa

2

2

2

2

22

2

2

22

tan1

1tan2

tan1

tan2tan1

tan1

tan2

tan1

tan1
522Sin-

4224221522Sin-




















:تحویل الجداء إلى مجموع )6
.عددین حقیقیینbو aولیكن عددین حقیقیینbو aلیكن 

:لدینا 
 
  CosaCosbbaCosbaCos

SinaSinbCosaCosbSinaSinbCosaCosbbaCosbaCos

2)(

)(




 
  SinaSinbbaCosbaCos

SinaSinbCosaCosbSinaSinbCosaCosbbaCosbaCos

2)(

)(




 
  SinaCosbbaCosbaCos

CosaSinbSinaCosbCosaSinbSinaCosbbaSinbaSin

2)(

)(




 
  CosaSinbbaCosbaCos

CosaSinbSinaCosbCosaSinbSinaCosbbaSinbaSin

2)(

)(




:من ھذه العلاقات نستنتج 

1( )()(
2

1
baCosbaCosCosaCosb 3( )()(

2

1
baSinbaSinCosaSinb 

2( )()(
2

1
baCosbaCosSinaSinb 4( )()(

2

1
baSinbaSinSinaCosb 

:4تمرین 
:اكتب على شكل مجموع الجداءات التالیة )1

xSinxSin4   ؛xCosxCos3    ؛





 






 

4
2

3


xCosxCos.
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4

:اكتب على شكل مجموع الجداءات التالیة )2

xCosxSin 2
4






 

  ؛xCosxCos2   ؛xxCosCosxCos xxSinxSinSin؛  32 532

:تحویل المجموع إلى جداء )7
.عددین حقیقیین bو aلیكن 

bapنضع   وbaq  إذن:
2

qp
a


 و

2

qp
b


.

:تصبح )4و )3و )2و )1العلاقات 

1(





 







 


22

2
qp

Cos
qp

CosCosqCosp3(





 







 


22

2
qp

Cos
qp

SinSinqSinp

2(





 







 


22

2
qp

Sin
qp

SinCosqCosp4(





 







 


22

2
qp

Sin
qp

CosSinqSinp

xSinxSinxSinSinx:اكتب المجموع التالي على شكل جداء من أربعة عوامل  )5:1تمرین  753 .

2(ABC بین أن .مثلث:
222

4
C

Cos
B

Cos
A

CosCSinBSinASin





II ــ تحویلbSinxaCosx :

عددین حقیقیین حیث bو aلیكن    0;0; ba.

:لدینا 












 Sinx

ba

b
Cosx

ba

a
babSinxaCosx

2222

22

1:ولدینا 
22


 ba

a  1و
22


 ba

b 222:لأن
baa   222و

bab .

1:وبما أن 

2

22

2

22





















 ba

b

ba

a فإنھ یوجد عدد حقیقي بحیث:

22
ba

a
Cos


 و

22
ba

b
Sin


.

:إذن 












 Sinx

ba

b
Cosx

ba

a
babSinxaCosx

2222

22

 
 







xCosbabSinxaCosx

SinxSinCosxCosbabSinxaCosx

22

22

:بحیث یوجد عدد حقیقي :أو 
22

ba

a
Sin


 و

22
ba

b
Cos


.

:في ھذه الحالة 












 Sinx

ba

b
Cosx

ba

a
babSinxaCosx

2222

22

 
 







xSinbabSinxaCosx

SinxCosCosxSinbabSinxaCosx

22

22

:إذن 

حیث bو aلكل  عددین حقیقیین    0;0; ba لدینا:

  xCosbabSinxaCosx أو 22  xSinbabSinxaCosx 22

:أمثلة 

1.





 






 










6
2

66
2

2

1

2

3
23


xCosSinxSinCosxCosSinxCosxSinxCosx
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5

1.





 






 










4
2

44
2

2

2

2

2
2


xSinSinxCosCosxSinSinxCosxSinxCosx

:ملاحظة 
bSinxaCosxیمكننا تحویل  من حل معادلات من نوعcbSinxaCosx  أو متراجحات من نوع:

cbSinxaCosx أو:cbSinxaCosx أو:cbSinxaCosx  أو:cbSinxaCosx .

:أمثلة 

13:المعادلة IRحل في )1  SinxCosx.

حلول بعض التمارین الواردة في الدرس
:5تمرین 

xSinxSinxSinSinx:اكتب المجموع التالي على شكل جداء من أربعة عوامل  )1 753 .

:لدینا  

xxCosxSinCosxCosxxCosCosxSin
xx

Cos
xx

SinCosx

xSinxSinCosxxCosxSinxCosxSin

xx
Cos

xx
Sin

xx
Cos

xx
SinxSinxSinxSinSinx

2228244
2

62

2

62
22

6226222

2

75

2

75
2

2

3

2

3
2753















 







 











 







 







 







 



xxxxxSinxSinxSinSinx:إذن  2cos2sin2coscos8753 

2(ABC نبین أن .مثلث:
222

4
C

Cos
B

Cos
A

CosCSinBSinASin



.

:لدینا 





 







 


22

2
BA

Cos
BA

SinSinBSinA.

:لدینا ABCفي مثلث :بما أن  CBA


:فإن 
222

CBA


 

:لدینا :إذن 





 







 







 






 







 


22

2
222

2
22

2
BA

Cos
C

Cos
BA

Cos
C

Sin
BA

Cos
BA

SinSinBSinA


.

:ولدینا 
22

2
C

Cos
C

SinSinC .

:إذن 













 







 






 


2222

2
222

2
BA

Cos
C

Cos
C

Cos
BA

Cos
C

Sin
C

CosSinCSinBSinA


:ولدینا 

22
2

44
2

222

4

)(

4

)(
2

222

44
2

222

B
Cos

A
Cos

BB
Cos

AA
Cos

BA
Cos

C
Cos

ACB
Cos

BCA
Cos

BA
Cos

C
Cos

BAC
Cos

BAC
Cos

BA
Cos

C
Cos







 







 







 







 







 







 







 







 







 







 







 







 







:إذن 
222

4
22

2
2

2
C

Cos
B

Cos
A

Cos
B

Cos
A

Cos
C

CosSinCSinBSinA .
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[ دالة عددية معرفة على مجال f     لتكن  ];a−∞  

)     إذا آان  )f xعندما يؤول ∞+ يؤول إلى x فإننا نكتب∞− إلى ( )lim
x

f x
→−∞

= ) أو ∞+ )lim f x
−∞

= +∞  

)               و تقرأ نهاية  )f x عندما يؤول ∞+ هي x إلى −∞  

)     إذا آان  )f xعندما يؤول ∞− يؤول إلى x فإننا نكتب∞− إلى ( )lim
x

f x
→−∞

= ) أو ∞− )lim f x
−∞

= −∞  

)و تقرأ نهاية     )f x عندما يؤول ∞− هي x إلى −∞  

 نهايات اعتيادية

   عددا صحيحا طبيعيا غير منعدمn      ليكن 

      lim n

x
x

→+∞
= +∞  

      lim n

x
x

→−∞
=   زوجيn إذا آان ∞+

       lim n

x
x

→−∞
=   فرديn إذا آان ∞−

        lim
x

x
→+∞

= +∞  

lim  أمثلة    
x

x
→+∞

= +∞        lim
x

x
→−∞

= −∞                      
2lim

x
x

→+∞
= +∞        

2lim
x

x
→−∞

= +∞   

               
3lim

x
x

→+∞
= +∞        

3lim
x

x
→−∞

= −∞   

 ∞− أو عند ∞+منتهية عند  النهاية - 2

             نشاط

) حيث fنعتبر الدالة                  )
2

1
f x

x
=  

  fCأرسم باستعمال احد البرامج المعلوماتية  -1

 أتمم الجدول التالي  -2
1001010  

121010  
91010  

10010  10  10-  10010-  
91010-  

121010-  
1001010− x  

                    ( )f x  

   خلال الشكل و الجدول من

)ماذا تستنتج لـ  )f x عندما يأخذ  xيما أآبر فأآبر و موجبة أي عندما يؤول  قx إلى +∞  

)ماذا تستنتج لـ  )f xذ   عندما يأخxيما أصغر فأصغر و سالبة أي عندما يؤول  قx إلى −∞  

  

  
  

)ي آلتا الحالتين نلاحظ ف )f x نكتب 0 يؤول إلى   ( )lim 0
x

f x
→+∞

)   و = )lim 0
x

f x
→−∞

=  
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             نشاط

) حيث fنعتبر الدالة                  ) 2

1

x
f x

x
=

−
  

  fCأرسم  -1

  بها الجدولأملئخد قيما أآبر فأآبر وموجبة و  -2

                    x  

                    ( )f x  

  من خلال الشكل و الجدول 

)ماذا تستنتج لـ  )f x عندما يأخذ  xيما أآبر فأآبر و موجبة أي عندما يؤول  قx إلى +∞  

 لجدول   خد قيما أصغر فأصغر وسالبة  و أملئ بها ا

                    x  

                    ( )f x  

)ماذا تستنتج لـ  )f x عندما يأخذ  xيما أصغر فأصغر و سالبة أي عندما يؤول  قx إلى −∞  

  

  
  

)نلاحظ في آلتا الحالتين  )f xنكتب 2 يؤول إلى   ( )lim 2
x

f x
→+∞

)   و = )lim 2
x

f x
→−∞

= 

  ∞+ عند منتهية النهاية 

[ يحتوي حيز تعريفها على مجال من نوع fلتكن  [;a +∞  

) اذا آان  )f x إلى تؤولl عندما يؤول x فإننا نكتب ∞+ إلى( )lim
x

f x l
→+∞

)  أو = )lim f x l
+∞

=  

  ∞− عند ة منتهيالنهاية 

[ يحتوي حيز تعريفها على مجال من نوع fلتكن  [;a−∞  

) اذا آان  )f xتؤول إلى l عندما يؤول x فإننا نكتب ∞− إلى( )lim
x

f x l
→−∞

)  أو = )lim f x l
−∞

=  
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  ملاحظات  

   *( )lim
x

f x l
→−∞

=  

y              منحنى الدالة يقترب أآثر و أآثر من المستقيم ذا المعادلة  l= عندما يؤول x إلى −∞  

  

  

  

  

  

  

*   ( )lim
x

f x l
→+∞

=  

y              منحنى الدالة يقترب أآثر و أآثر من المستقيم ذا المعادلة  l=  عندما يؤولx إلى +∞  

  
  

) زوجية فان f إذا  آانت -*  ) ( )lim lim
x x

f x f x
→−∞ →+∞

=  

)فردية فان f إذا  آانت -* ) ( )lim lim
x x

f x f x
→−∞ →+∞

= − 

       نهايات اعتيادية

( ) * 1 1 1
; lim 0 lim 0 ; lim 0

n nx x x
k n

x x x→−∞ →+∞ →+∞
∀ ∈ × = = =  

  خاصية

   عددا حقيقياlية و  دالة عددf   لتكن 

)  أو ∞+ في l تقبل نهاية fاذا آانت  •    فان هذه النهاية وحيدة∞−(

• ( ) ( )( )lim lim 0
x x

f x l f x l
→+∞ →+∞

= ⇔ − = 

• ( ) ( )( )lim lim 0
x x

f x l f x l
→−∞ →−∞

= ⇔ − =  

  تمرين    

)نعتبر           )
2

2

3 1x
f x

x

− +
=  

)              بين أن  )lim 3
x

f x
→−∞

= −  

------------------------  

  الجواب 

  

( ) ( )
2

2 2

3 1 1
lim 3 lim 3 lim 0
x x x

x
f x

x x→−∞ →−∞ →−∞

− +
− − = + = =  

)اذن  )lim 3
x

f x
→−∞

=  
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  قراءة نهايات مبيانيا: تمرين 

  * دالة عددية معرفة على fلتكن  

  من خلال الشكل  

)حدد  )lim
x

f x
→−∞

)      و           )lim
x

f x
→+∞

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  من خلال الشكل 

)المستقيمن    المنحنى يقترب م ) : 2D y )  إذن  ∞+ إلى x عندما يؤول = )lim 2
x

f x
→+∞

=  

)  إذن  ∞− إلى x   المنحنى يقترب من محور الأفاصيل  عندما يؤول  )lim 0
x

f x
→−∞

=  

  ي نقطةنهاية منتهية و لا منتهية لدالة ف - 3

             نشاط

) حيث fنعتبر الدالة                  ) 2f x x= و  ( )
2

1
g x

x
=  

  fCأرسم / أ -1

 أتمم الجدول التالي / ب

0,2  0,1  0,001 3010− 3010−− 0,001− 0,1−  -0,2  x  

                ( )f x  

) ماذا تلاحظ استنتج  من خلال الشكل و الجدول )
0

lim
x

f x
→

  

 أتمم الجدول التالي  -2   

0,2  0,1  0,001 3010− 3010−− 0,001− 0,1−  -0,2  x  

                ( )g x  

) ماذا تلاحظ تضنن  من خلال الجدول )
0

lim
x
g x

→
  

----------------------------- 

    من خلال الشكل و الجدول /1

)نلاحظ أن )f x عندما يؤول 0 تؤول إلى x 0 إلى   

)نقول إن نهاية  )f x 0 عند 0 هي  

) نكتب    )
0

lim 0
x

f x
→

=  

    من خلال الجدول/ 2

)نلاحظ أن )f x عندما ∞+ تأخذ قيما أآبر فأآبر  وموجبة أي  تؤول إلى 

   0 إلى xيؤول 

)نقول إن نهاية  )f x 0 عند ∞+ هي  

)   نكتب  )
0

lim
x

f x
→

= +∞ 
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 نهاية منتهية لدالة في نقطة

[يحتوي حيز تعريفها على مجال من نوع دالة عددية  f  عددين حقيقين وl و a كنيل [;a aα α−  أو +

[مجموعة من نوع [ { };a a aα α− + α* حيث − +∈  

) إذا آان  )f xتؤول إلى l عندما يؤول x إلى a فإننا نكتب( )lim
x a

f x l
→

lim  أو =
a
f l=  

 خاصية 

 عددين حقيقين      l و a كنيل      
0

lim 0n

x
x

→
=  

) إذا آان )f x تفبلl في aعان النهاية وحيدة   

 نهايات اعتيادية

   عددا صحيحا طبيعيا غير منعدمn      ليكن 

      
0

lim 0n

x
x

→
=  

  أمثلة    
0

lim 0
x
x

→
=                   

2

0
lim 0
x
x

→
=        

3

0
lim 0
x
x

→
=   

  نهاية لامنتهية لدالة في نقطة

[يحتوي حيز تعريفها على مجال من نوع دالة عددية  f  عددين حقيقين وl و a كنيل [;a aα α−  أو +

[مجموعة من نوع [ { };a a aα α− + α* حيث − +∈  

) إذا آان  )f xعندما يؤول ∞+ تؤول إلى x إلى a فإننا نكتب( )lim
x a

f x
→

= lim  أو ∞+
a
f = +∞  

)  إذا آان )f xعندما يؤول ∞− تؤول إلى x إلى a فإننا نكتب( )lim
x a

f x
→

= lim  أو ∞−
a
f = −∞  

    النهاية على اليسار-النهاية على اليمين- 3

  نشاط  

) المعرفة بـ fنعتبر الدالة  ) ( )1 2

1

x x
f x

x

− +
=

−
  

    fDحدد  

  fCأنشئ    

) ماذا يؤول إلى  من خلال التمثيل المبياني حدد  )f x عندما يقترب x على اليمين1 من   

) ماذا يؤول إلىد   من خلال التمثيل المبياني حد )f x عندما يقترب x على اليسار1 من   

------------------  

  { }1fD = −  

  

 على اليمين إلا و 1     نلاحظ أن آلما اقتربنا من 
( )f xنهاية إن نقول 3ترب من  تق ( )f x عندما 

 نكتب 3 على اليمين هي 1 إلى xيؤول 
( )

1
lim 3
x

f x
+→

)        أو = )
1
1

lim 3

x
x

f x
→

=  

 على اليسار إلا و 1     نلاحظ أن آلما اقتربنا من 
( )f xاية  نهإن نقول -3ترب من  تق( )f x عندما 

 نكتب -3 على اليسار هي 1 إلى xيؤول 
( )

1
lim 3
x

f x
−→

= )        أو �� )
1
1

lim 3

x
x

f x
→

= ��
≺
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  نشاط  

) المعرفة بـ fنعتبر الدالة  ) 1
f x

x
=  

    fDحدد  

  fCأنشئ    

) ماذا يؤول إلى  من خلال التمثيل المبياني حدد  )f x عندما يقترب x على اليمين0 من   

) ماذا يؤول إلى  من خلال التمثيل المبياني حدد  )f x عندما يقترب xعلى اليسار0 من    

------------------- 

    
*

fD = 

  

 على 0  نلاحظ أن آلما اقتربنا من     
)اليمين فان )f xإن نقول ∞+ؤول  ت 

)نهاية  )f x عندما يؤول x على 0 إلى 

) نكتب ∞+اليمين هي  )
0

lim
x

f x
+→

= +∞        

)     أو  )
0
0

lim

x
x

f x
→

= +∞  

 على 0     نلاحظ أن آلما اقتربنا من 
)اليسار فان )f x إن نقول ∞− تؤول 

)نهاية  )f x عندما يؤول x على 0 إلى 

) نكتب ∞−اليسار هي  )
0

lim
x

f x
−→

= −∞     

)  أو  )
0
0

lim

x
x

f x
→

= −∞
≺

  

  ن عددين حقيقييl و a كنيل      
) إذا آان )f xتؤول إلى l عندما يؤول xإلى a  فإننا نكتبعلى اليمين( )lim

x a
f x l

+→
)    أو = )lim

x a
x a

f x l
→

=   

) إذا آان )f xتؤول إلى lعندما يؤول x إلى a على اليسار فإننا نكتب( )lim
x a

f x l
−→

)  أو = )lim

x a
x a

f x l
→

=
≺

  

)ا آانإذ )f xعندما يؤول∞+ تؤول إلىxإلى a على اليمين فإننا نكتب( )lim
x a

f x
+→

= )أو ∞+ )lim

x a
x a

f x
→

= +∞   

)إذا آان )f xعندما يؤول ∞+ إلى تؤول x إلى a على اليسار فإننا نكتب( )lim
x a

f x
−→

= )أو ∞+ )lim

x a
x a

f x
→

= +∞
≺

  

)  إذا آان )f xندما يؤول  ع∞− تؤول إلىxإلى a على اليمين فإننا نكتب( )lim
x a

f x
+→

= )أو∞− )lim

x a
x a

f x
→

= −∞  

)إذا آان )f xعندما يؤول ∞− تؤول إلى x إلى a على اليسار فإننا نكتب( )lim
x a

f x
−→

= )أو ∞− )lim

x a
x a

f x
→

= −∞
≺

  

 نهايات اعتيادية

   عددا صحيحا طبيعيا غير منعدمn      ليكن 

      
0

1
lim

n
x x+→

= +∞  
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0

1
lim

n
x x−→

=    زوجيا n    إذا آان ∞+

   
0

1
lim

n
x x−→

=    فردياn    إذا آان ∞−

   
0

lim 0
x

x
+→

=        
0

1
lim
x x+→

= +∞  

        أمثلة

                 
2

0

1
lim
x x+→

= +∞       
3

0

1
lim
x x+→

= +∞                  
3

0

1
lim
x x−→

= −∞     
4

0

1
lim
x x−→

= +∞  

  مبرهنة

  دالة عددية  f نتكل

   ( )lim
x a

f x l
→

)  تكافئ = ) ( )lim lim
x a x a

f x f x l
+ −→ →

= =  

   ( )lim
x a

f x
→

= ) تكافئ  ∞+ ) ( )lim lim
x a x a

f x f x
+ −→ →

= = +∞  

   ( )lim
x a

f x
→

= )  تكافئ ∞− ) ( )lim lim
x a x a

f x f x
+ −→ →

= = −∞  

  تمرين 

   دالة عددية حيث f   لتكن 

                                                   
( )
( ) 3

0

0

f x x x

f x x x

 =


= ≤
  

)   حدد  )
0

lim
x

f x
+→

) و  )
0

lim
x

f x
−→

)  استنتج  )
0

lim
x

f x
→

  

-- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- --  

  الجواب

( )
0 0

lim lim 0
x x

f x x
+ +→ →

= )   و   = ) 3

0 0
lim lim 0
x x

f x x
− −→ →

= )  ومنه = ) ( )
0 0

lim lim 0
x x

f x f x
+ −→ →

= =  

)إذن  )
0

lim
x

f x
→

  

  تمرين 

) دالة عددية حيث  fلتكن       )
2 4

2

x
f x

x

−
=

+
   

بين أن  - 1
2

lim 2 4
x

x
→−

− =  و −
2

lim 2 4
x

x
→−

− + =  

)استنتج  -2 )
2

lim
x

f x
−→−

) و  )
2

lim
x

f x
+→−

 

 −2 تقبل نهاية في fهل الدالة  -3

- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- --  

  الجواب

نبين أن  -1
2

lim 2 4
x

x
→−

− = −  

2Xنضع   x= 2X   أي + x− =  

  0 تؤول إلى X فان - 2 أي xعندما يؤول 

2 0
lim 2 lim 4
x X

x X
→− →

− = −    

)و حيث أن ) ( ��
0 0

lim 4 4 lim 0
X X

X X
→ →

− � � � � �  �  � “ � ”� ‹ �  فان …
0

lim 4 4
X

X
→

− =    اذن −
2

lim 2 4
x

x
→−

− = −  

نبين أن 
2

lim 2 4
x

x
→−

− + =  
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2 0

lim 2 lim 4
x X

x X
→− →

− + = − +  

)   وحيث أن  )
0 0

lim 4 4 lim 0
X X

X X
→ →

− + − = − =  
0

lim 4 44
X

X
→

− +    اذن =
2

lim 2 4
x

x
→−

− − =  

)نستنتج / 2    )
2

lim
x

f x
−→−

) و  )
2

lim
x

f x
+→−

  

)  لدينا  ) ( )( )2 2 24
2 2

2 2

x xx
x f x x

x x

− +−
∀ − = = = −

+ +
  

)   ومنه  )
2 2

lim lim 2 4
x x

f x x
+ +→− →−

= − = −  

)   لدينا  ) ( )( )
( )

2 2 24
2 2

2 2

x xx
x f x x

x x

− +−
∀ − = = = − +

+ − +
≺  

)  ومنه  )
2 2

lim lim 2 4
x x

f x x
− −→− →−

= − − =  

)لدينا / 3    ) ( )
2 2

lim lim
x x

f x f x
− +→− →−

  −2 لا تقبل نهاية في f  إذن الدالة ≠

       العمليات على النهايات-4

    نقبل جميع العمليات الاتية

  .        g و fعتبر دالتين ن           

  : لدينا النتائج التالية تكون∞− أو عند ∞+ على اليسار أو عند 0x على اليمين أو عند 0x أو عند 0xعند 

 

   نهاية مجموع-   أ

fنهاية   gنهاية  fنهاية g+  

l      'l  'l l+  

l      +∞  +∞  

l      −∞  −∞  

+∞  +∞  +∞  

−∞  −∞  −∞  

  شكل غير محدد  ∞−  ∞+

 ب- نهاية جداء

fنهاية   gنهاية  fنهاية g×  

l      'l  'l l×  

l    0l   lمع وضع إشارة∞  ∞+  ≠

l    0l   lإشارة مع وضع عكس∞  ∞−  ≠

  شكل غير محدد  ∞+  0

  شكل غير محدد  ∞−  0

+∞  +∞  +∞  

−∞  −∞  +∞  

+∞  −∞  −∞  

  ملاحظة:
λ حيث fλ   لحساب نهاية    آجداء الدالةfλ يمكن اعتبار ∋
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x  الثابتة  λ→ التي نهايتها هي λ و الدالة f  

 ج- نهاية خارج

  gنهاية  fنهاية
fنهاية 

g
  

l      'l و ' 0l ≠  

'

l

l
  

l      +∞  0  

l      −∞  0  

0l  0  ∞+أو+  +∞   

0l   ∞−  +0  ∞− أو ≻

0l  0  ∞+أو−  −∞   

0l    ∞+  −0  ∞−أو  ≻

  شكل غير محدد  0  0

  شكل غير محدد  ∞+  ∞+

  شكل غير محدد  ∞−  ∞−

  شكل غير محدد  ∞−  ∞+

+∞  l 0 حيثl   lمع وضع إشارة∞  ≠

−∞  l 0 حيثl   lإشارة مع وضع عكس∞  ≠

   دالة جدرية– نهاية دالة حدودية -  د

) نتكل )P x  و( )Q x حدوديتين   

   ( ) ( )lim
x a

P x P a
→

=                 
( )
( )

( )
( )

lim
x a

P x P a

Q x Q a→
)    في حالة       = ) 0Q a ≠   

) هما على التوالي حديتيmbx و nax آانت إذا    )P x  و( )Q x  درجة فان الأآبر          

  ( )lim lim n

x x
P x ax

→+∞ →+∞
)   و     = )lim lim n

x x
P x ax

→−∞ →−∞
=  

  و 
( )
( )

lim lim
n

mx x

P x ax

Q x bx→+∞ →+∞
   و     =

( )
( )

lim lim
n

mx x

P x ax

Q x bx→−∞ →−∞
=  

    

  

  أمثلة 

                                      
3 2 3 2

2
lim 3 1 2 2 6 1 9
x
x x x

→
− + − = − + − =  

                  
( ) ( )

( ) ( )

22

3 2 3 21

3 1 1 13 1 1 1
lim

4 43 2 3 3 1 2 1 3x

x x

x x→−

− − − − +− − + −
= = =

−+ − − + − −
  

                               

5 2 5

7 3 7

lim 4 3 5 1 lim 4

lim 3 7 31 lim 3

x x

x x

x x x x

x x x x

→+∞ →+∞

→−∞ →−∞

− + − + = − = −∞

− + − + = − = +∞
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5 2 5
3

2 2

7 3 7

9 2 9 2

4 3 5 1 4 4
lim lim lim

33 1 3

3 7 31 3 3
lim lim lim 0

3 4

x x x

x x x

x x x x
x

x x x

x x x x

x x x x

→+∞ →+∞ →+∞

→−∞ →−∞ →−∞

− + − + − −
= = = −∞

− +
− + − + − −

= = =
+ −

  

                                
5 2 5

5 4 5

7 3 5 1 7 7
lim lim

33 1 3x x

x x x x

x x x→+∞ →+∞

+ − +
= =

− +
  

   تمرين
     حدد النهايات

 

          ( ) ( )5 2
lim 1 2 5
x

x x
→−∞

− − +         
5 1

lim 7 3
x

x
x→+∞

+ +              

2

23
lim

6x

x x

x x→

−
+ −

      

             lim
x

x x
→+∞

−             
2

0

3
lim
x x x+→ − +

          
1

2 5
lim

1x

x

x+→

−
−

          
2

1
lim

2x x−→ −
       

                                     

2

2 21 1

2 2 3
1 0

2 1
lim ; lim

2 3 2 3

3 2 1 1
lim lim

3 2

x x

x x

x x x

x x x x

x

x x x x− +

→ →−

→ →

+ − +

+ − − −
−  − 

− +  

  

  وابالج

حدد النهاياتن      

2 لدينا    *

3
lim 9 3 6
x
x x

→
− = − 2    و   =

3
lim 6 9 3 6 6
x
x x

→
+ − = + −    ومنه      =

2

23

6
lim 1

66x

x x

x x→

−
= =

+ −
  

* 
5 5lim 7 3 lim 7

x x
x x

→+∞ →+∞
+ = =   و ∞+

1
lim 0
x x→+∞

5   ومنه = 1
lim 7 3
x

x
x→+∞

+ + = +∞  

* 
2 2lim 2 5 lim 2

x x
x x

→−∞ →−∞
− + = − = )و  ∞− )5 5

lim 1 lim
x x

x x
→−∞ →−∞

− = − = )ومنه∞+ ) ( )5 2
lim 1 2 5
x

x x
→−∞

− − + = −∞  

2x آان إذا* 2 فان ≻ 0x −  ومنه ≻
2

lim 2 0
x

x
−

−

→
−  إذن   =

2

1
lim

2x x−→
= −∞

−
  

نحدد* 
1

2 5
lim

1x

x

x+→

−
−

  

+∞                          1                      −∞  x  

               +             0         -  1x −  

ومنه 
1

lim 1 0
x

x
+

+

→
−  و  لدينا =

1
lim 2 5 3
x

x
+→

− =  إذن  −
1

2 5
lim

1x

x

x+→

−
= −∞

−
  

lim  نحدد *
x

x x
→+∞

−  

)  نحصل على الشكل الغير المحدد  )+∞ −∞  

  ( )lim lim 1
x x

x x x x
→+∞ →+∞

− = lim وحيث −
x

x
→+∞

= lim و ∞+ 1
x

x
→+∞

− = lim فان ∞+
x

x x
→+∞

− = ∞  

 نحدد  *
21

1
lim

2 3x

x

x x→−

+

− −
 نحصل على الشكل الغير المحدد x بتعويض 

0

0
  

{ } ( )( )2

1 1 1
1;3

1 3 32 3

x x
x

x x xx x

+ +
∀ ∈ − − = =

+ − −− −
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   ومنه 
21 1

1 1 1
lim lim

3 42 3x x

x

xx x→− →−

+
= = −

−− −
  

 نحدد *
2

21

2
lim

2 3x

x x

x x→

+ −

+ −
 نحصل على الشكل الغير المحدد x بتعويض 

0

0
  

2   ومنه الحدوديتان   2x x+ 22 و − 3x x+ 1x تقبلان القسمة على − −  

( )( )
( )( )

2

21 1 1

1 22 2 3
lim lim lim

1 2 3 2 3 52 3x x x

x xx x x

x x xx x→ → →

− ++ − +
= = =

− + ++ −
  

 نحدد *
2 3

0

1 1
lim
x x x+→

 − 
 

  

 لدينا 
2 3

0 0

1 1
lim ; lim
x xx x+ +→ →

= +∞ = )نحصل على الشكل الغير المحدد  و منه ∞+ )+∞ −∞  

 
2 3 2

0 0

1 1 1 1
lim lim 1
x x xx x x+ +→ →

   − = −     
  وحيث 

2
0 0

1 1
lim ; lim 1
x x xx+ +→ →

 = +∞ − = −∞ 
 

  

 فان 
2 3

0

1 1
lim
x x x+→

 − = −∞ 
 

  

نحدد *
2

1

3 2
lim

3 2x

x

x x−→

−

− +
  

2لدينا 

1 1
lim 3 2 1 lim 3 2 0
x x

x x x
→ →

− = − + =  

+∞            2             1                −∞ x  

       +        0    -       0+           2 3 2x x− + 

2ومنه 

1
lim 3 2 0
x

x x
−

−

→
− +  إذن                              =

2
1

3 2
lim

3 2x

x

x x−→

−
= −∞

− +
 

   نهايات الدوال اللاجدرية– 6

  خاصية    

] دالة عددية  معرفة على مجال من شكل f  لتكن  [;a +∞  

)إذا آانت  )lim
x a

f x l
→

0l و  = )فان    ≤ )lim
x a

f x l
→

=  

)إذا آانت  )lim
x a

f x
→

= 0l و  ∞+ )فان    ≤ )lim
x a

f x
→

= +∞  

  : ملحوظة 

   على اليسارa على اليمين أو a أو الى ∞− أو الى ∞+ يؤول الى x   الخاصية تبقى صحيحة اذا آان 

  :ثلة أم

 لنحسب      
2

lim 1 4
x

x
→−

−  

لدينا 
2

lim 1 4 9
x

x
→−

−  ومنه =
2

lim 1 4 9 3
x

x
→−

− = =  

2lim حسبلن      3 5 4
x

x x
→−∞

− +  

2لدينا  2lim 3 5 4 lim 3
x x

x x x
→−∞ →−∞

− + = = 2lim ومنه ∞+ 3 5 4
x

x x
→−∞

− + = ∞  

 لنحسب     
0

1
lim 1
x x−→

−  

لدينا 
0

1
lim 1
x x−→

− =   و منه ∞+
0

1
lim 1
x x−→

− = +∞  
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  النهايات والترتيب - 7

          f و g و h عددية  و  دوال ] [ { }0 0 0;I x x xα α= − +   ضمن حيز تعريف هذه الدوال −

) , Iمنxإذا آان لكل        *   ) ( )f x l u x− ) و آان ≥ )
0

lim 0
x x

u x
→

) فان = )
0

lim
x x

f x l
→

=  

)إذا آان        *   ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f x g x l
→ →

= f وآان = h g≥ ) فان I على ≤ )
0

lim
x x

h x l
→

=  

) , Iمنxإذا آان   لكل        *   ) ( )f x u x≥ و آان ( )
0

lim
x x

u x
→

= ) فان ∞+ )
0

lim
x x

f x
→

= +∞      

) , Iمنxإذا آان   لكل        *   ) ( )f x u x≤ و آان ( )
0

lim
x x

u x
→

= ) فان ∞− )
0

lim
x x

f x
→

= −∞      

       ملاحظة

   على اليسار0x على اليمين أو عند 0x أو عند ∞− أو عند ∞+الخاصيات السابقة تبقى صالحة عند 

   بالمجموعة المناسبةIعويض  مع ت

  أمثلة

lim نحسب *    sin
x

x x
→+∞

+  

2sinx    لدينا الدالة  x→ لا تقبل نهاية   

1    ونعلم   أن  sin 1x x∀ ∈ − ≤ 1   ومنه ≥ sin 1x x x x− ≤ + ≤ +  

lim    و حيث  1
x

x
→+∞

− = lim فان ∞+ sin
x

x x
→+∞

+ = +∞  

 أن نبين*   
2

2

2 sin
lim 2

1x

x x

x→+∞

+
=

+
  

      لدينا   
2

2 2

2 sin sin 2
2

1 1

x x x

x x

+ −
− =

+ +
  

       sin 2 sin 2x− ≤ sin   وحيث أن + 1x sin  فان ≥ 2 3− ≤  

  

   ومنه 
2 2

sin 2 3

1 1

x

x x

−
≤

+ +
  أي  

2

2 2

2 sin 3
2

1 1

x x

x x

+
− ≤

+ ��
  

   و حيث 
2

3
lim 0

1x x→+∞
=

��
  فان 

2

2

2 sin
lim 2

1x

x x

x→+∞

+
=

��
  

 مثلثيةنهايات  - 8

  خاصية/ أ

  a لكل عدد حقيقي       

   lim sin sin
x a

x a
→

lim    و    = cos cos
x a

x a
→

=  

 حيث a  لكل عدد حقيقي 
2

a k
π π≠ k   و + ∈  

    lim tan tan
x a

x a
→

=  

  أمثلة 

4

2
lim sin sin

4 2x

x
π

π

→−

 = − = − 
 

   
0

lim cos cos0 1
x

x
→

= �   

lim tan tan 0
x

x
π

π
�o

�  �    

;نقبل/ ب sin tan
2 2

x x x x
π π− ∀ ∈ ≤ ≤  
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نحدد ل 
0

sin
lim
x

x

x→
  

; لدينا  sin tan
2 2

x x x x
π π− ∀ ∈ ≤ ≤  

 ومنه 
1 1 1

tan sinx x x
≤ 0x  حيث ≥ ≠  

 وبالتالي 
sin sin sin

tan sin

x x x

x x x
≤     أي أن ≥

sin
cos 1

x
x

x
≤ ≤  

  و حيث أن 
0

lim cos 1
x

x
→

sin و x و   = x فان  0 لهما نفس الإشارة بجوار
0

sin
lim 1
x

x

x→
=  

 لنحدد *
20

1 cos
lim
x

x

x→

−
  

        

2
2

2 20 0

0

2sin sin
1 cos 12 2lim lim lim

2

2

x x

x

x x

x

xx x→ →
→

 
 −

= = × 
 
 

  

      نضع 
2

x
X   ومنه =

2
2

2 20 0

0

2sin
1 cos 1 sin 12lim lim lim

2 2x x

X

x

x X

Xx x→ →
→

−  = = × = 
 

  

  لنحدد  *
0

tan
lim
x

x

x→
  

      لدينا   
0 0

tan sin 1 1
lim lim 1 1

cos 1x x

x x

x x x→ →
= × = × =  

   خاصية 

0

sin
lim 1
x

x

x→
             و =

0

tan
lim 1
x

x

x→
           و      =

20

1 cos 1
lim

2x

x

x→

−
=  

  نتيجة 

0

sin
lim 1
x

ax

ax→
            و             =

0

tan
lim 1
x

ax

ax→
=  

  تمرين    

  حدد       
0

2

sin 3 cos 2
lim ; lim

3 1 sinx
x

x x

x xπ→ → +
  ،  

0

sin 3
lim

4x

x

x→
        

2

20

sin
lim

3x

x

x→
   ،    

0

sin
lim

sin 3x

x

x→
    ،    

0

tan 3
lim

sin 2x

x

x→
،          

0

1 cos 2
lim
x

x

x→

−
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��و�ا رد

ت	
	���ا س

 

النهايات

  

+∞

−∞


	�� �دا�� ��د �� � ��	�

 أو ��د  

� 


�ن �f

دا�� �دد�� ��ر�� ��� ��ل  

,

a

 

��aث 

 .

 

)إذا �ن  )f x  ؤول  ∞+�ؤول إ��� 
ب  ∞+إ��  ��xد��� �� �( )lim
x

f x
→+∞

= +∞  

    

 : ���
#�)س ا�طر�%� ����ك ا�
�#�ر �ن ا���ت ا�

( )lim
x

f x
→+∞

= )و  ∞− )lim
x

f x
→−∞

= )و  ∞+ )lim
x

f x
→−∞

= −∞
  

  

•

 lim

x
x

→+∞

  

• 

2

lim
x

x
→+∞

= +∞

  

• 

3

lim
x

x
→+∞

= +∞

  

• lim
x

x
→+∞

= +∞

  

•

 lim

x
x

→−∞

  

• 

2

lim
x

x
→−∞

= +∞

  

• 

3

lim
x

x
→−∞

= −∞

  

  

  

∗�ن  ��nل  •
ℕ  : �limد�� n

x
x

→+∞
= limو    ∞+ n

x

nزو��
x

دي������n→−∞





=

−∞
  

  


	�� �دا�� ��د ∞+�� ��	�

 

أو ��د ∞−

 


�ن  ��

f

دا�� �دد�� ��ر�� ��� ��ل  

,

a

 

��aث 

 

�ددا �%�%�. lو ���ن 

 

)إذا �ن  )f x  ؤول إ�� ا��دد�l  ؤول� 
ب  ∞+إ��  ��xد��� �� �( )lim
x

f x l
→+∞

=.  


�ن  ��

f

[دا�� �دد�� ��ر�� ��� ��ل   ],b−∞  ث��b ∈ℝ  و ���نl ′ .�ددا �%�%�

 

)إذا �ن  )f x  ؤول إ�� ا��دد�l 
ب  ∞−إ��  ��xد� �ؤول  ′�� �� �( )lim
x

f x l
→−∞

′=..  

  

• 
1

x→+∞  

• 
1

x→−∞  

• 
1

n

x
n

∗

→+∞

ℕ  

• 
1

n

x
n

∗

→−∞

ℕ  

  


�ن �

 

دا�� �دد��  و 

 

.  �ددا �%�%�

إذا ��ت  �

f

  ��
%#ل �	l  )�+∞  )� و��دة. ∞−( أو ��) � ن ھذه ا��	

 

� 

( )

lim
x

f x l
→+∞

=  /���( )( )lim 0
x

f x l
→+∞

− =

 

� 

( )

lim
x

f x l
→−∞

=  /���

x

f x l
→−∞

  

  

  

  

  

www.adirassa.com



 

��و�ا رد

ت	
	���ا س

 

ت ا���
	��  و ا�0��
	�� �دا�� �( �%ط�  �ا��	

 


�ن �

f

��ر�� ��� ��ل ��� ا��1ل  �fدد�ن �%�%��ن #��ث  lو aدا�� �دد��  و  

,

a aα α− ��αث  + +

∗∈

 

أو ��� 

[���و�� ��� ا��1ل  [ { },a a aα α− + −   

)إذا �ن  )f x  ؤول إ�� ا��دد�l  ؤول� 
ب  aإ�� ا��دد  ��xد��� �� � ،( )lim
x a

f x l
→

=  

  


�ن �

 

دا�� �دد��  و 

 و 

  .�دد�ن �%�%��ن

إذا ��ت 

 

 ��
%#ل �	

 )�  

، � ن ھذه ا��	�� و��دة.

  

  

•

 0

lim 0
x

x
→

  

• 

2

0
lim 0
x

x
→

=

  

• 

3

0
lim 0
x

x
→

=

  

• 

0

lim 0
n

x
x

→
�ن  ��nل  =

∗

  

  


�ن �

 

دا�� �دد��  و 

 

.   �ددا �%�%�

)إذا �ن  )f x  ؤول  ∞+�ؤول إ��� 
ب  aإ��  ��xد��� �� � ،( )lim
x a

f x
→

= +∞ .

  

  

�� ��� ا����ن و ا��	�� ��� ا��3ر �دا�� �( �%ط�	�

 ا�


�ن �

 

دا�� �دد��  و 

 و 

  �دد�ن �%�%��ن.

� 

إذا �ن 

( )f x  ؤول إ���l  ؤول� 
ب  aإ��  ��xد��� )��� ا����ن � �� )lim
x a
x a

f x l
→
>

)أو   = )lim
x a

f x l
+→

=

 

� 

إذا �ن 

( )f x  وا�( إ��   ∞+�ؤول إ��

ب  aإ�� x) ��د� �ؤول  ∞−( ��� ا��� ��� ا����ن � ��

( )lim
x a
x a

f x
→
>

= )أو  ∞+ )lim
x a

f x
+→

= )( ��� ا�
وا�(  ∞+ )lim
x a
x a

f x
→
>

= )أو  ∞− )lim
x a

f x
+→

= −∞ (

 

� 

3ر �دا�� �( �)ط�.�� ��� ��  ��رف #�)س ا�طر�%� ا��	

  

• 
0

0

1
lim
x
x

x→
>

  

• 
0

0

1
lim
x
x

x→
<

  

• 
0

0

1
lim
x
x

x→
>

  

• 
0

0

1
;lim

nx
x

n
x

∗

→
>

∈ = +∞ℕ

  

•

 

إذا �ن  

 

زو�� ��ر ���دم ،� ن :

 

0

0

1
lim

nx
x

x→
<

= +∞

  

• 
0

0

lim 0
x
x

x
→
>

=

  

  •

 

إذا �ن 

 

�رد� �7ر ���دم ، � ن : 

 

0

0

1
lim

nx
x

x→
<

= −∞

  

  

  


�ن �

 

  دا�� �دد�� .

( )lim
x a

→ 

  /���( ) ( )lim lim
x a x a
x a x a

f x f x l
→ →
> <

= =
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��و�ا رد

ت	
	���ا س

 

 

ت� ا�����ت ��� ا��	

  

−∞

    

lim


�ل 	�ر 
  ��دد

lim

    

  llll  

lim

  

0

            

lim


�ل 	�ر 
  ��دد

        lim

  

    llim  

0

    

1

  

1

lim

  

    llll    

0

                  llim

+∞


�ل 

�ر 	
  ��دد

          

'

  

lim

  

�� دا�� �دود�� 	�

�� دا�� �ذر�� –	� 

• 


�ن �

P  وQ  ن و�
دا�
�ن �دود�
0

x . �ددا �%�%�

 

� 

0

0
lim
x x

P x P x
→

  

� 

( )

(

( )

0

0

0

lim
x x

P xP x

Q x Q x→
=  ��� )�( )0

0Q x ≠  

 ا�8#ر در�� ، � ن :  Qو  Pھ� ��� ا�
وا�( �د�
(  mbxو  naxو إذا ��ت  •

� 

lim lim

n

x x
P x ax

→+∞ →+∞
=  � 

lim lim

n

x x
P x ax

→−∞ →−∞
=  

� 

( )

lim lim

n

mx x

P x ax

Q x bx→+∞ →+∞
=  � 

( )

lim lim

n

mx x

P x ax

Q x bx→−∞ →−∞
=  
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��و�ا رد

ت	
	���ا س

 

�� ا�دوال ا��0ذر��	�

 


�ن �

f

دا�� �دد�� ��ر�� ��� ��ل  

,

a #��ث :  ∞+

, ; 0

x a f x∀ ∈ +∞ ≥  

• 

إذا �ن 

( )lim
x

f x l
→+∞

0lو  = )� ن :  ≤ )lim
x

f x l
→+∞

=

 

• 

إذا �ن 

( )lim
x

f x
→+∞

= )� ن :  ∞+ )lim
x

f x
→+∞

= +∞

  

x  أو إ��  ∞−�ؤول إ��a  أو إ��a  ن أو إ����ا�� ���a ر9��� إذا �ن   ��� ا��3 �%#
 ��9ھذه ا�:
  

ت ا�دوال ا��;�;���	�

 

  

� 
0

sin

x

x

→  

� 
2

0

limx

x

→  

� 
0

n

x

ta x

→  

  

∗�ن  ��aل  �
ℝ  :

0

sin
lim
x

ax
a

→

= 

  

�ن  ��aل  �

 

�limsinد��� :  sin
x a

x a
→

  

� 
0

limsin 0
x

x
→

و  

0
lim tan 0
x

x
→

�ن  ��aل  �

 

�limcosد��� :  cos
x a

x a
→

� 
0

limcos 1
x

x
(��ل  �→

2

≠ +

k��ث   ∈ℤ  (lim tan tan
x a

x a
→

=

  

  

ت و ا�
ر
�ب �ا��	

 

� �ن ا��وع  ���Iن ��

,

a

و  

l  ن�
  . Iدوال �دد�� ��ر�� ��� ا���ل  vو  uو �fددا �%�%� و �

 إذا �ن : )1
( ) ( ) ( )

( )

;

lim
x

x I u x f x

u x
→+∞

∀ ∈ ≤
 = +∞

)� ن :   )lim
x

f x
→+∞

= +∞ 

 إذا �ن : )2
( ) ( ) ( )

( )
;

lim
x

x I u x f x

u x
→+∞

∀ ∈ ≥
 = −∞

)� ن :   )lim
x

f x
→+∞

= −∞ 

 إذا �ن : )3
( ) ( ) ( )

( )

;

lim 0
x

x I f x l u x

u x
→+∞

 ∀ ∈ − ≤


=

)� ن :   )lim
x

f x l
→+∞

= 

 إذا �ن : )4
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
;

lim lim
x x

x I u x f x v x

u x v x l
→+∞ →+∞

∀ ∈ ≤ ≤
 = =

)� ن :    )lim
x

f x l
→+∞

  ( �#رھ�� ا�درك )   =

x  أو إ��  ∞−�ؤول إ��a  أو إ��a  ن أو إ����ا�� ���a ر��� ا��3


#%=	ذه  

 �99��� إذا �ن  تا�: �%#
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 الدوران
I-تعريف الدوران   

 1- تعريف 

 هو التطبيق α و زاويته O عددا حقيقيا الدوران الذي مرآزه α و P نقطة من المستوى الموجه O لتكن 

  : بحيثM' بنقطة Mالذي يربط آل نقطة   P نحوPمن

                           - 'M O= اذا آانت M O=  

                             - ( ) [ ]
'

; ' 2

OM OM

OM OM α π

=
 ≡

Mن  اذا آا O≠ 

) بالرمز α و زاويته O نرمز للدوران الذي مرآزه - * );r O α أو بالرمز  r  

) نكتبrان بالدورM تسمى صورة M' النقطة - * ) 'r M M=   

   M' إلى M يحولrنقول آذلك أن الدوران      

  مثال   

  و زاويته O الدوران الذي مرآزه r ثلاث نقط و B وA و O  لتكن 
6

π
   

  r على التوالي بالدوران B وA صورتي B' وA'  أنشئ

  الجواب  

  
   استنتاجات– 2 

  المثلث المتساوي الساقين)   أ

   - ABC مثلث متساوي الساقين رأسه Aمرآزه   يعني أن الدوران الذيA و زاويته ( );AB ACيحول B       

  Cإلى       

)   بحيث A مثلث متساوي الساقين وقائم الزاوية فيABCإذا آان  - ) [ ]; 2
2

AB AC
π π≡ فان الدوران 

 و زاويته Aالذي مرآزه  
2

π
  C إلى B يحول 

) مثلث متساوي الأضلاع   بحيث ABC إذا آان -    ) [ ]; 2
3

AB AC
π π≡الدوران الذي مرآزه  فان A و      

زاويته       
3

π
  C إلى B يحول 

  الدوران الذي زاويته منعدمة) ب 

)     ليكن  );r O αدورانا   

] إذا آان -    ]0 2α π≡ فان ( )r M M= في هذه الحالة    r  هو التطبيق المتطابق في المستوى   

    جميع نقط المستوى صامدة      

] إذا آان -     ]0 2α π≡/ فان النقطة الوحيد الصامدة بالدوران r هي مرآزه O  
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 ج) الدوران الذي زاويته مستقيمية
     ( ); Or O Sπ   O التماثل المرآزي الذي مرآزه OS حيث =

  

  

  

   الدوران العكسي-3 

)       ليكن  );r O αدورانا   

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

'

'
; ' 2

'

'
'; 2

OM OM

r M M
OM OM

OM OM

r M M
OM OM

α π

α π

== ⇔  ≡
== ⇔  ≡ −

  

( ) ( ) ( )' ' ' / ' ;r M M r M M r r O α= ⇔ = = −  

)  الدوران  );r O α− يسم الدوران العكسي للدوران ( );r O α 1 نرمز له بالرمز
r
−

  

( )
( )

( )
( )

1

1

' 'r M M r M M

r O Or O O

−

−

 =  = ⇔  == 
  

   تطبيق تقابلي في المستوىr           الدوران 

   خاصية

)آل دوران  );r O αهو تطبيق تقابلي في المستوى   

)الدوران );r O α−ن العكسي للدوران  يسمى الدورا( );r O αنرمز له بـ   :
1

r
−

  

  ارين تطبيقية تم

   مربعاABCDليكن  -1

  B إلى Dالتوالي ويحولان معا النقطة على  C وA الذي مرآزاهما 2r و 1r  حدد زاويتي الدوارنيين 

) مثلث متساوي الأضلاع   حيث  ABC ليكن -2 ) [ ]; 2
3

CA CB
π π≡  

  C إلى B الذي يحول r حدد مرآز الدوران - أ

  rدد الدوران العكسي للدوران  ح-  ب

II-خاصيات الدوران   

  )الحفاظ على المسافة (  خاصية أساسية-1  

)       ليكن  );r O α دورانا و Aو B نقطتين   

      ( ) ( )' ; 'r B B r A A= =  

  

'     لنقارن  'AB A B=  

  

' و OAB   حسب علاقة الكاشي في المثلثين  'OA Bلدينا :  
2 2 2

2 2 2

2 .cos

' ' ' 2 ' '.cos ' '

AB OA OB OA OB AOB

AB OA OB OA OB A OB

 = + − ⋅  
 = + − ⋅  

  

)    و بما أن  ) ( )' ; 'r B B r A A= ):    فان= ) [ ]
'

; ' 2

OA OA

OA OA α π

=
 ≡

)     و ) [ ]
'

; ' 2

OB OB

OB OB α π

=
 ≡

    

   و لدينا من جهة أخرى
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( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

; ; ' '; ' '; 2

; '; ' 2

; '; ' 2

OAOB OAOA OA OB OB OB

OAOB OA OB

OAOB OA OB

π

α α π

π

≡ + +

≡ + −

≡

  

' ومنه  'AOB A OB   =     

2 و بالتالي  2 2' ' 2 .cosA B OA OB OA OB AOB = + − ⋅    

2 ومنه  2' 'A B AB= اذن ' 'A B AB=  

   خاصية 

   من المستوى نقطتينB وA دورانا و rليكن 

)إذا آان  ) ( )' ; 'r B B r A A= ' فان = 'A B AB=  

   نعبر عن هذا بقولنا الدوران يحافظ على المسافة

  

   تمرين

   مثلثان متساويا الأضلاع NAC  و MAB نقطتين خارج المثلث بحيث N و Mنعتبر .  مثلثا ABC ليكن 

  NB و MC قارن 

-III-نقط الدوران و استقامية ال  

  أ) صورة قطعة
]  لتكن  ]AB قطعة و 'Aو 'B صورتي A و B بدوران r  

]من  نقطة M  لتكن  ]AB و 'M صرتها بالدوران r  

] بين أن -1    ]' ' 'M A B∈  

AM بين اذا آان-2    ABλ=0 حيث 1λ≤ ' فان      ≥ ' ' 'A M A Bλ=  

  الجواب   

'  ومنه rبدوران  Mو  B و Aصور  M'و B' وA'لدينا      'MA M A= و ' 'MB M B= و ' 'AB A B=  

1- [ ]M AB∈ تكافئ MA MB AB+ =  

'                      تكافئ  ' ' ' ' 'M A M B A B+ =   

]                      تكافئ  ]' ' 'M A B∈   

]ليكن  -2 ]0;1λ AM  و ∋ ABλ=    

]ومنه  ]M AB∈ و 
AM

AB
λ=  

] و بالتالي  ]' ' 'M A B∈ و 
' '

' '

A M

A B
λ=   

' إذن  ' ' 'A M A Bλ=  

   خاصية

]  لتكن  ]AB قطعة و 'Aو 'B صورتي A و Bبدوران r  

] صورة القطعة  ]AB بالدوران r القطعة  هي[ ]' 'A B  

AMاذا آان ABλ=0 حيث 1λ≤ ' فان      ≥ ' ' 'A M A Bλ= حيث  ( ) 'r M M=  

  ة مستقيمور ص- ب

  r بدورانB و A النقطتين المختلفتين  صورتيB' وA' لتكن 

]بين أن   - أ )( ) [ )' 'r AB A B=  

)بين أن   - ب )( ) ( )' 'r AB A B= 
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  خاصية

  r  على التوالي بدورانB و Aي نقطتين مختلفتين  صورتB' وA'لتكن 

] صورة نصف المستقيم - )AB هو نصف المستقيم [ )' 'A B  

)صورة المستقيم  -  )AB هو المستقيم ( )' 'A B  

AM آانإذا -  ABλ=حيث λ∈      فان ' ' ' 'A M A Bλ= حيث  ( ) 'r M M=  

   المرجح و الدوران-ج

'Aو 'B و 'G صورالنقط A و B و Gبدوران r على التوالي و G مرجح ( );A α و ( );B β  

) مرجح G'بين أن  )';A α و ( )';B β 

 الجــواب  

G مرجح ( );A α و ( );B β ومنه AG AB
β

α β
=

+
  

'ث الدوران يحافظ على معامل استقامية فان       و حي ' ' 'A G A B
β

α β
=

+
  

) مرجح G'      إذن  )';A α و ( )';B β  

  خاصية

'Aو 'B و 'G صورالنقط A و B و Gبدوران rعلى التوالي   

) مرجح Gاذا آان  );A α و ( );B β     فان 'G مرجح ( )';A α و ( )';B β  

   الدوران يحافظ على مرجح نقطتين

   الخاصية تبقى صحيحة لمرجح أآثر من نقطتين:ملاحظة

  نتيجة

 'Aو 'B و 'Iالنقط   صورA و B و Iبدوران rعلى التوالي   

] منتصفI إذا آان  ]AB فان 'Iتصف من[ ]' 'A B  

  الدوران يحافظ على المنتصف

  الحفاظ على معامل الاستقامية) د

         'Aو 'B و 'C و  'D صور أربع نقطA  وB و C و   Dبدورانr على التوالي و λ∈  

CD حيث  ABλ=  

' لنبين أن     ' ' 'C D A Bλ=  

CD حيث Eطةنقال  لنعتبر    AE= و 'E صورة Eبالدوران r  

AE     و منه  ABλ= و بالتالي ' ' ' 'A E A Bλ=افظ على معامل استقامية النقط لان المرجح يح  

   CD AE= تكافئ [ ]AD و [ ]AE لهما نفس المنتصف   

]   و حيث أن الدوران يحافظ على المنتصف فان   ]' 'A D و [ ]' 'A Eتصف لهما نفس المن  

'   ومنه  ' ' 'C D A E=  

'   اذن  ' ' 'C D A Bλ=  

  خاصية 

  ∋λ على التوالي و rبدورانD   و C و B و Aصور أربع نقط D'  و C' و B' وA'لتكن 

CD إذا آان  ABλ= فان ' ' ' 'C D A Bλ=  

  افظ على معامل  استقامية متجهتين نعبر عن هذا بقولنا الدوران  يح

  تمرين

   مربعا ABCDليكن 

   متساوي الأضلاعABE المتساوي الأضلاع و داخله المثلثCBFننشئ خارجه المثلث 

;نعتبر الدورن
3

r r B
π =  

 
) نقطة حيث G و  )r G D=  

  مستقيمية F و E و Dبين أن النقط 
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   الدوران و الزوايا-3

  خاصية أساسية) أ

  .  على   التوالي α زاويته rبدورانB و A صورتي B' وA'   لتكن 

OC نقطة حيث C لتكن  AB=   

)   لتكن  ) 'r C C= ومنه ' ' 'OC A B=  

  

  

  

  

  

  

) و بالتالي  ) ( ) [ ]; ' ; ' ' 2OC OC AB A B π≡  

) وحيث أن ) [ ]; ' 2OC OC α π≡ فان ( ) [ ]; ' ' 2AB A B α π≡  

  خاصية 

  α  دوارانا زاويته rليكن 

) فان  rبالدورانB و A صورتي B' وA'إذا آان ) [ ]; ' ' 2AB A B α π≡  

   نتيجة - ب

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

; ; ' ' ' '; ' ' ' '; 2

; ' '; ' ' 2

ABCD ABAB AB CD CD CD

ABCD AB CD

π

α α π

≡ + +

≡ + −
  

) إذن  ) ( ) [ ]; ' '; ' ' 2AB CD A B C D π≡  

A حيث rبدورانD   و C و B و Aصور أربع نقط D'  و C' و B' وA' لتكن B≠ و C D≠  

    ( ) ( ) [ ]; ' '; ' ' 2AB CD A B C D π≡نعبر عن هذا بقولنا الدوران يحافظ على قيا س الزوايا   

  تمرين

)و A مثلثا متساوي الساقين رأسه ABC  ليكن  )C نعتبر .  دائرة    محيطة بهM نقطة من القوس AB 
  

) و زاويته A الدوران الذي مرآزه rليكن  . Cالذي لا يحتوي   على  );AB AC.  

) نقط مستقيمية حيث C و M' و M  بين أن  ) 'r M M=  

   صورة دائرة بدوران-4

  خاصية

) صورة دائرة  );C RΩ بدوران  r هي دائرة( )';C RΩ حيث  ( ) 'r Ω = Ω  

   تمرين

) مربعا و ABCD ليكن  )C دائرة مارة من A و C . لتكن Q و Rنقطتا تقاطع ( )C مع ( )BC و ( )CD 

  على التوالي 

BQ بين أن  DR=       )  يمكن اعتبار الدورانr الذي مرآزه A و زاويته 
2

π
(  
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 تمارين و حلول
  1تمرين  

) حيث   A مثلثا متساوي الساقين فيABC      في مستوى موجه نعتبر ) [ ]; 2
2

AB AC
π π=   

 و زاويتهA الدوران الذي مرآزه rليكن  . ABC   نقطة داخل المثلث Dو   
2

π
  

  r بالدوران D صورة D'أنشئ  - 1

)بين أن  - 2 ) ( )' ; 'BD CD BD CD⊥ =  

  الحل

 r بالدوران D صورة D'نشئ ن - 1

  

)بين أن ن - 2 ) ( )' ; 'BD CD BD CD⊥ =  

)لدينا  ) [ ]; 2
2

AB AC
π π= و  ABCمثلث متساوي الساقين في A و منه  ( )r B C=     

)و حيث  ) 'r D D= فان 'BD CD=لأن الدوران يحافظ على المسافة   

)لدينا  )r B C=    و( ) 'r D D= و زاوية الدوران هي 
2

π
)  و منه  ) [ ]; ' 2

2
BD CD

π π=  

) إذن ) ( )'BD CD⊥  

 

  2تمرين

) حيث Bوقائم لزاوية في  مثلثا متساوي الساقينABC      في مستوى موجه نعتبر );BA BC  زاوية   

] منتصفOلتكن  .ر مباشرةيغ   ]AC و E و Fنقطتين حيث    
3

4
AE AB= و  

3

4
BF BC=   .  

 و زاويتهO الدوران الذي مرآزه rليكن   
2

π
  

   أنشئ الشكل -1    

  r بالدورانB وA حدد صورتي -2    
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)نضع  -3 ) 'r E E= بين أن 'E F= استنتج طبيعة المثلث OEF  

  الحل

   الشكل - 1    

  

  r بالدورانB وAحدد صورتي ن - 2    

] منتصفO وB و قائم الزاوية في  متساوي الساقينلث مثABC      لدينا  ]AC ومنه ( ) ( )OB AC⊥  

OA      و  OB OC= =  

)     لدينا  ) [ ]; 2
2

OA OB
π π≡ و OA OB=و منه  ( )r A B=  

)لدينا        ) [ ]; 2
2

OB OC
π π≡ و OC OB=و منه  ( )r B C=  

E'بين أن ن - 1 F= ستنتج طبيعة المثلث نOEF  

( ) 'r E E= و ( )r A B= و ( )r B C= و 
3

4
AE AB= ومنه 

3
'

4
BE BC=  

وحيث 
3

4
BF BC= فان  'BF BE= إذن  'E F=  

)ومنه  )r E F= و حيث r زاويته دوران
2

π
  O و قائم الزاوية في  متساوي الساقينلثمث OEF فان 

  3تمرين

) و A مثلثا قائم الزاوية في ABC         في مستوى موجه نعتبر ) [ ]; 2BA BC α ρ≡ و  r الدوران الذي 

  α  و زاويته Bمرآزه 

) حيث F وE  أنشئ -1      ) ( );r A E r C F= =  

) بين أن -2      ) ( )EF BC⊥  

) لتكن -3     ) ( ) { }AC EF I∩ ) و = )r I J= و ( ) ( ) { }AB IJ K∩ =  

   مستقيميةJ وF وE بين أن النقط -        أ

] منتصف E بين أن -        ب ]Ij  

) لتكن  -4      ) ( ) { }AB IJ K∩ =  .   

)  بين أن           )r K C=  

  

  الحل

        

) حيث F وEنشئ ن  -1      ) ( );r A E r C F= =  
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) بين أن -2      ) ( )EF BC⊥ 

)      بما أن       ) ( );r A E r C F= ) و = )r B B= فان  ( ) ( ); ;AB AC EF EB≡  

)               وحيث أن  ) [ ]; 2
2

AB AC
π π≡ فان ( ) [ ]; 2

2
EF EB

π π≡ ومنه ( ) ( )EF EB⊥  

)       لدينا  )r B B= و ( )r A E= ومنه ( ) ( ) [ ]; ; 2BA BE BA BCα π≡ ) و بالتالي ≡ ) ( )BC BE=  

)       إذن  ) ( )EF BC⊥  

   مستقيميةJ وF وEبين أن النقط ن -  أ-3    

) مستقيمية و A و C و I            لدينا  ) ( );r A E r C F= ) و = )r I J=  

   مستقيميةF و E و J      ومنه النقط 

] منتصف Eبين أن ن -        ب ]IJ  

)            لدينا  )r I J= و منه BIJ مثلث متساوي الساقين في الرأس B  

)             وحيث أن  ) ( )IJ EB⊥ لأن ( ) ( )IJ EF=ومنه ( )EBارتفاع في المثلث BIJ  

)              و بالتالي  )EB متوسط للمثلث BIJ إذن E منتصف [ ]IJ  

)  نبين أن  -4      )r K C=  

               ( ) ( ) { }AB IJ K∩ =  

)         لدينا  ) ( ) [ ]; ; 2BK BC BC BFα π≡ )  ومنه ≡ )BC منصف ( )KBF وحيث أن ( ) ( )EF BC⊥  

BF  ومنه Bوي الساقين في الرأس  مثلث متساKBF          فان المثلث  BK=  

)               وحيث  أن  )r C F= فان BC BF=و بالتالي BC BK=  

) لدينا إذن                 ) [ ]; 2BK BC α π≡ و BC BK= ومنه ( )r K C=  
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����������Ô�[R�����,\�

��@4�T]Q����W��B^��[R��'�����C�5���5����ˆ ˆ2O A=�/� 

 

�

www.adirassa.com



(3��'
��>?AB����L�M�6���8�( )C���M  �'������( )C��

��$012���@4( )ABM�6�����	���KL�8�M/� 

�

(4��'(��( )ABC�6�����	���KL�8�$01��A��

'(���I��5����E,�#��BC�/���#���IA IB IC= =��

I�U"����`����L�����	
������( )ABC����BC8���W���/�

(5�(a��'(��r��	
�������M�Ω�/����
��>?( ) 'r A A=���@4�

'A AΩ = Ω��a����"��Ω��+�����!G���b��.I�#��'AA/��

(b ������M�	
���M�V�.(�r�7�����';�$X���c�A���B��J�5�������/

����
��>?( ) 'r A A=��( ) 'r B B=4��	
����@r�.�G���Sd��5����

'AA���'BB�/��

(6������M�������M�V�.(�r��B�I9��c��α�7�����';�$X����A���B�

�����e�� I+�9����J�5�����(II5)�	
�2��';�$X����)�Ω�������A�

� I+�9����f����(II2)��

(7���)�7���.(��&AB CD=��g�=�����M�';�$X���A���B��b?�

C���D9���[(+����)������e�� I+�(II4)/��

(8��M�V�.(�( , )AB CD
���� ����

��g�=�����M�';�$X���A���Bb?��

��C���D�����e�� I+�9���[(+����)�(II5)�/��

(9����)�7���.(�( , ) ( ' ', ' ') 2AB CD A B C D π≡
���� ���� ������ ������

�';�$X���

��g�=�����MA���B��C���D�b?�'A���'B��'C���'D��)��

�����e�� I+�9���[(+��(II6)�/��

(10���)�7���.(�( ) ( )AB CD⊥������������M�';�$X���
2

π
���g�=�

A���B��b?�C���D�����e�� I+�9���[(+����)�(II5)�/��

(11��g�=�����M�';�$X���.(�A�b?�B���9���$01��';�$X���

�78�9��( )OAB���5�;�8���(5�AB����������(����	
��������O�

��������( , )OA OB
���� ����

/��

(12�(a����
��>?�( )ABC��BG��8���G�#������������78�9�����9���
3

π
�

�NOPQ����9�����@4/�

(b��'(��( , )
3

r r O
π

= ����
��>?��( ) 'r A A=��@4�( ')OAA�

�NOPQ����9���/�

(c���)�7���.(�( )IJK��	
�������M�';�$X���NOP)���9���I�

�g�=�J�b?�K�O1��/�

(13���)�7���.(�A���B��C��)���I���9��!�#�������h)�7�����I���9��

� I+�9�����I���9�������(II7d)��)�7����)���&�

���������������������������( , ) 2AB AC o ou π π≡
���� ����

 

 

 

 

�

(14��
��>?�H�( ) ( )M E F∈ ���@4�( ) ( ) ( )r M r E r F∈ ���

(15��'(��( , )r r α= Ω�/������\���M�)��>?( )r M�'��i�)���X���

E��+5M�&�

 (a��H��
��>?�M��9����101����(5�S��78�9���O�������'M�

� I+�9�(II2)��)�7����( ) 'r M M=�/���

(b��H��
��>?M�Sj���Ik��DC����)��+�8�E,�#��( ) 'r M M=�

� I+�9��(II7a ou b)��

(cH��
��>?��AM k AB=
����� ����

Sj��( ) 'r M M=I+�9���� (II.7c)��

(d��H��
��>?M AB∈�Sj������d�l���\��( ) 'r M M=��)�7����

'M������S��m�n���[R����\�N���)�o�#�9��( )r M N=�/��

(e��H��
��>?( ) ( )M E F∈ ��� I+�9��(III.14)/��

(15���)�7����)���M�)��>?J��+�����E,�#��' 'A B��)�7���( )r I J=�

�I�E,�#��AB�/���� I+�9��(II.7b)��

�

�

�

�

�

�

�

�

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

www.adirassa.com



www.adirassa.com



2

                                   ( )
0

0
0

0

( ) ( )
' lim

x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−
   

) نعتبر :مثال  ) 2 2f x x x= +  

  1 و حدد العدد المشتق في 1 قابلة للاشتقاق في f     بين أن 

( )( )2

1 1 1 1

1 3( ) (1) 2 3
lim lim lim lim 3 4

1 1 1x x x x

x xf x f x x
x

x x x→ → → →

− +− + −
= = = + =

− − −
  

) و 1 قابلة للاشتقاق في f إذن   )' 1 4f =  

   الدالة التألفية المماسة  لدالة)  ج

  0x في  قابلة للاشتقاقf      لتكن 

)       لدينا  )
0

0
0

0

( ) ( )
' lim

x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−
)    نضع  )0

0
0

( ) ( )
( ) '

f x f x
x f x

x x
ε

−
= −

−
 ،  

0

lim ( ) 0
x x

xε
→

=  

      

( ) ( )( ) ( )
0

0
0 0 0 0 0

0

( ) ( )
( ) ' ( ) ' ( ) ( ) / lim ( ) 0

x x

f x f x
x f x f x f x x x f x x x x x

x x
ε ε ε

→

−
= − ⇔ = − + + − =

−
  

) لدينا 0x       أي أنه بجوار  )( )0 0 0( ) ' ( )f x f x x x f x− +  

)الدالة       )( )0 0 0' ( )x f x x x f x→ −   0x في النقطة f تسمى الدالة التألفية المماسة لدالة +

   تعريف   

    0xدالة عددية معرفة في مجال مفتوح مرآزه  f  لتكن            

 0x في النقطة fالمماسة لدالة فان الدالة التألفية  0x قابلة للاشتقاق فيfالدالة إذا آانت        

)هي الدالة      )( )0 0 0: ' ( )g x f x x x f x→ − +  

)ر   نعتبتمرين   )f x x=  

  1 في النقطة fالمماسة لدالة حدد الدالة التألفية  )1

 1,001 و 0,99استنتج قيمة مقربة لكل من  )2

-------  
  الجواب

لدينا  /  1
1 1 1

( ) (1) 1 1 1
lim lim lim

1 1 21x x x

f x f x

x x x→ → →

− −
= = =

− − +
  

) هي الدالة     1 في النقطة fالمماسة لدالة ة ومنه الدالة التألفي )1
: 1 1

2
g x x→ − +  

أي 
1 1

:
2 2

g x x→ +  

099لدينا /2 )  ومنه ≈1 ) ( )0,99 0,99 0,99 0,5 099 0,5 ....f g= = × + =  

1,001لدينا  )  ومنه ≈1 ) ( )1,001 1,001 1,001 0,5 1,001 0,5 ....f g= = × + =  

    الاشتقاق على اليسار   - الاشتقاق على اليمين – 2

     تعريف- أ       

]  دالة معرفة على مجال من شكل  fلتكن *         [0 0;x x α+  0 حيثα  

إذا آانت للدالة 0xشتقاق على اليمين في  قابلة للاf       نقول إن 
0

0)()(

xx

xfxf
x

−
  علىl نهاية →−

)و نرمز لها بـ   0x  اليمين في  )'
0df x   .  

)نكتب   0x  على اليمين في fلعدد المشتق ل  يسمى اl     العدد  )
0

0
0

0

( ) ( )
' limd

x x

f x f x
f x

x x+→

−
=

−
     

[  دالة معرفة على مجال من شكل    fلتكن     *   ]0 0;x xα−  0 حيثα  
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ة إذا آانت للدال0x   قابلة للاشتقاق على اليسار في f نقول إن      
0

0)()(

xx

xfxf
x

−
على l نهاية→−

)  نرمز لها ب0xاليسار في  )'
0gf x.      

)نكتب  0x   على اليسار في f  يسمى العدد المشتق لl    العدد   )
0

0
0

0

( ) ( )
' limg

x x

f x f x
f x

x x−→

−
=

−
   

  ملاحظة  

               ( ) 0 0
0

0

( ) ( )
' limd

h

f x h f x
f x

h+→

+ −
)   و = ) 0 0

0
0

( ) ( )
' limg

h

f x h f x
f x

h−→

+ −
=  

   خاصية  –ب  

  قابلة للاشتقاق على اليمين وعلى f إذا وفقط إذا آانت 0x  قابلة للاشتقاق فيf  تكون      
  . والعدد المشتق على اليمين يساوي العدد المشتق على  اليسار 0xاليسار في  

)    نعتبر    تمرين    ) 2f x x x=   0 فيf          أدرس قابلية اشتقاق +

2

0 0 0

( ) (0)
lim lim lim 1 1

0x x x

f x f x x
x

x x+ + +→ → →

− +
= = + =

−
  

) و 0 قابلة للاشتقاق على يمين fاذن  )' 0 1df =  

2

0 0 0

( ) (0)
lim lim lim 1 1

0x x x

f x f x x
x

x x− − −→ → →

− −
= = − =−

−
  

) و 0 قابلة للاشتقاق على يسار fاذن  )' 0 1gf = −  

)  لدينا  ) ( )' '0 0d gf f≠ ومنه f0 قابلة للاشتقاق في  

   

  منحنى دالة معادلة المماس ل– التأويل الهندسي - 4

    المماس-أ 

   منحناهاfC و 0x  قابلة للاشتقاق فيf   لتكن

) نعتبر  )0 0 0; ( )M x f x و ( ); ( )M x f x نقطتين من fC  

  

  
  

  
  

)امل الموجه للمستقيم  المع )0MM هو 
( ) ( )0

0

f x f x

x x

−

−
  

فان) 0x إلى تؤول xأي  ( 0M من Mنلاحظ عندما تقترب 
( ) ( )0

0

f x f x

x x

−

−
) تؤول إلى  )0'f x  

)و بالتالى المستقيم  )0MM 0 يدور حولM أن ينطبق مع المستقيم إلى ( )T ذا المعامل الموجه 

( )0'f x   .  

)المستقيم  )T مماس للمنحنى fC  

)  معادلة  )T هي ( )( ) ( )0 0 0'y f x x x f x= − +  

  خاصية

  منحناهاfC و 0xدالة معرفة على مجال مفتوح مرآزه    f    لتكن

 0x عند النقطة ذات الأفصولfC تؤول هندسيا    بوجود مماس لـ  0x في f قابلية اشتقاق   

)معادلته        )( ) ( )0 0 0'y f x x x f x= − +  
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)   نعتبر :تمرين ) 3f x x=  

  2 و حدد معادلة المماس للمنحنى عند النقطة ذات الأفصول2 في f         أدرس قابلية اشتقاق      

  الجواب 
3 3

2

2 2 2

( ) (2) 2
lim lim lim 2 4 12

2 2x x x

f x f x
x x

x x→ → →

− −
= = + + =

− −
  

) و 2 في  قابلة للاشتقاقfاذن  )' 2 12f =  

)اس هي ومنه معادلة المم )( ) ( )' 2 2 2y f x f= − )  أي + )12 2 8y x= − +  

                                                                            12 16y x= −  

  

   نصف المماس    - ب   

      

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   

  

  
( ) ( )( ) ( )0 0 0

0

: 'dT y f x x x f x

x x

 = − +


≥
              

( ) ( )( ) ( )0 0 0

0

: 'gT y f x x x f x

x x

 = − +


≤
  

  
  

0Mنقطة مزواة   

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

: '

' : '

d

g

T y f x x x f x x x

T y f x x x f x x x

 = − + ≥
 = − + ≤

  

  خاصية

 يقبل fC فان ) 0x أو على اليسار في (   0x  قابلة للاشتقاق على اليمين فيf     إذا آانت 

' معامله الموجه 0xنصف مماس عند النقطة   ذات الافصول  
0( )df x  )أو '

0( )gf x(   
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  خاصية 

  نهاية       إذا آانت
( ) ( )0

0

f x f x
x

x x

−
→

−
   أو على 0x على اليمين في(0xفي  f∞± هي 

  نصف مماس( 0xالنقطة   ذات الافصول   عند  عمودي  مماس يقبلfCفان ) 0xاليسار في 

   ) 0x عند النقطة   ذات الافصول  عمودي

            

               

)نعتبر  تمرين   ) 2 1f x x= )  و − )g x x=  

  دسيا و أول النتائج هن1 على يمين ويسار f          أدرس قابلية اشتقاق 

   و أول النتيجة هندسيا0 على يمين g          أدرس قابلية اشتقاق 

  الجواب

 *

2
2

1 1 1 1

1( ) (1) 1
lim lim lim lim 1 2

1 1 1x x x x

xf x f x
x

x x x+ + + +→ → → →

−− −
= = = + =

− − −
   

) و 1اشتقاق  على يمين قابلة fومنه )' 1 2df =  

2
2

1 1 1 1

1( ) (1) 1
lim lim lim lim 1 2

1 1 1x x x x

xf x f x
x

x x x− − − −→ → → →

−− −
= = = − − =−

− − −
  

) و 1ساراشتقاق  على ي قابلة fومنه )' 1 2gf = −  

)نلاحظ  ) ( )' 1 ' 1d gf f≠ اذن f1 في شتقاق غير قابلة للا  

( )fC معادلته 1 يقبل نصف مماس على يمين ( )2 1y x= −.  

( )fC معادلته 1 يقبل نصف مماس على يسار ( )2 1y x= − −  

 *
0 0 0

( ) (0) 1
lim lim lim

0x x x

g x g x

x x x+ + +→ → →

−
= = =+∞

−
  

)  و 0شتقاق  على يمين غير قابلة للاfومنه )gC 0 يقبل نصف مماس عمودي على يمين  
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  قة الد الـــــة المشت- 5

      ريفا تع-أ    

  1تعريف 
  قابلة للاشتقاق في  آل f إذا آانت I  المفتوح  قابلة للاشتقاق على المجالf            نقول إن 

   .Iنـقطة من 
  2تعريف

]  قابلة للاشتقاق على المجال f   نقول إن         ];a b إذا آانت fعلى  قابلة للاشتقاق ] [;a b و على 

  . b   و على يسار aيمين

[بالمثل نعرف الاشتقاق على  : ملاحظة ];a b و على [ [;a b  

  3تعريف

  Iقابلة للاشتقاق على المجال              لتكن 

) بالعدد Iمن x     الدالة التي تربط آل عنصر         )'f xبـ       تسمى الدالة المشتقة نرمز لها'f .  

  

)   نعتبر :  مثال  ) 2f x x=  

   و نحدد الدالة المشتقةf       ندرس قابلية  اشتقاق 

0x       ليكن  ∈  

      
( ) ( )

0 0

0
0 0

0

lim lim 2
x x x x

f x f x
x x x

x x→ →

−
= + =

−
) و 0x ومنه قابلة لاشتقاق في  )0 0' 2f x x=  

)   و  قابلة للاشقاق في f       اذن  )' 2x f x x∀ ∈ =  

  :    ملاحظة  
   مماس عند آل نقطة I  مفتوح مجالقابلة للاشتقاق على  f       يكون للمنحنى الممثل لدالة 

  المنحنى من هذا   

   المشتقات المتتالية–  المشتقة الثانية-ب  

  I قابلة للاشتقاق مجال fلتكن      

   فان دالتها المشتقة تسمى الدالة المشتقة الثانية Iمجال ال قابلة للاشتقاق f' ا  الدالة إذ      

  f"      و نرمز لها بالرمز  

  
 فان دالتها المشتقة تسمى الدالة المشتقة الثالثة أو Iمجال ال للاشتقاق  قابلةf"      إذا آانت 

)  أو f'"  و نرمز لها بالرمز  3المشتقة من الرتبة  )3
f  

  ......................    و  هكذا 

)بالرمز ∋n*  حيث n    نرمز للدالة المشتقة من الرتبة  )n
f  

  

)     نعتبر :  مثال  ) 2f x x=  

)     رأينا أن   )' 2x f x x∀ ∈        وحيث =
( ) ( )

0

0

0

' '
lim 2
x x

f x f x

x x→

−
=

−
) فان  )'' 2x f x∀ ∈ =  

   الدوال المشتقةعمليات على -6   

λ  و     I  دالتين قابلتين للاشتقاق على مجال g  و f   لتكن -       * } و ∋ }* 1n∈ −  

       f g+ و f g× و fλ  وnfمجال ال دوال قابلة للاشتقاق علىI    

 فان I  لا تنعدم على g       و اذا آانت 
1

g
 و 
f

g
    Iمجال ال  قابلتان للاشتقاق على

                            

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

' ' '

' ' '

' '

x I f g x f x g x

f g x f x g x f x g x

f f xλ λ

∀ ∈ + = +

× = +

=
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         ( ) ( )
( )

'

2

'1 g x
x

g g x

 
= − 

 
     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

'

2

' 'f x g x f x g xf
x

g g x

− 
= 

 
    Ix∈∀بحيثg لا تنعدم  

  Iعلى 

} و I دالة قابلة للاشتقاق على مجال fلتكن   -      * }* 1n∈ −  

                                      ( ) ( ) ( )( ) ( )
' 1

'
nnx I f x n f x f x
−

∀ ∈ =   )نبين ذلك بالترجع(    ×

   

)نبرهن  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' 'f g x f x g x f x g x× = +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0

' lim

lim

lim

h

h

h

f x h g x h f x g x
f g x

h

f x h g x h f x h g x f x h g x f x g x

h

g x h g x f x h f x
f x h g x

h h

→

→

→

+ + −
× =

+ + − + + + −
=

+ − + −
= + +

  

و حيث 
( ) ( ) ( )

0
lim '
h

f x h f x
f x

h→

+ −
 و =

( ) ( ) ( )
0

lim '
h

g x h g x
g x

h→

+ −
) و = ) ( )

0
lim
h

f x h f x
→

+ =  

)فان  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' 'f g x f x g x f x g x× = +  

   الدوال المشتقة لبعض الدوال الاعتيادية- 7  

):      الدالة الثابتة    *  )x f x k∀ ∈ =  

           
( ) ( )

0

0

0

lim 0
x x

f x f x

x x→

−
=

−
)  و  على لة للاشتقاق  قابf   إذن  )' 0x f x∀ ∈ =  

f:الدالة     *  x x→  

        
( ) ( )

0

0

0

lim 1
x x

f x f x

x x→

−
=

−
)  و  على   قابلة للاشتقاقf   إذن )' 1x f x∀ ∈ =  

f:الدالة     *  x ax b→ +  

        
( ) ( )

0

0

0

lim
x x

f x f x
a

x x→

−
=

−
)  و  على   قابلة للاشتقاقf   إذن )'x f x a∀ ∈ =  

*الدالة     *  : nn f x x∈ →  

          fو  على   قابلة للاشتقاق  ( ) ( )1 1' 'n nx f x nx x nx− −∀ ∈ = =  

الدالة     * 
1

:f x
x

→      

        
( ) ( )

0 0

0

2
0 0 0

1 1
lim lim
x x x x

f x f x

x x x x x→ →

− −
= = −

− ×
   * على   قابلة للاشتقاقf   إذن 

)          و  )*

2

1
'x f x

x
∀ ∈ = −  

f:الدالة     *  x x→ لتكن    *
0x +∈  

        
( ) ( ��

0 0

0

0 0 0

1 1
lim lim

2x x x x

f x f x

x x x x x→ →

−
= = −

− +
   

* على   قابلة للاشتقاقf  إذن           
)  و + )* 1

'
2

x f x
x

+∀ ∈ =  

     f  0  في قابلة للاشتقاقغير   
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:الدالة     *  sinf x x→  

        

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

0

0 0 0 0 0

0 00

0 0
0

' sin sin
lim lim lim

sin
2lim 2cos 2 cos

2

x x h h

h

f x f x f x h f x x h x

x x h h

h

x h x
h

→ → →

→

− + − + −
= =

−

= + × × =

     

  إذن

sinx x→و  على   قابلة للاشتقاق  ( )sin' cosx x x∀ ∈ =  

:الدالة     *  cosf x x→  

cosx x→و  على   قابلة للاشتقاق  ( )cos' sinx x x∀ ∈ = −  

:الدالة     * tanf x x→  

     
sin

/ tan
2 cos

x
x k k x

x

π π ∀ ∈ − + ∈ = 
 

  

    
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2 2

2 2 2

sin ' cos sin cos ' cos sin 1
/ tan'

2 coscos cos

x x x x x x
x k k x

xx x

π π
− + ∀ ∈ − + ∈ = = = 

 
  

/2 إذن     tan' 1 tan
2

x k k x x
π π ∀ ∈ − + ∈ = + 
 

  

  

tanx x→في آل نقطة من   قابلة للاشتقاق /
2

k k
π π − + ∈ 
 

   

/2 و        tan' 1 tan
2

x k k x x
π π ∀ ∈ − + ∈ = + 
 

  

  نتائج

  الدالة الحدودية قابلة للاشتقاق في    *  
  الدالة الجدرية قابلة للاشتقاق في آل نقطة من حيز تعريفها    * 

     أمثلة 

)نعتبر  )
3

2

2 3

2

x x
f x

x x

−
=

+ −
  

 { }1; 2fD = − −  

fالدالة الجدرية  ومنه f قابلة للاشتقاق في آل نقطة من { }1; 2− −  

}و  } ( )
( )( ) ( )( )

( )

2 2 3

2
2

3 3 2 2 1 2 3
1; 2 ' ....

2

x x x x x x
x f x

x x

− + − − + −
∀ ∈ − − = =

+ −
  

)مشتقة  - 8 )f ax b+ - مشتقة f  

  مبرهنة 

xدالة التألفية ال بI صورة المجال J    ليكن المجال   ax b→ +  

) فان J على قابلة للاشتقاقfإذا آانت    ):g x f ax b→  و I قابلة للاشتقاق على+

( ) ( )' 'x I g x af ax b∀ ∈ = +  

)نعتبر : مثال ) sin 5
3

f x x
π = − 

 
  

  f و  قابلة للاشتقاق على ( )' 5cos 5
3

x f x x
π ∀ ∈ = − 

 
  

   خاصية
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    I للاشتقاق على مجال ة قابلة موجبة قطعا و    دالfلتكن         

)و   I قابلة للاشتقاق على f     الدالة  ) ( ) ( )
( )

'
'

2

f x
x I f x

f x
∀ ∈ =  

   

)نعتبر : مثال ) 2f x x x= − +  

          [ ]0;1fD =  

  2x x x→ − [ للاشتقاق على مجال ة قابلة موجبة قطعا و    دال+ [0;1    

] قابلة للاشتقاق على f   إذن  [ و 1;0[ [ ( )
2

2 1
0;1 '

2

x
x f x

x x

− +
∀ ∈ =

− +
  

  

  جدول مشتقات بعض الدوال 

 'fD ( )'f x
 

( )xf 

 0 a 

 1 x 

*
 2

1

x
−

 

1

x 

 
1nnx −

 { }* 1 nn x∈ −
 

*
 

1nnx −
 

* nn x−∈
 

*
+ 

1

2 x 
x 

 sin x− cos x 

 cos x sin x 

/
2
k k

π π − + ∈ 
  

21 tan x+ tan x 

 ( )sina ax b− +
 

( )cos ax b+
 

 ( )cosa ax b+
 

( )sin ax b+
 

    تمارين
  : و حدد الدالة المشتقة في الحالات التاليةf    أدرس اشتقاق -1     

    *        ( ) 4 25 3 4f x x x= + +  *      ( )
2

5
f x

x
= *      ( ) 3 1

2 2

x
f x

x

−
=

−
 *   ( )

2

2

3x
f x

x x

+
=

−
  

  *        ( ) ( )52f x x x= +  *     ( ) ( )5cosf x x= *        ( ) sin

cos sin

x
f x

x x
=

−
  

 *        
( )
( )

2

3 2

0

0

f x x x x

f x x x x

 = � � � d�°
�fi

�  � ��°�fl

 *                     ( ) 2f x x x x= +  

) نعتبر -2     )
2 3 6

1

x x
f x

x

− +
=

−
  

3yقيم الذي معادلته  يقبل مماسين موازيين للمستf بين أن منحنى -        أ x= −  

  .ن أآتب معادلتي هذين المماسي-   ب    
   تطبيقات الدالة المشتقة- 9

a-قابلية الاشتقاق و المطراف   
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  I∈0x و I دالة معرفة على مجال مفتوح f     لتكن 

  0x و تقبل مطرافا في 0x قابلة للاشتقاق في f نعتبر 

  0x تقبل قيمة قصوى نسبية عند f    لنفترض أن 

) حيث I ضمن 0x مرآزهJومنه يوجد مجال مفتوح      ) ( )0x J f x f x∀ ∈ ≤   

   f 0 قابلة للاشتقاق فيx ومنه  ( ) ( ) ( )0 0 0' ' 'd gf x f x f x= =   

)    أي  ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0
0

0 0

' lim lim
x x x x

f x f x f x f x
f x

x x x x+ −→ →

− −
= =

− −
  

) و حيث  ) ( )0x J f x f x∀ ∈  فان ≥
( ) ( )0

0
0

0
f x f x

x x
x x

−
∀ ≥ ≤

−
و 

( ) ( )0
0

0

0
f x f x

x x
x x

−
∀ ≤ ≥

−
  

) ومنه  ) ( )0 0' 0 ; ' 0d gf x f x≤ )   أي أن ≤ ) ( )0 0' 0 ; ' 0f x f x≤ )   اذن≤ )0' 0f x =  

  ) نتبع نفس الخطوات للحصول على نفس النتائج0x تقبل قيمة دنيا نسبية عند fإذا آانت( 

  مبرهنة

0x  و I دالة معرفة على مجال فتوح fلـتكن  I∈  

) فان 0x و تقبل مطرافا في النقطة 0xلاشتقاق في النقطة  قابلة لfاذا آانت  )0' 0f x =  

   :ملاحظة

  المبرهنة لا تقبل المبرهنة العكسية 

)مثال      ) 3
0 0 ;x f x x= =  

       f 0=0للاشتقاق في    قابلةxو ( )' 0 0f =   

  0 لا تقبل مطرافا عند f        و مع ذلك
  

  
  

  
  
  

  
  

b -الاشتقاق ورتابة دالة   

  مبرهنة

    I قابـلة للاشتــــــقاق على مجال f        لـتكن 

 I  على موجبةf'إذا وفقط اذا آانت الدالة المشتقة    Iعلى ) قطعا( تزايدية fون تك

)أي )' 0x I f x∀ ∈ ≥ ) 'f  على  قطعاموجبة  Iأي ( )' 0x I f x∀ ∈   (  

 I على سالبة f' اذا وفقط  إذا آانت الدالة المشتقة Iعلى ) قطعا( تناقصية f تكون 

)أي )' 0x I f x∀ ∈ ≤ )'fعلى   سالبة قطعاI أي ( )' 0x I f x∀ ∈ ≺(  

) أيI على منعدمة  f'  إذا آانت الدالة المشتقة Iتة  على  ثابf تكون )' 0x I f x∀ ∈ =  

     مثال

) نعتبر  ) 3 6 1f x x x= − +  

��fدرس تغيرات           أ   )ول التغيرات يجب تحديد النهاياتفي جد   ( f و أعط جدول تغيرا 

   ان وجدتf         حدد مطاريف 

---------  
  الجواب

fDمجموعة تعريف      *  =   

 *     ( ) 3 6 1f x x x= − )   ومنه + ) ( ) ( ) ( ) ( ��3 2 2' ' 6 ' 1 ' 3 6 3 2x f x x x x x∀ ∈ = − + = − = −  

)    اشارة  )'f x 2 هي إشارة 2x −  
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+∞      2           2−       −∞  x  

    +      0      -       0+        2 2x −  

;2 موجبة على آل f'ومنه  +∞  و ; 2 −∞ −  2  و سالبة على; 2 −   

;2   تزايدية  على آل fومنه  +∞  و ; 2 −∞ −  2  و تناقصية على; 2 −   

  جدول التغيرات 
  

+∞                2                         2−                      −∞  x  

             +       0               -             0            +  ( )'f x  

+∞                                              10 2 1+  

  

                 4 2 1− +                                                   −∞ 
f  

  2 و دنيا عند −2 تقبل قيمة قصوى عند fمن خلا جدول التغيرات نستنتج أن 

  0x   قابلة للاشتقاق فيf  لتكن ملاحظة  

     f 0 تقبل مطرافا فيx إذا و فقط إذا آانت  'f 0 تنعدم فيxفي مجال مفتوح إشارتهاير  و تتغ 
  0xيحتوي   على 

"2 المعادلة التفاضلية -10 0y yω+ =  

 تؤدي دراسة بعض الظواهر الفيزيائية و البيولوجية و الاقتصادية و غيرها إلى معادلات يكون فيها 

   .  دالةه الذوتحتوي على مشتقة أو مشتقات ه دالة   المجهول 

  ا النوع من المعادلات يسمى المعادلات التفاضليةذه
  تعريف 

   عدد ا حقيقيا غير منعدمω  ليكن 

"2  المعادلة  0y yω+   .تسمى معادلة تفاضلية =

) و تحقق  قابلة للاشتقاق مرتين على f آل دالة  ) ( )2" 0x f x f xω∀ ∈ +   تسمى حلا =

"2للمعادلة  0y yω+ =  

"أمثلة   4 0y y+ "  و = 2 0y y+   و =
3

" 0
2

y y+    معادلات تفاضلية=

  خاصية

   ا حقيقيا غير منعدم عددω  ليكن 

"2 الحل العام للمعادلة  0y yω+ cos المعرفة آما يلي yهو مجموعة الدوال  = sinx x xα ω β ω→ +  

) حيث  ) 2;α β ∈  

  ملاحظة

"2حل المعادلة  0y yω+   حل العام لهذه المعادلةيرجع إلى تحديد ال =

  مثال

"حل المعادلة  4 0y y+ =  

2 لدينا  4ω 2ω  ومنه = 2ω  يمكن أخذ = =    هذا لن يغير مجموعة الحلول−

:الحل العام لهذه المعادلة هو مجموعة الدوال  cos 2 sin 2y x x xα β→ ) حيث + ) 2;α β ∈  

  معادلة تفاضلية خاصة

"حل المعادلة  0y =  

" آان إذا 0y y: دالة ثابتة ومنه الحل العام لهذه المعادلة هو مجموعة الدوال y' فان = x ax b→ + 

)حيث  ) 2;a b ∈  
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م ��������� درس ا�����قا�و�

 

الإشتقاق

  

������ ا���ق دا�� �� ��ط�

�و��ت ھ�د��� –   

f  �� ق����	
 ����a    
  
↔

  

  
  
  
  
↔

  

  
  
  
  
↔

  

  
  
  
  
↔

  

  

(
lim
x a

f x f a
l

x a→

−
= ∈

−

  

( )'l f a=  

  
  
↔

  

  
  
  
↔

  

  
  
  
  
  
↔

  

  
  
  
  
↔

(

f

C  �ط��
ل ����� �� ا��

,

A a f a 

)������ ا
�و��  )'l f a= : ��
  و ���د

(

' .= − +

  

f  �� ق����	
 ����a  ���
  ا
���ن

(
lim
x a
x a

f x f a
l

x a→
>

−

−  

( )'dl f a=  

(

 

ل ����� �� ا
��ط� ��

, 

)������ ا
�و��  )'dl f a= : ��
  و ���د

( ) ( ) ( )' .
d

y f a x a f a= − +  

f  �� ق����	
 ����a  ���
  ا
���ر

(
lim
x a
x a

f x f a
l

x a→
<

−
= ∈

−

  

( )'gl f a=  

(

f

C  �ط��
ل ����� �� ا��

,

A a f a 

)������ ا
�و��  )'gl f a= : ��
  و ���د

( ) ( ) ( )' .gy f a x a f a= − +  

f  �� ق����	
 ����a  � f  �� ق����	
 ����a  ���
 ا
���ن

� f  �� ق����	
 ����a  ���
 ا
���ر

� ( ) ( ) ( )' ' '
d g

f a f a f a= =  

(

f

C  �ط��
ل ����� �� ا��

,

A a f a 

)������ ا
�و��  )'l f a= : ��
  و ���د

(

' .= − +

  

  

  

•  �� ا����� و  �����a ������ق ��  fإذا����f  �� ق������ �����a  ر و��ا�� ���

' '

d g
f a f a≠  ن!�f  ����� "�#

). �� ھ&ه ا�$���   ������aق ��  )f
C  �)�*س -,��+�ن �� ا���- �+. /0�1( )( ),A a f a  �234ن�)-�5-�ھ�� ا� )'

d
f a   

)و  )'gf a  �)�*و ا�( )( ),A a f a 7واة- �)� ���8 

 

•  �)إذا �� )' 0f a )�!ن  = )fC  �� س أ�����- /0�1( )( ),A a f a  

  

(
lim
x a
x a

f x f a

x a→
>

−

−

  ⇐ f  �� ق����	
 ��  a �ر ��

� ا
���ن                       ��  
  

( )fC   �ط��
� �� ا��ل �&ف ���س ��ودي �و�� �"و ا!��

(

,  

(
lim
x a
x a

f x f a

x a→
<

−

−

 ⇐ f  �� ق����	
 ��  a �ر ��

� ا
���ر                       ��  
  

( )fC   �ط��
ل �&ف ���س ��ودي �و�� �"و ا!�'ل �� ا��

(

,  
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م ��������� درس ا�����قا�و�

 

(
lim
x a
x a

f x f a

x a→
>

−

−

 ⇐ f  �� ق����	
 ��  a �ر ��

� ا
���ن                       ��  
  

( )fC   �ط��
ل �&ف ���س ��ودي �و�� �"و ا!�'ل �� ا��

( )( ),A a f a  

(
lim
x a
x a

f x f a

x a→
<

−

−

 ⇐  f  �� ق����	
 ��  a �ر ��

                      ���  ا
���ر
  

( )fC   �ط��
� �� ا��ل �&ف ���س ��ودي �و�� �"و ا!��

( )( ),A a f a  

  

ا�دا�� ا����� �دا�� �دد��

  

�ن �

f

وح  �Iدا�� �دد�� �#ر�� ��! � �ل �

��ق ��! ا�� �ل  ��fول إن �&� �����I ت�����ق �� �ل ��ط� �ن  f، إذا �&� �����I .

  

  

  

�ن �f  دا�� �دد�� �#ر�� ��! � �ل

,

a b .  

��ق ��! ا�� �ل ��fول إن�&� �����[ ],a b ت���وح f، إذا ���ق ��! ا�� �ل ا���&� �����] [,a b �� ق ��! ا����ن��و ����� �&�

a

 

��ق ��! ا����ر �� و ����� �&�b.

  

  

  

�ن �

f

Iدا�� ����� �&���ق ��! � �ل  

fھ� ا�دا��  ا�� �ر�ز ���ر�ز  fا�دا�� ا����� ��دا��  و ا
��ر�� )�� ��� :  ′
( )

:f I

x f x

′ →

′

ℝ

a

  

  

  

  ا�:ا�� ا��;���  ا�:ا��

.f

  

. 'f

  

f g

  

' 'f g

  

f g

  

' 'f g f g

  

1

g
  

2

'g

g
−  

f

g
  

2

' 'f g fg

g

  

g fo  '
'f g f× o  

f

  

'

2

f

f
  

n1

n−

  

 �
ا
���ل ا
دا
� ا
����� ا
دا
x ka  0x a  ℝ

  

*n
x x n ∈

  

1n
x nx

−
a  ℝ
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م ��������� درس ا�����قا�و�

 

*nx x n ∈֏ ℤ {

1

−  
1nx nx −

a  ]

0,

I = أو    ∞+

,0

I = −∞  

*r
x x r ∈֏ ℚ {

1

−  
1rx rx −

a  ]

0,

I = +∞  

x xa  1

2
x

x
a  ]

0,

I = +∞  

1
x

x
a  

2

1
x

x

a

  ]

0,

I = أو    ∞+

,0

I = −∞  

sinx xa  cos

a

ℝ

  

cos

a

sinx x

a

  ℝ

  

tan

a

2

2

1
1 tan

cos
x x

x
+ =a  ℝ /

2
k k

π
π

 
+ ∈ 

 
ℤ  

  

  

� 
� 

. �+�ذر�� ����� �&���ق ��! �ل � �ل ,�ن � �و�� #ر�

�ل دا��  

  

  

  

�

  �إذا ��

' 0

x I f x∀ ∈ �  �f!ن    ≤�� 78Iا�1:1 

�  �)إذا �� )' 0x I f x∀ ∈ �  �f!ن    ≥�� ��.��*8I 

�  �)إذا �� )' 0x I f x∀ ∈ �  �f!ن    <�� 78Iا�5)�  �1:1 

�  �إذا ��

x I f x  

�  �f!ن  �� �5)�  ��.��*8I  

  

�

  �إذا ��

' 0

x I f x∀ ∈ ≥  ��  f'و �����  �f!ن  8I*5:م �� �:د -*�= -� ا�*�> �� 78Iا�5)� �1:1 

�  �)إذا �� )' 0x I f x∀ ∈ ≤  ��  f'و �����  �f!ن  8I*5:م �� �:د -*�= -� ا�*�> �� �5)� ��.��*8I  

  

  

���� –ا�دا�� ا����� ا�-����   ا�����ت ا��

  

�ن �f  ����� ق ��! � �ل دا�����&�I .  

 ����ق ��! ا�� �ل  f'إذا ���ت ا�دا�� ا����&� �����I  !�� ����! ا�دا�� ا����� ا�-���� ��دا��  �I.ن دا�+� ا���f  و�ر�ز ،
�f+� ���ر�ز  ′′ .  

fإذا ���ت  ��ق ��! ا�� �ل  ′′�&� �����I  !�� ����! ا�دا�� ا����� ا�-��-� ( أو ا�دا�� ا����� �ن ا�ر��  �I.ن دا�+� ا���

  (

، و �ر�ز �+� ب 

′′′

)أو   )3

 .  
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م ��������� درس ا�����قا�و�

 

 : ���,��2ا��#�د�� ا�

0y yω+ =′′

  

  

�ن ��

 

  *����� �5ر ��#دم. �ددا

2ا��#�د��  •
0y yω′′ + y*�ث  yذات ا�� +ول  = ′′ .���,��+� ا�-���� ��! �#�د�� ��� 

�ل دا��  •f  !�� ن���ق �ر�&� �����ℝ  و����)و *�ق ا�� ) ( )2
0f x f xω′′ + �ل  =�x  ن�ℝ  د���#��� �* !��

 ���,��2ا�
0y yω′′ + =.  

  

  

�ن ��

 

  �ددا *����� �5ر ��#دم.

 ���,��2ا�*ل ا�#�م ���#�د�� ا�
0y yω′′ + :ا��#ر�� ��� ��� :  yھو � �و�� ا�دوال  = cos siny x x xα ω β ω+a  ث�*

α ∈

و  

β ∈

   

  

�7�8 ���*  :  

إذا ��ن 

0ω =  ���,��0y: *ل ا��#�د�� ا� ′′ ℝ  : ��� ���:yھ� ا�دوال ا��#ر�� ��!  = x ax b+a  ث�*a ∈ℝ  وb ∈ℝ
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المبياني لدالة تمثيل ال  

 

    نقطة انعطاف- - تقعر منحنى دالة - 1

  تعــريف1- 1

    I قابـلة للاشتــــــقاق على مجال f        لـتكن 

)       نقول إن المنحنى  )fC          محدب إذا آان يوجد فوق جميع مماسـاته 

) ن المنحنى      نقول إ )fC مقعر إذا آان يوجد تحت  جميع مماسـاته  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  محدب                                                                         مقعر                    

  

   تعـــريف 2- 1   

ق على قابلة للاشتـــقادالة عددية  f         لتكن 
0xو  I  مفتوح مجال I∈.  

)نقول ان النقطة  )( )0 0;A x f x    نقطة انعطاف

)للمنحنى  )fC اذا تغير تقعر المنحنى ( )fC 

  Aعند 

  

         

             

      

  

  

  

  خـــاصيات 3- 1

          f دالة قابلة الاشتــــــــقاق مرتين على مجال I   

) فانI موجبة علىf"  إذا آانت*        )fC  يكون محدبا علىI 

) فان  Iلى سالبة عf"إذا آانت  *        )fC  يكون مقعرا  علىI  

* وآان يـوجد   I من الــمجال x0 تـنعدم في f"ا آانت ذ  ا*       

+∈α   بحيث إشارة"f  على[ [α+0,0 xx  

[ علىf"مخالـفة  لإشارة              ]00 ,xx α− فان   ( )( )0 0 0;M x f x نقـطة  انعطاف للمنحنى ( )fC  

   ويكون مع ذلك لمبيانها نقطة انعطاف قابلة للاشتقاق مرتينf   قد لا تكون الدالةملاحظــــــــة    

)  تمرين     ) 3 23 1f x x x x= − + )     و + )
2

1 2

2

x
g x

x x

−
=

− −
  

  fC نقطة انعطاف للمنحنى 1 ذات الأفصول A و استنتج أن النقطة fC  أدرس تقعر -1      

  gC و حدد نقط انعطاف المنحنى gC  أدرس تقعر -  2      

  الفروع اللانهـــــائية - 2

    تعريف 1- 2    

  .هائيا يقبل فرعا لانC منحنى دالة إلى اللانهاية فإننا نقول إن C            إذا آلت إحدى إحداثــــيتي نقـطة من 
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 مستقيم مقارب لمنحنى 2- 2    

   المقارب الموازي لمحور الأراتيب-     أ

        تعريف

) إذا آان  )lim
x a

f x
+→

= )   أو ∞± )lim
x a

f x
−→

= x   فان  المستقيم الذي معادلته ∞± a=  مقارب ل  Cf   

      

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

)       مثال ) 2 1

1

x
f x

x

+
=

−
  

)لدينا         )
1

lim
x

f x
+→

= )  و ∞+ )
1

lim
x

f x
−→

= 1x و منه المستقيم ذا المعادلة ∞−    مقارب عمودي للمنحنى=

   المقارب الموازي لمحور الأفاصيل-ب   

        تعريف

)               إذا آان   )lim
x

f x b
→±∞

  .Cf   مقارب ل y =b فان المستقيم  ذا المعادلة  =

         

  

  

  

  

  

  

  

  

)مثال      ) 2 1

1

x
f x

x

+
=

−
  

)لدينا         )lim 2
x

f x
→+∞

)  و = )lim 2
x

f x
→−∞

=   

2yو منه المستقيم ذا المعادلة     مقارب=

   أفقي للمنحنى
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   المقارب المائل-   ج

   تعريف 

limإذا وفقط إذا آان  Cf  مقارب للمنحنى  y =ax + bيكون المستقيم الذي معادلته  ( ( ) ( )) 0
x

f x ax b
→+∞

− + =  

limأو  ( ( ) ( )) 0
x

f x ax b
→−∞

− + =  

   خا صية

    حيث يكونhذا وفقط إذا آانت توجد دالة إ Cf  مقارب للمنحنى  y =ax + bيكون المستقيم الذي معادلته 

( ) ( )f x ax b h x= + )( و + )lim 0
x

h x
→+∞

)أو= )lim 0
x

h x
→−∞

=(  

 مثال  

           ( )
2 3 1

1

x x
f x

x

− +
=

−
  

}       لدينا  } ( ) 1
1 2

1
x f x x

x
∀ ∈ − = − −

−
  

  
1

lim 0
1x x→+∞

−
=

−
2y ومنه المستقيم ذا المعادلة  x=   )∞+بجوار (  مقارب مائل للمنحنى−

  
1

lim 0
1x x→−∞

−
=

−
2y ومنه المستقيم ذا المعادلة  x=   )∞−بجوار (  مقارب مائل للمنحنى−

)في آثير من الأحيان يصعب آتابة على شكل  ) ( )f x ax b h x= + ) حيث + )lim 0
x

h x
→±∞

=  

   تقنية تحديد مقارب مائل  

  

)  لنفترض أن  ) ( )f x ax b h x= + ) و+ )lim 0
x

h x
→+∞

=   

      
( ) ( )1

lim lim
x x

f x b
a h x a

x x x→+∞ →+∞

 = + + = 
 

)  و  )( ) ( )( )lim lim
x x

f x ax b h x b
→+∞ →+∞

− = + =  

) آان إذا    عكسيا  )( ) ( )
lim ; lim
x x

f x
f x ax b a

x→+∞ →+∞

 
− = =  

 
lim  فان  ( ( ) ( )) 0

x
f x ax b

→+∞
− + =  

   

      إذا وفقط إذا آانCf مقارب   لمنحنى y = ax + b           يكون المستقيم ذو المعادلة 

( )( ) ( )
lim ; lim
x x

f x
f x ax b a

x→+∞ →+∞

 
− = = 

 
)     أو     )( ) ( )

lim ; lim
x x

f x
f x ax b a

x→−∞ →−∞

 
− = = 

 
      

   

  

  

     

  

 

 

 

  

  

  

) تمكننا من معرفة وضع   المنحنى( f (x) – (ax + b) ) دراسة إشارة ملاحظة    )fCبالنسبة للمقارب المائل .  

    مثال

         ( ) 24 2f x x x= + −  

 ∞−  ثم بجوار ∞+ المائل  بجوار المقارب       حدد 
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   الاتجاهات المقاربة -3 -2  

  تعاريف   

 إذا آان –     أ 
( ) ( )lim lim

x x

f x
f x

x→±∞ →±∞
= ±∞ = )  نقول إن  ∞± )fC محور فرعا شلجميا في اتجاه    يقبل

  .الأراتيب

 إذا آان -     ب 
( ) ( )lim 0 lim

x x

f x
f x

x→±∞ →±∞
= = )   نقول إن  ∞± )fC    محور يقبل فرعا شلجميا في اتجاه

  الافاصيل 

إذا آان  -   ج   
( ) ( )lim lim

x x

f x
a f x

x→±∞ →±∞
= = lim  و ∞± ( )

x
f x ax

→±∞
− = )نقول إن  ∞± )fC  يقبل فرعا شلجميا

   y= ax المستقيم  ذا المعادلة    في اتجاه

    بصفة عامة  

           إذا    آان    
( ) ( )lim lim

x x

f x
a f x

x→±∞ →±∞
= = ) نقول إن∞± )fC    يقبل المستقيم ذا المعادلة  

         y= axآاتجاه  مقارب .  

   محور تماثل–مرآز ثماثل  - 3 

  محور تماثل 1 -3  

) آان  اذا      )fC يقبل المستقيم الذي معادلته x a= آمحور تماثل   

)فهذا يعنى أن معادلة  )fC  في المعلم ( ); ;i jΩ حيث ( );0aΩ   

)هي على شكل  ) ( )Y f a X Xϕ= +  دالة زوجية و ϕ حيث =
X x a

Y y

= −
 =

  

)ي أن أ ) ( )X D X Xϕ ϕ ϕ∀ ∈ − =  

) أي  ) ( )X D f a X f a Xϕ∀ ∈ − = +  

X بما أن  x a= )  فان − ) ( )2fx D f a x f x∀ ∈ − =  

  

     خاصية     

   إذا وفقط إذا آان  f    محور تماثل لمنحنى دالة x = aيكون المستقيم الذي معادلته ,        في معلم متعامد 

           ( )2 ; (2 ) ( )f fx D a x D f a x f x∀ ∈ − ∈ − =                                          

   مرآز تماثل3-2  

)  اذا آان  )fC يقبل النقطة ( );a bΩ آمرآز تماثل   

)فهذا يعنى أن معادلة  )fC  في المعلم ( ); ;i jΩ   

)هي على شكل )Y b f a X+ = +  

) أي  ) ( )Y f a X b Xϕ= + − =   

 دالة فردية و ϕ  حيث 
X x a

Y y b

= −
 = −

  

)أي أن  ) ( )X D X Xϕ ϕ ϕ∀ ∈ − = −  

) أي  ) ( )X D f a X b f a X bϕ∀ � � � �� ��  � �� �� �   

)أي  ) ( ��2X D f a X b f a Xϕ∀ ∈ − = − +  

X بما أن  x a= )  فان − ) ( )2 2fx D f a x b f x∀ ∈ − = −  

    خاصية 

)تكون النقطة  ,في معلم ما    );a bΩمرآز تماثل لدالة f  إذا وفقط إذا آان    

     ( )2 ; (2 ) 2 ( )f fx D a x D f a x b f x∀ ∈ − ∈ − = −  

     تمرين
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5

          1 (( ) 2 2 3f x x x= − )   بين أن المستقيم + ) : 1D x ) محور تماثل للمنحنى = )fC  

          2 (( )
2 2

1

x
f x

x

−
=

−
)    بين أن النقطة  )1;2Ω مرآز تماثل للمنحنى ( )fC  

  الة الدوريةالد - 4 

        تعريف 1- 4   

   موجب قطعا بحيث   T دالة دورية إذا وجد عدد حقيقي f       نقول أن 

                                      ; ( ) ( )f f fx D x T D x T D f x T f x∀ ∈ + ∈ − ∈ + =  

   fاصغر دور موجب قطعا يسمى دور الدالة .f يسمى دور الدالة T       العدد 

  أمثلة

cosxالدالتان *  x→ و sinx x→ 2 دوريتان و دورهماπ  

tanxالدالة *  x→ دورية دورها π  

cosx الدالتان * ax→ و sinx ax→)   0حيثa دوريتان و دورهما ) ≠
2

a

π
  

tanxالدالة *  ax→ ) 0حيثa دورية دورها ) ≠
a

π
  

  تمرين

cos    حدد دورا للدوال sinx x x→     و −
1

3 cos
4

x x→ tan  و − 3x x→ 2  وcosx x→  

  خاصية 2 -4  

, فان          T دور f               إذا آانت للدالة  ( ) ( )fx D n f x nT f x∀ ∈ ∀ ∈ + =    

  )نبين الخاصية بالاستدلال بالترجع(  

  التمثيل المبياني لدالة دورية 3- 4

) و T دورية دورها f   لتكن  )fC منحناها في مستوى منسوب ال معلم ( ); ;O i j  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

] على fمنحنى الــدالة   [0 0; ( 1)fD x nT x n T∩ + + ]هـو   صورة منحنى الدالة   على+ [TxxDf +∩   بواسطة الإزاحة ,00

nTذات المتجهة i⋅ حيث nعدد صحيح نسـبي .  

 :ملاحظة

] لإنشاء منحنى دالة دورية يكفي إنشائه جزئه على مجال من نوع              [0 0 0,fI D x x T= ∩ +  

             استنتاج المنحنى  باستعمال الإزاحة 
Tni
t  

 أمثلة
cosx  دالة *    x→ 2 دورية ودورهاπ إذن يكفي دراستها على ] ];π π−  

cosx     و حيث أن  x→ زوجية فنقتصر دراستها على [ ]0;π 

[ ] ( )0; cos ' sinx x xπ∀ ∈ = −  

    جدول التغيرات    

π                                          0  x  

                                             1   

1-  

cos x  
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sinx     دالة  x→ 2 دورية ودورهاπ إذن يكفي دراستها على ] ];π π−  

sinx     و حيث أن  x→  فنقتصر دراستها على فردية[ ]0;π 

[ ] ( )0; sin ' cosx x xπ∀ ∈ =  

      

   جدول التغيرات 

π                      
2

π
                   0  

x  

                           1                     

0                                               0  

sin x  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

tanx دالة **     x→ حيز تعريفها/
2

k k
π π − + ∈ 
 

; إذن يكفي دراستها على πدورية ودورها  و 
2 2

π π− 
  

  

tanx     و حيث أن  x→  0زوجية فنقتصر دراستها على فردية;
2

π 
  

  

    

( ) 20; tan ' 1 tan
2

x x x
π ∀ ∈ = +  

  

  

     جدول التغيرات 

 
2

π
                                            0  

x  

+∞                     
                                                0  

tan x  
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 تصميم دراسة دالة
   في غالب الأحيان نتبع الخطوات التاليةf     لدراسة دالة 

  )ردية أو دورية زوجية أو فf آانت إذاخاصة (تحديد مجموعة التعريف ثم تحديد مجموعة الدراسة  •

 دراسة الاتصال و الاشتقاق و تحديد الدالة الاشتقاق و دراسة إشارتها •

 وضع جدول التغيرات •

 دراسة الفروع الانهائية  •

 دراسة التقعر ان آان ذلك ضروريا و تحديد نقط انعطاف إن وجدت •

  إنشاء المنحنى •

  تمرين

   في الحالات التاليةf       أدرس ومثل مبيانيا الدالة 

( ) 1
) : 3

2
a f x x

x
= − +

−
        ( )

2

2
) :

1

x
b f x

x
=

+
           ( ) 1

) : cos cos 2
2

c f x x x= +  

 

 تمارين و حلولها

1  تمرين  

):  الدالة العددية للمتغير الحقيقي المعرفة بـf    نعتبر   ) 1
1

2
f x x

x
= − +

−
  

)    ليكن  )fC منحنى الدالة f في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( ); ;O i j  

  fDحدد ) أ - 1

)حدد ) ب )lim
x

f x
→ +∞

) و  )lim
x

f x
→−∞

  

)حدد ) ج )
2

lim
x

f x
+→

) و  )
2

lim
x

f x
−→

   و أول النتيجتين هندسيا

)بين أن )   أ-2      ) ( )( )
( )2

1 3
'

2
f

x x
x D f x

x

− −
∀ ∈ =

−
  

   و أعط جدول تغيراتهاfأدرس تغيرات )          ب

) حدد معادلة المماس للمنحنى -3      )fC 0 عند النقطة ذات الأفصول  

) بين أن النقطة -4      )2;1A مرآز تماثل للمنحنى ( )fC  

1y  بين أن المستقيم ذا المعادلة -5      x= ) مقارب مائل للمنحنى − )fC و ∞+ بجوار−∞  

) أنشئ -6      )fC  

  الجواب

( ) 1
1

2
f x x

x
= − +

−
  

  fDحدد ن) أ    

                     { }2fD = −  

)حدد ن) ب )lim
x

f x
→ +∞

) و  )lim
x

f x
→−∞

  

( ) 1
lim lim 1

2x x
f x x

x→ +∞ → +∞
= − + = +∞

−
)  و  ) 1

lim lim 1
2x x

f x x
x→ −∞ → −∞

= − + = −∞
−

  

)حدد ) ج )
2

lim
x

f x
+→

) و  )
2

lim
x

f x
−→

   و أول النتيجتين هندسيا

( )
2 2

1
lim lim 1

2x x
f x x

x+ +→ →
= − + = +∞

−
) و  )

2 2

1
lim lim 1

2x x
f x x

x− −→ →
= − + = −∞

−
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2x ومنه المستقيم ذا المعادلة  ) مقارب عمودي للمنحنى = )fC  

)بين أن ن)   أ-2      ) ( )( )
( )2

1 3
'

2
f

x x
x D f x

x

− −
∀ ∈ =

−
  

      { } ( ) 1
2 1

2
x f x x

x
∀ ∈ − = − +

−
  

       f دالة قابلة للاشتقاق في آل نقطة من {   )جذرية دالة fلأن  (−2{

{ } ( )
( )

( )
( )

( )( )
( )

2

2 2 2

2 1 3 11
2 ' 1

2 2 2

x x x
x f x

x x x

− − − −
∀ ∈ − = − = =

− − −
  

   جدول تغيراتهايعطن و fدرس تغيرات ن)          ب

)      إشارة  )'f x هي إشارة ( )( )3 1x x− −  

+∞                 3                            2                        1                 −∞  x  

       +             0           -           -            0+             ( )'f x  

+∞                                         +∞ 
                       

                        3  

                       1-  

  

−∞                                    −∞  

f  

  

)حدد معادلة المماس للمنحنى ن -3      )fC 0 عند النقطة ذات الأفصول  

)معادلة المماس للمنحنى       )fC هي 0 عند النقطة ذات الأفصول ( ) ( )' 0 0y f x f= +  

     أي هي 
3 3

4 2
y x= − −  

)بين أن النقطة ن -4      )2;1A مرآز تماثل للمنحنى ( )fC  

        { } { }2 4 2x x∀ ∈ − − ∈ −      

)        و  ) ( )1 1 1
2 2 1 3 ; 4 3

2 2 2
f x x x f x x

x x x
− = − + − = − + − = − +

− − −
       

)        ومنه  ) ( )4 2f x f x− = )    إذن    − )2;1A مرآز تماثل للمنحنى ( )fC  

1yبين أن المستقيم ذا المعادلة ن  -5      x= ) مقارب مائل للمنحنى − )fC و ∞+ بجوار−∞  

( ) ( ) ( ) ( )1 1
lim 1 lim 0 ; lim 1 lim 0

2 2x x x x
f x x f x x

x x→−∞ →−∞ →+∞ →+∞
− − = = − − = =

− −
  

1yالمستقيم ذا المعادلة        إذن  x= ) مقارب مائل للمنحنى − )fC و ∞+ بجوار−∞  

)نشئ ن -6      )fC  
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 2تمرين

)      للمتغير الحقيقي المعرفة بـ f    نعتبر الدالة العدية      )
2

1 2
1

2

x
f x

x x

−
= +

− −
    

  fD عند محدات f  و حدد نهايات fDحدد  - 1

)  حدد -2      )'f x لكل xمن fD  

  f   أدرس تغيرات -3     

يقبل fC بين أن -   أ-4     
1

;1
2

I
 
 
 

  . آنقطة انعطاف

 بين أن -         ب
1

;1
2

I
 
 
 

  fC مرآز تماثل لـ

  I عند النقطة fC   حدد معادلة المماس لـ-          د

   أدرس الفروع اللانهائية - أ-5     

  fC  أنشئ المنحنى-         ب

 الجواب

                 ( )
2

1 2
1

2

x
f x

x x

−
= +

− −
    

 fD عند محدات fحدد نهايات ن  و fDدد نح - 2

 ∋x ليكن 
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2 2 0 1 2fx D x x x et x∈ ⇔ − − ≠ ⇔ ≠ − ≠  

[      إذن  [ ] [ ] [; 1 1;1 1;fD = −∞ − ∪ − ∪ +∞  

  

     ( )
2

1 2
lim lim 1 1

2x x

x
f x

x x±∞ ±∞

−
= + =

− −
 لأن 

2 2

1 2 2 2
lim lim lim 0

2x x x

x x

xx x x±∞ ±∞ ±∞

− − −
= = =

− −
  

2 لدينا 

2 2
lim 1 2 3 lim 2 0
x x

x x x− = − − − =  

+∞              2                          1 -                      −∞  x  

               +   0             -            0+               ( )f x  

  

)  ومنه  )
2

2 2

1 2
lim lim 1

2x x

x
f x

x x+ +

−
= + = −∞

− −
) و  )

2
2 2

1 2
lim lim 1

2x x

x
f x

x x− −

−
= + = +∞

− −
  

2 لدينا 

1 1
lim 1 2 3 lim 2 0
x x

x x x
− −

− = − − =  

)  ومنه  )
2

1 1

1 2
lim lim 1

2x x

x
f x

x x+ +− −

−
= + = −∞

− −
) و  )

2
1 1

1 2
lim lim 1

2x x

x
f x

x x− −− −

−
= + = +∞

− −
  

)حدد ن  -2      )'f x لكل xمن fD  

        

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )( )

( )

2 2

2
2

2

2
2

1 2 ' 2 2 ' 1 2
'

2

2 2 2 1 1 2
'

2

x x x x x x
f x

x x

x x x x
f x

x x

− − − − − − −
=

− −

− − − − − −
=

− −

  

                  

( )
( )

( )
( )

2 2

2
2

2

2
2

2 2 4 4 4 1
'

2

2 2 5
'

2

x x x x
f x

x x

x x
f x

x x

− + + + − +
=

− −

− +
=

− −

  

  fدرس تغيرات ن   -3     

            ( )
( )

2

2
2

2 2 5
'

2
f

x x
x D f x

x x

− +
∀ ∈ =

− −
  

)        إشارة  )'f x هي إشارة 
22 2 5x x− +  

            4 40 36∆ = − = −  

22           اذن  2 5 0x x x∀ ∈ − +  

  f            جدول  التغيرات 

+∞                               2                                1-                             −∞  x  

+                                  +                                +                   ( )'f x  

1                                      +∞                            +∞  

                              −∞                            −∞                                    1   
f  

  

يقبل fCبين أن ن -   أ-4     
1

;1
2

I
 
 
 

  . آنقطة انعطاف
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              ( )
( )( )
( )

2

3
2

2 2 1 7
''

2
f

x x x
x D f x

x x

− − − +
∀ ∈ =

− −
  

     ( )"f x تنعدم في 
1

2
يقبل fC مع تغيير الإشارة إذن  

1
;1

2
I
 
 
 

   آنقطة انعطاف

بين أن ن -         ب
1

;1
2

I
 
 
 

  fC مرآز تماثل لـ

          1f fx D x D∀ ∈ − ∈  

( ) ( )
( ) ( )

( )

2 2

2 2

1 2 1 1 2
1 1 1

21 1 2

1 2 1 2
2 2 1 1

2 2

x x
f x

x xx x

x x
f x

x x x x

− − −
− = + = −

− −− − − −

− −
− = − − = −

− − − −

  

  

)  إذن  ) ( )1 2f x f x− =  ومنه −
1

;1
2

I
 
 
 

  fC مرآز تماثل لـ

  I عند النقطة fCحدد معادلة المماس لـن   -          د

  هي I عند النقطة fCمعادلة المماس لـ           
1 1

' 1
2 2

y f x
  = − +  
  

  

        أي 
8 1

1
9 2

y x
 = − + 
 

  ومنه 
8 5

9 9
y x= +  

  رس الفروع اللانهائية ند - أ-5     

)          لدينا  )lim 1
x

f x
±∞

1yالمستقيم ذا المعادلة  ومنه =   fC مقارب أفقي للمنحنى =

)   لدينا  ومنه  )
2

lim
x

f x
+

= ) و ∞− )
2

lim
x

f x
−

= 2x ومنه المستقيم ذا المعادلة ∞+   fC مقارب عمودي للمنحنى =

)   لدينا   )
1

lim
x

f x
+−

= ) و ∞− )
1

lim
x

f x
−−

= 1x ومنه المستقيم ذا المعادلة ∞+ =   fC مقارب عمودي للمنحنى −

  

  fCنشئ المنحنىن  -  ب
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  3تمرين

)                   للمتغير الحقيقي المعرفة بـ f          نعتبر الدالة العدية      ) 1 cos

1 cos

x
f x

x

+
=

−
    

) و fDحدد - 1 )
0

lim
x

f x
→

 

 رها دالة دورية و حدد دوf بين أن - أ - 2

 f مجموعة دراسةED زوجية استنتج fب تأآد أن 

 ED على  fأدرس تغيرات - 3

 fCأنشئ المنحنى - 4

 الجواب
 

( ) 1 cos

1 cos

x
f x

x

+
=

−
  

) و fDحددن - 5 )
0

lim
x

f x
→

 

  ∋xليكن 

 cos 1 2 /fx D x x k kπ∈ ⇔ ≠ ⇔ ≠ ∈   

}  اذن  }2 /fD k kπ= − ∈ 

  دالة دورية و حدد دورهاfبين أن ن - أ - 6

    { } { } { }2 / 2 2 / 2 2 /x k k x k k x k kπ π π π π∀ ∈ − ∈ + ∈ − ∈ − ∈ − ∈  

      ( ) ( )
( ) ( )

1 cos 2 1 cos
2

1 cos 2 1 cos

x x
f x f x

x x

π
π

+ + +
+ = = =

− + −
 2π  دالة دورية و حدد دورهاf    اذن           

  f مجموعة دراسةEDستنتج ن زوجية fتأآد أن ن - ب

    { } { }2 / 2 /x k k x k kπ π∀ ∈ − ∈ − ∈ − ∈  

    ( ) ( )
( ) ( )

1 cos 1 cos

1 cos 1 cos

x x
f x f x

x x

+ − +
− = = =

− − −
[   ومنه               زوجيةf    إذن  ]0;ED π= 

 ED على  fدرس تغيراتن - 7

      ] ] ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )2 2

sin 1 cos 1 cos sin 2sin
0; '

1 cos 1 cos

x x x x x
x f x

x x
π

− − − + −
∀ ∈ = =

− −
  

        

π                                     0 x  

0                  -  ( )'f x  

+∞ 
0            

( )f x  

 

 fCىأنشئ المنحن - 8
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  4تمرين

):  للمتغير الحقيقي المعرفة بـ الدالة العدديةf    نعتبر   ) 1 cos

sin

x
f x

x

−
=  

)    ليكن  )fC منحنى الدالة fلم متعامد ممنظم  في مستوى منسوب إلى مع( ); ;O i j  

   fDحدد ) أ - 1

   دالة فرديةfبين أن ) ب

  2π دورية دورها fبين أن ) د

) بين) ج )
0

lim 0
x

f x
+→

) ثم حدد = )lim
x

f x
π −→

   مع تأويل النتيجة هندسيا

[بين أن )   أ- 2     [ ( ) 1
0; '

1 cos
x f x

x
π∀ ∈ =

+
  

[ على fأدرس تغيرات )          ب [0;πو أعط جدول تغيراتها   

) تقعرحدد )  أ- 3     )fC   

)أنشئ  ) ب          )fC  

 الجواب

                               ( ) 1 cos

sin

x
f x

x

−
=  

  fDحدد ن) أ - 2

                      { }/fD k kπ= − ∈  

   دالة فرديةfبين أن ن) ب

}لدينا    }/x k kπ∀ ∈ − ∈   :           { }/x k kπ− ∈ − ∈  

( ) ( )
( ) ( )

1 cos 1 cos 1 cos

sin sin sin

x x x
f x f x

x x x

− − − −
− = = = − = = −

− −
  

   دالة فرديةfإذن 

  2π دورية دورها fبين أن ن) د

{ } { }/ 2 /x k k x k kπ π π∀ ∈ − ∈ + ∈ − ∈  

( ) ( )
( ) ( )

1 cos 2 1 cos
2

sin 2 sin

x x
f x f x

x x

π
π

π
− + −

+ = = =
+

  

f 2 دورية دورهاπ  

[ فان مجموعة الدراسة هي  دالة فرديةf و 2π دورية دورها f بما أن :ملاحظة [0;ED π=  

  

) ينبن) ج )
0

lim 0
x

f x
+→

) حددنثم  = )lim
x

f x
π −→

   مع تأويل النتيجة هندسيا

                  ( )
2

0 0 0

1 cos 1

1 cos 2lim lim lim 0 0
sinsin 1x x x

x

x xf x x
xx

x

+ + +→ → →

−
−

= = = × =  

( ) 1 cos
lim lim

sinx x

x
f x

xπ π− −→ →

−
= = xومنه المستقيم ذا المعادلة ∞+ π=مقارب للمنحنى ( )fC   

[بين أن ن)   أ- 2     [ ( ) 1
0; '

1 cos
x f x

x
π∀ ∈ =

+
  

            ] [ ( ) ( )2

2 2

sin 1 cos cos 1 cos 1
0; '

1 cossin 1 cos

x x x x
x f x

xx x
π

− − −
∀ ∈ = = =

+−
  

[ على fدرس تغيرات ن)          ب [0;π جدول تغيراتهايعطن و   
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       ] [ ( )0; ' 0x f xπ∀ [ لأن ∋ [0; 1 cos 0x xπ∀ ∈ +  

[ تزايدية على f       ومنه  [0;π          

π                                                                            0  x  

+∞  
0 

f  

) تقعرحدد ن)  أ- 3     )fC   

[        لدينا  [ ( ) 1
0; '

1 cos
x f x

x
π∀ ∈ =

+
  

       ] [ ( )
( )2

sin
0; ''

1 cos

x
x f x

x
π∀ ∈ =

+
  

π                                                                          0   x  

+  ( )"f x  

  

) إذن  )fC محدب على ] [0;π و حيث f فردية فان ( )fCمقعر على] [;0π−   

) فان2π دورية دورها fوبما أن  )fC محدب على آل مجال من شكل ] [2 ; 2k kπ π π+ و مقعر على  

] [2 ;2k kπ π π− k حيث + ∈   

  

)نشئ ن ) ب          )fC 
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 تمارين للعلوم رياضية
 

 تمارين و حلول
  1تمرين

  للمتغير الحقيقي المعرفة بـ f  نعتبر الدالة العدية

( )

( )

2

2

1 1

1
1

2 1

f x x x x

x
f x x x

x

 = − − ≤


= +
+

  

 -1  و   1 تينأدرس اتصال في النقط)   أ - 1

   و  أول النتائج هندسيا-1و 1 تين في النقطfاشتقاق أدرس ) ب

)أحسب ) أ - 2 )'f x لكل x من ] ) ثم أحسب −1;1] )'f x لكل x من ] [ ] [; 1 1;−∞ − ∪ +∞   

  fأدرس تغيرات ) ب

 .   و مقاربهfC ثم الوضع النسبي لـfCأدرس الفروع اللانهائية لـ - 3

 fC  أدرس تقعر- 5

  fCأنشئ  - 6

  الجواب

( )

( )

2

2

1 1

1
1

2 1

f x x x x

x
f x x x

x

 = − − ≤


= +
+

  

 -1  و   1 تينرس اتصال في النقطند)   أ - 4

       ( ) 2

1 1
lim lim 1 1
x x

f x x x
− −→ →

= − − )  و = )
2

1 1

1
lim lim 1

2 1x x

x
f x x

x+ +→ →
= + =

+
  

)      ومنه  ) ( ) ( )
1 1

lim lim 1
x x

f x f x f
+ −→ →

=   1 متصلة في f  اذن =

     ( ) 2

1 1
lim lim 1 1
x x

f x x x
+ +→− →−

= − − = )  و − )
2

1 1

1
lim lim 1

2 1x x

x
f x x

x− −→− →−
= + = −

+
  

) ومنه  ) ( ) ( )
1 1

lim lim 1
x x

f x f x f
+ −→− →−

= =  -1 متصلة في f  اذن −

    و  نؤول النتائج هندسيا-1و 1 تين في النقطfاشتقاق درس ن) ب

( ) ( ) 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1
lim lim lim 1 1 lim 1 1

1 1 1 1x x x x

f x f x x x
x x

x x x x− − − −→ → → →

− − − − −
= = + + = + + = +∞

− − − −
  

  1 يقبل نصف مماس عمودي على يسار f و منحنى 1لى يسار لا تقبل الاشتقاق عfومنه 

( ) ( )
( )

2 2

21 1 1 1

1 1
1

1 1 1 1 12 21 1lim lim lim lim
1 1 2 1 2 22 1x x x x

x x
x

f x f xx x

x x x x
+ + + +→ → → →

+ − −− − ++ += = + = + =
− − − +

  

 يقبل نصف مماس معامله الموجه f و منحنى 1 تقبل الاشتقاق على يمينfومنه 
1

2
  1يمين على 

( ) ( ) 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1
lim lim lim 1 1 lim 1 1

1 1 1 1x x x x

f x f x x x
x x

x x x x+ + + +→− →− →− →−

− − − + +
= = − − = − − = −∞

+ + + +
  

  -1 يقبل نصف مماس عمودي على يمين f و منحنى - 1 لا تقبل الاشتقاق على يمين fومنه 

( ) ( )
( )

2 2

21 1 1 1

1 1
1

1 1 1 1 12 21 1lim lim lim lim
1 1 2 1 2 22 1x x x x

x x
x

f x f xx x

x x x x
− − − −→− →− →− →−

+ + +− − ++ += = + = + =
+ + + +

  

 يقبل نصف مماس معامله الموجهfى و منحن- 1 تقبل الاشتقاق على يسارfومنه
1

2
  -1على يسار 
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)نحسب ) أ - 5 )'f x لكل x من ] ) ثم أحسب −1;1] )'f x لكل x من ] [ ] [; 1 1;−∞ − ∪ +∞   

      ] [ ( )
2

1;1 ' 1

1

x
x f x

x

∀ ∈ − = +
−

  

      ] [ ] [ ( ) ( )
2 2

2 22

1 1 2 2 1
; 1 1; '

2 1 12 1

x x
x f x

x xx

+ −
∀ ∈ −∞ − ∪ +∞ = + = =

+ ++
 

   fدرس تغيرات ن) ب

[لدينا  [ ( )
( )

2

2 2 2

1 2
1;1 ' 1

1 1 1

x x
x f x

x x x x

−
∀ ∈ − = + =

− − − −
  

[ [ ( )0;1 ' 0x f x∀ ∈  

] [ ( )
( )

2

2 2 2

1 2
1;1 ' 1

1 1 1

x x
x f x

x x x x

−
∀ ∈ − = + =

− − − −
  

) إشارة )'f x على ]  إشارة هي −0;1]
21 2x− على ] [1;0−  

] [ ( ) 2
1;0 ' 0

2
x f x x∈ − = ⇔ = −  

) ومنه  ) ( )2 2;
1; ' 0 0 ' 0

2 2
x f x x f x

   
∀ ∈ − − ≤ ∀ ∈ −   

   
  

] [ ] [ ( )
2

1
; 1 1; '

1
x f x

x
∀ ∈ −∞ − ∪ +∞ =

+
[ ومنه  [ ] [ ( ); 1 1; ' 0x f x∀ ∈ −∞ − ∪ +∞  

+∞                1                  
2

2
−                1-               −∞ x  

+             +       0           -  +  ( )'f x  

+∞               1                                            1-                    

                                        2−                                   −∞  
f  

 

 .   و مقاربهfC ثم الوضع النسبي لـfCس الفروع اللانهائية لـدرن - 6

)  لدينا  ) ( )
2 2

1 1
lim lim ; lim lim

2 21 1x x x x

x x
f x x f x x

x x→−∞ →−∞ →+∞ →+∞
= + = −∞ = + = +∞

+ +
  

   ( )
2

1 1
lim lim lim 0

2 1x x x

x
f x x

xx→±∞ →±∞ →±∞
− = = =

+
) ومنه المستقيم  )D ذا المعادلة

1

2
y x=  مقارب للمنحنى

fC  

] [ ] [ ( )
2

1
; 1 1;

2 1

x
x f x x

x
∀ ∈ −∞ − ∪ +∞ − =

+
  

) فوق fC و منه  )D على ] )تحت  fC و ∞+;1] )D على ] [; 1−∞ −  

  fCدرس تقعرن  - 5

] [ ( )
( )

2
2

2

2 2 2

1
11

1;1 " 0
1 1 1

x
x

x
x f x

x x x

− +
−∀ ∈ − = =

− − −
[ محدب على fC ومنه  [1;1−  

] [ ] [ ( )
( )22

2
; 1 1; ''

1

x
x f x

x

−
∀ ∈ −∞ − ∪ +∞ =

+
  :ومنه 
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 ] [ ( )
( )22

2
1; '' 0

1

x
x f x

x

−
∀ ∈ +∞ =

+
[ مقعر على fC أي ≻ [1;+∞  

] [ ( ); 1 '' 0x f x∀ ∈ −∞ [ محدب على fC أي − [; 1−∞ − 

  fCنشئ  ن- 6

  

  

  

  

  

  
  

 

  2تمرين

)  للمتغير الحقيقي المعرفة بـf  نعتبر الدالة العدية ) 1 1

cos sin
f x

x x
= +  

  f حيز تعريف الدالة fDحدد  - 1

 f دور للدالة 2π بين أن - أ - 2

) بين أن - ب ) ( )fx D f x f xπ∀ ∈ + = −  

) أحسب - 3     )'f x  

] على fأدرس تغيرات  - 4     ]0; fDπ ∩  

] على f أنشئ منحنى قصور الدالة - 5     ]0;2 fDπ ∩  

  الجواب

( ) 1 1

cos sin
f x

x x
= +  

  fDنحدد  - 3

  ∋x  ليكن 

www.adirassa.com
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sin 0 cos 0

/
2

/
2

f

f

f

x D x et x

x D x k et x k k

x D x k k

ππ π

π

∈ ⇔ ≠ ≠

 ∈ ⇔ ≠ ≠ + ∈ 
 

∈ ⇔ ≠ ∈

  

/  اذن 
2

fD k k
π = − ∈ 

 
  

 f دور للدالة 2π بين أن - أ - 4

( ) ( ) ( ) ( )

/ /
2 2

1 1
2

sin 2 cos 2

x k k x k k

f x f x
x x

π π

π
π π

   ∀ ∈ − ∈ ∈ − ∈   
   

+ = + =
+ +

  

 f دور للدالة 2πإذن 

)أن  نبين - ب ) ( )fx D f x f xπ∀ ∈ + = −  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

sin cos sin cos
fx D f x f x

x x x
π

π π
∀ ∈ + = + = + = −

+ + − −
  

) نحسب - 3     )'f x  

( ) ( )( ) ( )3 3

2 2 2 2 2 2 2 2

sin 2
sin cos 1

sin cos 1 cos sincos sin sin cos 2
'

sin cos sin cos sin cos sin cos

x
x x

x x x xx x x x
f x

x x x x x x x x

 − + − + ⋅− −  = + = = =
⋅ ⋅ ⋅

  

] على f ندرس تغيرات - 4     ]0; fDπ ∩  

)         إشارة  )'f xة  هي إشارsin cosx x−  

0; ; sin cos 0
2 2 4

x x x x
π π ππ   ∈ ∪ − = ⇔ =      

  

π                       
2

π
                        

4

π
                       0  x  

+     +                     0             -  ( )'f x  

+∞                     

                    −∞ 

+∞                                           +∞  

                        2 2   
f  

  

] على f ننشئ منحنى قصور الدالة - 5     ]0;2 fDπ ∩  

( )lim
x

f x
π −→

= x ومنه المستقيم ذا المعادلة ∞+ π=ارب للمنحنى  مقfC  

( ) ( )
2 2

lim ; lim

x x

f x f x
π π− +

→ →

= +∞ =  ومنه المستقيم ذا المعادلة ∞−
2

x
π

  fC مقارب للمنحنى =

( )
0

lim
x

f x
+→

= 0x ذا المعادلة  ومنه المستقيم∞+   fCحنى  مقارب للمن=

;0 على fCننشئ  ;
2 2

π π π   ∪      
 و نستنتج الجزء الأخر على 

3 3
; ;2

2 2

π ππ π   ∪      
) حيث  ) ( )f x f xπ+ = −  
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 المتجهات في الفضاء
 I) جمع المتجهات– تساوي متجهتين -

عناصر متجهة -1  

      A و    B ،رمزنا للمتجهة إذا نقطتين مختلفتين من الفضاء AB بالرمز u فان :  

) المستقيم  اتجاه هوuاتجاه  • )AB  

 B إلى A هو المنحى من uمنحى  •

AB:  و نكتبAB هي المسافة uمنظم  • u= 

  . ليس لها اتجاه و منظمها منعدمAA من الفضاء المتجهة A لكل نقطة    :ملحوظة

 AA 0 تسمى المتجهة المنعدمة و نكتبAA =  

  

ينتساوي متجهت -2  

  تعريف        

 و نفس    تكون متجهتان متساويتان اذا آان لهما نفس الاتجاه 
  و نفس المنظمالمنحى

 

                    
   u v=                                                                                                          

 

   في الفضاءA من الفضاء و لكل نقطة u   لكل متجهة 

u حيث M توجد نقطة وحيدة  AM=  

 
 

 خاصية         

ABCDرباعيا في الفضاء   

 ABCD إذا وفقط إذا آان  متوازي الأضلاع   AB DC=   

خاصية         

   الفضاء من أربع نقط  D و C و B و A  لتكن     

AB CD= إذا وفقط إذا آان AC BD= )تبديل الوسطين(  

AB CD=ا وفقط إذا آان  إذDB CA=  )تبديل الطرفين(  

علاقة شال– متجهتين مجموع -3      

     الفضاءمتجهتان في v  و u -      أ

  ،الفضاء نقطة من Aلتكن            

ABحيث  Bدة توجد نقطة وحي u=.  

BC حيث Cتوجد نقطة  وحيدة  v=.  

  تحددان متجهة C و Aالنقطتان 

wوحيدة  AC=  

  

  هي مجموع المتجهتينw المتجهة

u و  v  

wنكتب  u v= +   AC A CB B= +  

         علاقة شال -     ب

  الفضاء من C و B و A   مهما آانت النقط 

AC A CB B= + 

نتيجة   

   الفضاء أربع نقط  من R و NوM و Oلتكن       

 OM ON OR+   متوازي الأضلاعOMRN إذا وفقط إذا آان =

uذا آانت    ا:ملاحظة       OM= و v ON=فان   

        u v OR+    متوازي الأضلاعOMRN حيث =
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  خاصيات   -     ج 

v    u و u لكل متجهتين - *      v v u+ = +  

)       w  و v و uث متجهات  ثلا لكل-*      ) ( )u v w u v w+ + = + +  

u     0 لكل متجهة -     * 0u u u+ = + = 

    فرق متجهتين-مقابل متجهة        

           مقابل متجهة -    أ

   في الفضاء متجهة غير منعدمةu    لتكن  

 هي المتجهة التي لها نفس الاتجاه و نفس المنظم و منحاها مضاد لمنحى u    مقابل المتجهة 

 −u نرمز لها بالرمز uالمتجهة 

)  :     u  متجهة  لكل-*         ) ( ) 0u u u u+ − = − + =  

0AB  من المستوى  لدينا B و A  لكل نقطتين *       BA AA+ = =  

AB نكتب  متقابلتان BAو  ABتانالمتجه         BA= −  

   فرق متجهتين-ب   

 تعريف           

)   v و u        لكل متجهتين  )u v u v− = + − 

C           BC و B و Aث نقط         لكل ثلاملاحظة           AC AB= −  

  أمثلة   

ABCDEFGHمكعب   

    AB HG=                  BC HE= −              ED EF EC+ =  

   منتصف قطعة-4 

     I منتصف [ ]AB إذا وفقط إذا آان AI IB=     )0IA IB+ =( 

(II مستقيمل التعريف المتجهي ل–ستقاميةالا  

   عدد حقيقيضرب متجهة في -1

 عريف ت       

          u متجهة غير منعدمة و k غير منعدمعدد حقيقي   

  : حيث ku هي المتجهة k في العدد الحقيقي u    جداء المتجهة 

 *    u و kuلهما نفس الاتجاه   

 *    ku k u= ×  

  0k إذا آان u   منحى                                        

   هو kuمنحى     * 

0k إذا آان u     عكس منحى                                       ≺  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

                

                                0k                                                               0k ≺   

k :   0 و لكل عدد حقيقي u متجهة لكل   *  0u⋅ 0   و = 0k ⋅ = 

  خاصيات -  2    

  فانβ و α و مهما يكن العددان الحقيقيانv و u        مهما تكن المتجهتان 

        ( )u v u vα α α+ = +                  ( )u u vα β α β+ = +  

         1 u u⋅ =                                            ( ) ( ��u uαβ α β=  

         0uα 0α إذا وفقط إذا آان = 0u  أو = = 
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-3  الاستقامية  

   متجهتينستقاميةا  

 عريف  ت-   أ       

  و فقط آانت احداهما جداء الأخرى في عدد حقيقيإذا مستقيميتين v و uن متجهتان     تكو

    

  ملاحظة   

   متجهةأية مستقيمية مع 0     

 استقامية ثلاث نقط

 تعريف        

A ث حي الفضاء نقطا من C و B و A    لتكن  B≠  

AC حيث α مستقيمية إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي C و B و A   تكون النقط  ABα= 

 توازي مستقيمين   

A ث حيالفضاء نقطا من D و  C و B و A       لتكن            B≠ و C D≠  

      ( ) ( )//AB CD إذا و فقط إذا آان AB و CDمستقيميتين  

   التعريف المتجهي لمستقيم في الفضاء

تعريف          

  نقطتين مختلفتين من الفضاء B و A   لتكن         

 AB غير منعدمة و مستقيمية مع المتجهة u آل متجهة 

)تسمى متجهة موجهم للمستقيم  )AB 

خاصية        

   متجهة غير منعدمةu نقطة من الفضاء  و A  لتكن 

AM من الفضاء حيث M مجموعة النقط  uα= و α ∈ 

نرمز له بالرمز . u و الموجه بـ Aهي المستقيم المار من 
( );D A u  

( ) ( ){ }; / ;D A u M E AM uα α= ∈ = ∈ 

  تمرين    

ABا نضع  مكعبABCDEFGH ليكن             i= و  AD j=   

AEو  k= 2  و 2u i j k= + ] منتصف Iنعتبر .+ ]HG  

) موجهة للمستقيم uبين أن  - 1 )AI  

)ليكن المستقيم  - 2 )قيم  و الموازي للمستGالمار من ∆( )AI و M نقطة من الفضاء حيث  

1
2

2
BM AB BG= )بين أن . + )M ∈ ∆  

  الجواب

) موجهة للمستقيم uنبين أن  - 1 )AI 

   مستقيميتينu و AI       أي نبين أن 

] منتصف Iلدينا  ]HG ومنه 
1

2
HI HG=  

   
1

2
AI AE EH HI AE EH HG= + + = + +   

EH فان  مكعبABCDEFGH بما أن  AD j= HG    و = AB i= =  

)ومنه  )1 1 1
2 2

2 2 2
AI k j i i j k u= + + = + + =

�G�G � G � G� G �G
  

) موجهة للمستقيم uمستقيميتان و منه  u و AI إذن  )AI  

)  نبين أن 2 )M ∈ ∆  

)  لدينا  ) و الموازي للمستقيم G المار من ∆( )AI أي ( ) ( );D G u∆ =  

A

B
C

D

u

v
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1 1

2 2 2
2 2

GM GF FB BM GF FB AB BG GF FB AB BC CG= + + = + + + = + + + +  

GF فان عب مكABCDEFGHبما أن   AD j= − = FB    و − AE k= − = CG و − k= و BC j=  

( )1 1 1 1
2 2 2

2 2 2 2
GM j k i j k i j k i j k u= − − + + + = + + = + + =  

)  و بالتالي  );M D G u∈  إذن ( )M ∈ ∆  

(IIIلمتجهي للمستوى التعريف ا– الاستوائية  

تعريف     -1     

)   ليكن    )P مستوى من الفضاء و A و B و C غير  نقط

) من المستوى مستقيمية )P  

) إن نقول  )P هو المستوى المار من A و الموجه 

 AC و ABبالمتجهتين 

  نتيجة        

د  غير مستقيميتين و نقطة من الفضاء تحدv و uمتجهتان  
)مستوى وحيدا  )P هو المستوى المار من النقطة A و 

) نرمز له بالرمز v و uالموجه بالمتجهتين  ); ;P A u v. 

خاصية          

 نقطة من A متجهتين غير مستقيميتين و v و uلتكن        
  .الفضاء

AM من الفضاء حيث     M  مجموعة النقط  xu yv=    و +

( ) 2
;x y ) هي المستوى∋ )P المار من A و الموجه 

) و نكتب   v و uبالمتجهتين  ) ( ); ;P P A u v= 

   الاستوائية-2  

تعريف            

   ثلاث متجهات في الفضاءw و v و uلتكن        

 اذا وفقط وجدت  مستوائيةw و v و uهات ج المتإن  نقول 
AB حيث D و C و B و Aأربع نقط مستوائية  u= و 

AC v= و  AD w= 

  أمثلة

    ABCDEFGH متوازي المستطيلات  

  BE و BC و BH مستوائية لان النقط  B  

) مستوائية   H و E و C و  ) ( )//BC EH    

BE و BH و BDلأن   غير مستوائية BDEH الأوجه رباعي  

خاصية            

   متجهة في الفضاءw  متجهتين غير مستقيميتين و v و uلتكن              

 حيث y و x وجد عددين حقيقيين إذا وفقط مستوائية إذا w و v و u  المتحهات 

w xu yv= + 

نتيجة          

AM حيث y و x وجد عددين حقيقيين        إذا x A B y A C=  M و C و B و A فان +

 مستوائية

  تمرين    

            EABCD هرم قاعدته المستطيل ABCD ،I و J منتصفا [ ]AE و [ ]BCي على التوال.  

   مستوائيةEC  و AB و IJ      بين أن المتجهات 

  الحل   

                         IJ IA AB BJ= + +    

]صفا  منتJ و Iو حيث     ]AE و [ ]BC فان :  
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1

2
IA EA= و  

1

2
BJ BC=  

             و بالتالي 
1 1

2 2
IJ EA AB BC= + +    

ومنه              
1 1 1

2 2 2
IJ EC CA AB BC= + + +  

                      
1 1

2 2
IJ EC AB BA= + +    

 ومنه               
1 1

2 2
IJ EC AB= +  

   مستوائيةEC  و AB و IJ     إذن 
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م ��������� درس ا�����ت 	� ا����ءا�و�

 

المتجهات في الفضاء

  

  


	�ر ������  
  
  

  

A

و  

B .ء	ط��ن �������ن �ن ا����
  

ABا���	ه :أ��	ه ا������  •
����

)ھو ا������م   )AB 


!  ا������  •� :  !
ABا��
����

 Bإ�  �Aن  

ABا��
ظم : �
ظم ا������  •
����

  �$	�ABو 
)�ب  ABھو طو�&	 أي ا�� AB=
����

  

  
  
  

�	وي ������ن� 
  

�)ون �����	ن ���	و��	ن إذا )	ن ���	 
�س 

  

�)ل ����� 

 

و �)ل 
�ط� 

 

�ن ا���	ء �و�د 
�ط� و!�دة

  

�ن ا���	ء 0!�ث : 

=  

  

ABCD

 

��وازي ا2�3ع 

 =  

  
  

  ��62 5	ل
  


ت ا�
�ط 	( 	���

 و  و  

 : 	
�ن ا���	ء ، �د�

+ =  
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م ��������� درس ا�����ت 	� ا����ءا�و�

 

  

 ���وع ������ن
  

  
  أر80 
�ط �ن ا���	ء Cو  Dو  Bو  ��A)ن 

	
AB:  �د� AC AD+ =
���� ���� ����

  

  

  

  
  
  

  

��u)ن 
�

vو  
�

wو  
�

 : 	
  29ث ����	ت �ن ا���	ء ، �د�

• u v v u+ = +
� � � �

 

• ( ) ( )u v w u v w+ + = + +
� � � � � �

 

• 0 0u u u+ = + =
� �� � �

 

• ( ) ( ) 0u u u u+ − = − + =
�� � � �

 

  
  
  


��ف 6ط&��  
  

I

 


��ف ا��ط&� �

AB

0IAإذا و $�ط إذا )	ن   IB+ =
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م ��������� درس ا�����ت 	� ا����ءا�و�

 

  
 �رب �دد !���; $; �����

  
  

��u)ن 
�

�����k >�ر �
&د��  و ��)ن   ∗∈ℝ  

u$; ا������  �kداء ا�&دد ا�!���; 
�

k.�; ا������   u
�

 
  ا��&ر$� �0	 ��; :

  

  

  
0

  
• u

�
k.و   u

�

�س ا���	ه  	��� 

• u
�

k.و   u
�

  !

�س ا�� 	��� 

• .k u k u=
� �

  

  
  

  
0

  
• u

�
k.و   u

�

�س ا���	ه  	��� 

• u
�

k.و   u
�


!�	ن ��&	)�	ن � 	��� 

• ( ).k u k u= −
� �

  

  

  
  

  
��u)ن 
�

vو  
�


��ن ، �د��� : βو  ������αن �ن ا���	ء و ��)ن  �
  �دد�ن �

• ( ). . .u v u vα α α+ = +
� � � �

 

• ( ).u u uα β α β+ = +
� � �

 

• ( ) ( ). . .u uα β α β× =
� �

 

• 1.u u=
� �

 

  

  
u

 و  

�������	ن إذا و$�ط إذا و�د �دد !���; �

 

0!�ث :    
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م ��������� درس ا�����ت 	� ا����ءا�و�

 

  
 ا������م $; ا���	ء

  
  


�ط� �ن ا���	ء و  ��A)ن u
�

  ����� >�ر �
&د��  

AM.�ن ا���	ء !�ث  ���Mو�� ا�
�ط  t u=
����� �

    ( )t ∈ℝ  ر �ن	م ا������uو ا��و�= 0	������  Aھ; ا��
�

و 
ر�ز �=  

) ب : ),D A u
�

  

  

  
��وا<��� ا

  
��)ن 

P

��وى �ن ا���	ء و ��)ن  �A  وB  وC  وى��29ث 
�ط >�ر �������� �ن ا��

P

.  


�ول أن ( )P  ر �ن	وى ا����ABو ا��و�= 0	�������ن  Aھو ا��
����

ACو  
����

  

   

uو ا��و�= 0	�������ن  Aا����وى ا��	ر �ن 

و  

v

 


ر�ز �= 0	�ر�ز 

, ,

P P A u v=

  

  
��u)ن  

و  

v

و  

w

 

  29ث ����	ت �ن ا���	ء .


�ول أن ا�����	ت u
�

vو  
�

wو  
�

��وا<�� إذا و$�ط إذا و�دت أر0&8 
�ط  �A  وB  وC  وD : ء 0!�ث	ن ا����  

u AB

=�

و  

=

�����
 و 

=

�����
  

  
��u)ن 

و  

v

 

������wن >�ر ���������ن و ��)ن 

 

  ����� �ن ا���	ء .

u

و  

v
�

wو  
�

��وا<��  �⇔( )( )2
, :x y w xu yv∃ ∈ = +

� � �
ℝ  

  
��)ن 

 و  و  و  

  أر80 
�ط �ن ا���	ء

0AD!�ث :  βو  α إذا و�د �دد�ن !�����ن  AB ACα β= +
���� ���� ����

��وا<�� Dو  Cو  Bو  A$@ن ا�
�ط  �  
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