2 Bac SVT & PC

Limites et continuité

A. KARMIM

LIMITE ET CONTINUITE

[) LIMITE D’UNE FONCTION

1) Activité et rappelles

1.1 Activités :
Activité 1 :

Déterminer les limites suivantes :

3x%—x li Vax+1-3

mm-———-—-
x—1 2X3+2x—4 x—2 X2-3x+2
Activité 2 :

Considérons la fonction f définie par :

1- Déterminer Dy
2- a) Déterminer : }Cl_r}} f(x).
b) Comparer )ICI_I}} fx)etf(1)
On dit que f est continue en xy = 1

2) Rappelles
2.1 Définition

Définition :

li V4—5x-3 2x%+x li sin7x
xin—l1 1—-/2+x xlg(l) |[x2+x|—-2x xl_l’)r(l) 5x
£ 3x2+x—4 L1
X) = ——— ;six
Vx2+3-2
f() =14

Soit f une fonction définie sur un intervalle pointé de centre a et [ un réel. On dit que la fonction f tend vers |
réel [ quand x tendversa si: (Ve > 0)(Fa > 0)(Vx E D)0 < |[x —a| <a=>[f(x) -] <e¢

1%

2.2 Opérations sur les limites

2) Opérations sur les limites

Toutes les propriétés qui seront citées dans ce paragraphe sous forme de tableau sont admises et on peut les
démontrer en utilisant les définitions des limites.

1) Limite de la somme

lim f(x) l 400 —00 —00

X2a

lim g(x) I +o00 —o0 +o00 —o0 +00

xX-a
lim(f + g)(x) L+ +00 -0 +o0 —0o0 Formes indéterminées
X—-a

Ces propriétés sont vraies si x tend versat ;a™ ; +o ou —

Formes indéterminées : Veut dire qu’on ne peut pas calculer la limite directement, il faut faire d’autres calcules car il y a

plusieurs cas.

Exemples :

Of(x)=2+x* ,g(x) =5—x* ona lil_l!‘l f(x) = +o; li&n g(x) = —o0 et lirP F+9x)=7
xX—+00 xX—>+00 X—>+0oo
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2 Bac SVT & PC Limites et continuité

Bf(x)=2+x* ,g(x)=5-x ona lim f(x) = +o0; lim g(x) = —o et
X—>+0o0 X—>+00

. o 2 o 2(1_1,.7)\_
xl_l)rjloo(f+g)(x)—xl_1)r£1mx x+7= llmx(l x+x2) +o00

X—+00

Dans les deux exemples on a le méme cas que dans la derniéere colonne du tableau mais on a deux résultats différents

lim f(x) l [>00u+m l<0ou—x +oo
X—=a
lim g(x) U +o00 —00 +o00 —00 0
X—=a
lim(f %X g)(x) Ll +0o0 —o0 —o0 +0o0 Formes indéterminées
xX—=a
)lcirrcllf(x) L#0 0t 0~ oo
] 1 1 40 —00 0
(7))@ | g

Remarque : lim f(x) = 0% veut dire que f tend vers 0 mais de la droite.
xX—a

lim (l) =0(0%) lim (l) =0 (07) chose qu’on voit bien sur la courbe de la fonction f

x—>+o00 \X X——00 \X

lim f(x) l [>0o0u+wx [ <0ou—x 0 +oo
X=a
lim g(x) '#0 ot 0~ ot 0~ 0 +o0
X2a
f l 40 —o0 —o0 +oo Formes indéterminées | Formes indéterminées
lim (—) ) °
xXx—-a g l
Exemple :
On veut déterminerla  lim :xﬂ a:
x—)1+ X4“+x-2
{ lin11+(3x +1)=4 X —ea =2 le— +oo
Ona:{*” | I
lim (x2+x—-2)=0% 2 _ _
x—-1t x°+x 2 + D C'
- 0@

. 3x+1
Donc  lim — =+
x—>1t x“+x-2

Remarque :
. A . . . . 7
e Eviter d’écrire ces expressions qui n’ont pas de sens mathématique 0o

e Ne pas utiliser +00 ou —oo dans les opérations dans R (40 et —oo ne sont pas des réels)
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Exercices
Déterminer les limites suivantes :)lci_r;qZx‘?irz—z_;_4 ch'_)z E;
II) CONTINUITE D’UNE FONCTION EN UN POINT

Définition :

elle admet une limite finieena et lim f(x) = f(a)
xX—-a

Cest-a-dire: (Ve >0)3a>0)(Vx €ED)(0<[x—al|<a=|f(x)—f(a)|<e

Soit f une fonction définie sur un intervalle de centre a. On dit que la fonction f est continue en asi:

Exemples :

Considérons la fonction f définie par :

2x3—x—-14
fO)=—g— = isix>2
x—2
= ;s5ix <2
fO) =z —10 5%
1
2) =~
@) =3

En utilisant la notion des limites étudier la continuité de la fonction f en x, = 2.

3- Interprétations graphiques

Activité 1:
2
Considérons la fonction f définie par: f(x) = { x2 +2x x <1
—x“+4x, x =21 La courbe de la fonction

1- Déterminer f (1) et étudier la continuité de la fonction f en f(x) = ax? + bx + c est la parabole de sommet
xo=1 Q(;—Z,f(;—i))etd’axeA:x:;—Z

2- Représenter graphiquement la fonction f.
Activité 2 :

- . ] _( 2x+2, x<-1 _

Considérons la fonction h définie par : h(x) = {—3x +3 x>-1 eth(-1)=3

1- a) la fonction h admet-elle une limite en xy = —1

b) la fonction h est-elle continue en x; = —1

2- Représenter graphiquement la fonction h.
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2 Bac SVT & PC Limites et continuité A. KARMIM

3.2 Interprétations
La courbe L'interprétation

Fl) = {2’52 +x, x<1 e f est définieenl
4 2 x=21 e f n‘admet pas de limiteen 1
1 e f n’est pas continue en 1

2x24x—-2,x<1,

YR oo =[Pt ) =2
d, { Hhxd e f estdéfinieenl
I e f admet une limiteen 1 et lirr} f(x)#f(1)
|. X—
VoL e f n’est pas continue en 1
o |
xmmen ) = {2"2 + X 2, «x<1 o f estdéfinieen1
i rtz x=1 * f admet une limite en 1 et lim f (x) = f(1)
i x—
;"I e f estcontinueena
Exercice :

Etudier la continuité de la fonction
. (3
{f(x) = xsin (;) x#0
f(0)=0,x=>1

Utiliser le faite que

(Va € R)(|sina| <1

Ill) CONTINUITE A DROITE CONTINUITE A GAUCHE.

1) Activité et définition.

1.1 Activité.
Introduction

Dans I'exercice prrécedent ou f était définie par :

()_2x3—x—14 -
flx)= pram—— ;Six
() = ot <2
T =g —10 5%
1
f(2) =3
. . 1 . . . R
On a trouvé que : 11r£1 flx)= 5= f(2); on dit que la fonction f est continue a gauche de 2
X—27

et lirglJr fx) # % = f(2) on dit que la fonction f n’est pas continue a droite de 2.
X

1.2 Définitions

Définition

O Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a,a + r[ (oU > 0)

On dit que la fonction f est continue a droite de a si: fadmet une limite finie a droite de a et

lim, £(x) = f(a)
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2 Bac SVT & PC Limites et continuité A. KARMIM

Cest-a-dire: (Ve >0)Fa>0)(Vx€Dp)(0<x—-a<a=>|f(x)—f(a)|<e

@® Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme Ja — r,a] (ou > 0)

On dit que la fonction f est continue a gauche de a si: fadmet une limite finie a gauche de a et

lim £(x) = f(a)

Cest-a-dire: (Ve >0)3a>0)(Vx€Dp)(0<a—-x<a=>|f(x)—f(a)|<e

Théoréme

Une fonction est continue en un point a si et seulement si elle est continue a droite et a gauche de a

Exercice 1:

2_,_

f(x)=3x ; i six#1
Etudier la continuité de la fonction |4x=3]- s ena=1
fQ) =7

Exercice 2 :

(x) = _XP4X-6 six> 2

g T V2x+12-4
. . s ) 2,
Soit la fonction g définie par : g(x) = ¥itax-atl oo 5

L 9@ =1

Existent-t-il « et [ pour que g soit continue en 2 ?

I1l) OPERATIONS SUR LES FONCTIONS CONTINUES.

1) Continuité sur un intervalle

Définition :

Soit f une fonction dont le domaine de définition est Dy, soit ]a, b[ un intervalle inclus dans Dy

e Ondit que f est continue sur I'ouvert ]a, b| si elle est continue en tout point de ]a, b[
e Ondit que f est continue sur [a, b| si elle est continue sur ]a, b[ et a droite de a
e Ondit que f est continue sur [a, b] si elle est continue sur ]a, b[ , a droite de a et a gauche de b

Remarque :

v
v

Si une fonction f est continue sur [a, b] et sur [b, c] elle est continue sur [a, c]
En général si f est continue sur un intervalle I et sur unintervalle J etsil NJ # @ alors f est continue surl U J.

v’ f peut-étre continue sur [a, b[ et sur [b, c] sans qu’elle soit continue sur [a, c]

Dans le graphique ci-dessous f estcontinue sur [—3,0[ et continue sur [0,2] mais pas continue sur [—3,0] car elle
n’est pas continueen 0
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1
f(x):; six <0

f(x)=x%*six=0 ket

2) Opérations sur les fontions continues

Propriété :

Soient f et g deux fonctions tels que : ,lcif}lf(x) =1 chll’)l(ll gx)=1 ona:
= lIm(f+g)0) =1+T
= lm(fxg)(x) =IxV
= Hm(IfDG) = 1

. chi_Ig(é)(x)=l—1, I'#0
- im(H)w =7 I'#0

= lm(J)@ =Vl 1>0

Ces propriétés sont vraies a droite et a gauche d’un réel a.

Grace a la propriété précédente et a la définition de la continuité on peut en déduire :

Propriété :

@Si f et g sont deux fonctions continues en a alors :

" f+g
" fXxg
= |fl

sont des fonctions continues en a
@ Si f et g sont deux fonctions continues en a et g(a) # 0 alors

QI Q |+

sont des fonctions continues en a.

® Si f une fonction continue en a et f(a) = 0 alors :

- \/7 est continueen a

Remarque :

La propriété précédente reste vraie soit a droite de a, a gauche de a ou sur un intervalle I (En tenant compte des

conditions)
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Résultat :

Une fonction polyndme sur R est définie comme la somme des plusieurs mondmes
f(x) =ag+ a;x + azx? + -+ ax™

Et puisque la fonction x — x™ est continue sur R donc la fonction x — kx™ et par suite

Propriété :

Tout fonction polynéme est continue sur R

Propriété :

Toute fonction rationnelle f est continue sur tout intervalle I < Dy

Propriété :

Les fonctions sin et cos sont continue sur R

Exemples :

Of(x) = Vx? + x + 3 est continue sur R car x = x2 + x + 3 étant une fonction polynéme donc elle est

continue sur R de plus (Vx € R)(x? + x + 3 = 0) (Son discriminant A est négatif)

4x3+x+1
x2+2x-3

Bg(x) = est continue sur | — oo, =3[ ; sur ] — 3,1[ et sur |1, +oo].

© La fonction tan est continue sur tous le intervalles de la forme : ]_7” + kn ;g + kn[ (oUk€EZ)

V) IMAGE D’UN INTERVALLE PAR UNE FONCTION CONTINUE

1) Image d’un segment (intervalle fermé) : i
Activité : \

Le graphe ci-contre est le graphe de la fonction f(x) = x2 + 2x

1- Déterminer graphiquement les images des intervalles \

L =[01],1, = [-3,-1] ;I3 = [-3,1] X, 5
b
2- Montrer algébriquement que f([—3,1]) = [—1,3] —,
Rappelle :

- fic]
o, Jrenui e

(Vy eNEy €Nf(x) =y)

Théoréme : (Admis)

L'image d’un segment [a, b] par une fonction continue est le segment [m, M] ou :

m= mln]f(x) et M= xrén[g\,)l()]f(x)

x€[a,b
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La courbe ci-contre est la courbe de la fonction
flx)=x3+3x2+2
f([a,b]) = [m, M]

€

continuitéiamgeintervalle.ggb

Cas particulier :

e Si f est continue croissante sur [a, b] alors f([a, b]) = [f(a), f(D)]
e Si f est continue décroissante sur [a, b] alors f([a, b]) = [f(b), f(a)]

Remarque :

La continuité dans le théoréme précedent est suffisante mais pas
nécessaire

(]

Dans la figure ci-contre f n’est pas continue mais

fa0.2D) =[f(2), f(D] = [-1,2]

a

- -1 0 1 F

2) Image d’un intervalle.

Théoréme (admis)

L'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Remarque :

L'intervalle I et son image f(I) par une fonction continue n’ont pas
nécessairement la méme forme.

Dans le cas de la courbe ci-contreon a :

£30,2]) = [-21]

a
(5]

=18
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L'intervalle I f(I) : f strictement f(D): f strictement
croissante décroissante
[a, b] [f (@), f(B)] [f(b), f(a)]
[a,b] [f (@), lim f()  lim £(0, f(@)]
Ja, b] J lim (), im fCOT | 1 lim £Go), lim, fGO [
[a, +oo] [f (@, Iim_fCo)1 ] lim £Co), f(@)]
] — o0, b] 1 lim £Co, lim fG)[ [ 11im £(o), lim )
-0+ |1 lim f(x), lim fG)[|] lim fGo), lim fG)[

Remarque

Si f n’est pas strictement monotone sur I'intervalle I, on peut utiliser les propriétés précédentes en subdivisant
Iintervalle I en intervalles ou f est strictement monotone et on utilise la propriété f(I; U Iy) = f(I1) U f(I3).

Exercice :

1- Dresser le tableau de variation de la fonction f(x) = 2x? — 3x?

2- Déterminer les images des intervalles suivants : | —1,0]; [1,2];

[—1,2[; [0, +oo]

V) THEOREME DES VALEURS INTERMEDIERE —TVI.

1) Le théoreme :

Preuve :

Rappelonsque: f(I) =] & {

(vx € D(f(x) €))
vVyeDN@ExeD(fx) =y

Soit f une fonction continue sur un intervalle I ; a et b deux éléments

telsque:a < b.

On sait que f([a, b]) = [m,M]oum = min_f(x) et M = max f(x)
x€[a,b] x€la,b]

Onadonc f(a) € [m,M] et f(b) € [m, M].

Soit A compris entre f(a) et f(b) onadonc: A € [m, M] et puisque
f([a, b]) = [m, M] donc A admet au moins un antécédent ¢ dans l'intervalle [a, b].

del

D’ou pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe au moins un ¢ € [a, b] tel que f(c) = 1

Théoréme T.V.l:

Soit f une fonction continue sur [a, b] .

Pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe au moins un ¢ € [a, b] tel que f(c) = A

www.adirassa.com
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Théoréme T.V.I (cas f strictement monotone) b

Soit f une fonction continue strictcement monotone sur [a, b] .

Pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe un et un seul

¢ € [a,b] telque f(c) =1

Remarque :

L’expression " Pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe un et unseul c € [a,b] telque f(c) = A"
peut-étre formulée comme :
" Pour tout A compris entre f(a) et f(b) I'équation f(x) = A admet une solution unique dans [a, b]

Corolairel (T.V.l) :

Soit f une fonction continue sur [a, b] .

Si f(a) X f(b) < 0l existe au moins un c € [a, b] tel que f(c) =0

Preuve :
f(a) x f(b) < 0 veutdire que f(a) et f(b) ont des signes opposés donc 0 est compris entre f(a) et f(b)
On prend A = 0 dans le théoréme général des valeurs intermédiaire.

Corolaire2 (T.V.l) :

Soit f une fonction continue strictement monotone sur [a, b] .

Si f(a) X f(b) < 0il existe un et un seul ¢ dans [a, b] tel que f(c) =0

2) Applications :
Exercice 1 :

1- Montrer que I'équation x3 + x — 1 = 0 admet une racine unique dans [0,1]

2- Montrer que I’équation x3 + x — 1 = 0 admet une racine unique dans R.

VI) FONCTIONS COMPOSEES ET FONCTIONS RECIPROQUES.

1) Composition de deux fonctions

Activité :

Soit f(x) = 2x2+ x etg(x) = :

X

1- Déterminer : g(f (x)), déterminer les conditions d’existence de g(f (x)).

2- Déterminer :f(g(x)), déterminer les conditions d’existence de f(g(x)),

La fonction qui a tout réel x associe g(f(x)), s’appelle la composition des o ElGEShtisimene snvemble

fonction f et g dans cet ordre et se note gof de définition D

Deux fonctions f et g sont égales si

o (YxeED)f(x)=g(x)

La fonction qui a tout réel x associe f(g(x)),, s’appelle la composition des
fonction g et f dans cet ordre et se note fog

3- A-t-on gof = fog?
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Exercice :
Soientu(x) = Vx? —letv(x) =1-3x
1- Déterminer uov et son ensemble de définition.

2- Déterminer vou et son ensemble de définition.

Théoréme :

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et g une fonction définie sur un intervalle ] tels que f(I) c J et
Xo un élément de /.

@ Si f est continue en x, et g continue en f(x,) alors gof est continue en x,.

@ Si f est continue I et g continue en f(I) alors gof est continue I.

Exemples :

0 g(x) = V1 — x? est continue sur [—1,1]
® f(x) =sin (%) est continue sur R

Théoréme :

Soit u une fonction définie sur un intervalle pointé de centre x; telle que lim u(x) = [; si v est continue en [
X—Xg

alors xll_)l‘)rcl (vou)(x) = v(l)

Exercices

Déterminer les limites suivantes :

1 lim x2+x-2
T oxo51NVx+3-2

2. lim cos (n

x—-0

sin4x)

2) Fonctions réciproques
Activité :

. 1
Soit f(x) = e
1- Montrer que pour tout y dans = [0, +oo[ , I'équation f(y) = x admet une solution unique dans I'intervalle
J =10,1]

2- Etudier la monotonie et la continuité de f sur R
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On dit que la fonction f admet une fonction réciproque de J =]0,1] vers I = [0, +oo[

Remarque :
f
f‘l(x:):y \{ﬁ/-x=f(}r)
{f‘l(x) =y(:){f(}’) =x E F
xX€EF YEE
Ona: \4,_/

(Vx € F)(fof 7'(x) = x)
(vx € E)(ftof (x) = x)

Théoréme :

Soit f une fonction définie continue et strictement monotone sur un intervalle I, On a f admet une fonction
réciproque f~1 définie de J = f(I) vers I.

Exercice 1
Soit la fonction f(x) = 2x? + x + 1 définie sur R.
1- Déterminer ] = f([0,1])
2- Montrer que f admet une fonction réciproque de J vers [0,1] et déterminer f~1(x) pour x dans |
Exercice 2 :
Soit la fonction g(x) = x — 2v/x définie sur R.
1- Montrer que g est strictement croissante sur [1, +oo[ puis déterminer ] = g([1, +[)
2- Montrer que g admet une fonction réciproque de J vers [1, +o[et déterminer g~1(x) pour x dans |

Propriété 1 :

Si f admet une fonction réciproque f~1 de J = f(I) vers I alors f 1 & la méme monotonie sur J que celle de f

sur .
Preuve :
;
T M) f ) .
Y =TT e e g 2
/] X1—X2 /
.
— Y1—Y2 :
fle)—f(x2) f )=y =Gy
1 . R ——
=— (Tr, # 0 f est strictement monotone) [ S
Tf/ /I
[ )=y, 5=f(y)
Donc le taux de f~1 sur J a le méme signe que le taux de f sur I TR )
Et on conclut. i
Propriété 2 : £

Si f admet une fonction réciproque f 1 de ] = f(I) vers I alors Cs-1 et Cp sont symétriques par rapport a :

Q) y=x
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Rappelles :

XEDf
y=fk)

@Dans un repére orthogonal si on a un point M(a, b) son symétrique par rapport
a la droite (A) y = x est le point M'(b, a).

OM(x,y) € C¢ <=>{

Preuve d’une propriété :

Soit f une fonction continue strictement monotone sur un intervalle I, f 1
sa fonction réciproque définie de J = f(I) vers 1.

Cr et C¢-1 sont les courbes respectives de f et de fL : )
-1 e -
Soit M(a, f(a)) un point de la courbe Cf son symétrique par rapport a la frith)=n \. S b=f@
droite (A) y = x est le point M'(f (a), a). T
=b

0 :{ f(a)_1 donc M'(b, f~*(b)) dou M' € Cp-1 _ ;

a=f"(b) . A

h*,_-—-

Propriété : £

Soit f une fonction continue strictement monotone sur un intervalle I,
f~1 sa fonction réciproque définie de J = f(I) vers 1.Cr et C¢-1 sont

symétriques par rapport a la droite (A) y = x

A remarquer que la symétrie des deux courbes concerne toutes leurs composantes ;
les asymptotes ; les tangentes et demi-tangentes...

i

3) La fonction racine n — éme

Propriété et définition :

Soit n un élément de N*; la fonction u: x — x™ est une fonction continue strictement croissante sur Rt
elle admet donc une fonction réciproque u~* de u(R*) = R* vers R*.
La fonction réciproque u~! s’appelle la fonction racine n — éme et se note 3/

Conséquence de la définition :

e Lafonction i/ est définie sur R*
e (VxeRYH(Rx =0)
e (VxeRN(VyeRN(Gx =y y*=x)
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e Lafonction ¥/ est continue sur R* strictement croissante.
o (VxeRNH)(VyeRH)Vx =4y ©x=y)
o (VaeRYH(WVx =2aex=a")
o (VaeR)(Vx <ae0<x<a")

o (VxeRNH((Vx)' =Vx" =x

e (VxeRMNVpeN)((Vx) =¥xP

e lim Vx =+

xX—+00

e Silimu(x) = +ooalors lim Yu(x) = +oo
X—>xk X—oxk

e Silimu(x) =12 0alors lim Yu(x) = V1
X—ox*

X—orx%

La courbe de la fonction \/

Régle de calcul : /
(vx € RM)(¥y € RY) (Yxy = Vx /) |

o (Vx€R")(Vy €ER™) (\F - %)

y
e (Vx €R*)(Vvn e N")(vp € NY) (W = M{/E) (a prouver)
o (VxeRY)(VneN")(vpeN)(Vx= m{/x_p) (2 prouver)
Remarque :

o (Vx€RM)(Vx =Vx)
e (VxERY(Vx =x)

L’équation x™ = a

n pair \ n impair

a=>0 a<0 a=0 a<0

S = {(Na; —Va} §=0 § = (Va} S ={-YV=a}

Exercices d’applications :

Exercice 1 :

1. RésoudredansR:x*=16
2. RésoudredansR:(x —1)3 = —27

Exercice 2 :

1. Résoudre dans R I'équation: 3/x —x = 0
2. Résoudre dans R I'équation: 3/x —53x + 6 = 0
3. Résoudre dans R I'inéquation: vVx —1 — Yx — 2 > 1.
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2 Bac SVT & PC Limites et continuité A. KARMIM

Ordre 3:

Onsait que a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b?) eta® + b3 = (a + b)(a® — ab + b?)

Il en résulte : a—bz% et a+b=%
Par suite :
(Vx € R“‘)(VyeR*J’)(W— Vy = W:;/;—;‘F W>
(Vx € RM)(Vy € R*) (W*' i/}: i/?—i\;c_;,+ i/?)
Applications :

® Rendre le dénominateur rationnel :

3V2 1

= b =+——>——
32-2 3a+3Z+1
@ Déterminer les limites suivantes :
. N20x%+7-3 . Y3x—a-Vx
lim——— lim———=
x>1 X2+x-2 x—4 x—4

D’ordre 4 :
Onsaitque: a*—b*=(a—b)(a®+ a?b+ ab®+ b3)

a*-p*

lenrésulteque: a—b=—+——
a a3+a?b+ab?*+b3

Et par suite :

s w0 e (- e )

A remarquer qu’on ne peut pas factoriser : a* + b*

Applications :

Déterminer les limites suivantes :

lim 420x—4-2 lim V2x+i-1
x>1 2x2+x-3 x—0 32x+8-2

4) Puissance rationnelle :

Rappelle :
Soit x un réel et n un entier naturelnonnulona:x" =xxx X ...Xxx et x°=1 (x # 0)
~—
n fois
_ 1
Pourx # Oonax™" = —
X

Propriété :

1
Pour tout réel x = 0 et pour tout entier non nul g on pose : Ux = x(q)

15 www.adirassa.com



2 Bac SVT & PC Limites et continuité A. KARMIM

Preuve : (en exercice)

Définition :

Soit x un réel positif et r un rationnel (r € Q) ; r = SOL\J p EZetq € N* on pose :

xT = x(g) = W = ([{/})p
Propriétés

Soit x et y deux réels positifs, r et 7’ des rationnels on a :

X = T T
X<’ = (x")" = (x™)"

X == (x #0)

x™!

xTTT = ;—:, (x #0)
ey)" =x"y"

(X)T' _ xr
y yr

o AW N e

Exercice 1 :

Démontrer 1 et 2

Exercice 2 :

Comparer les nombres a = V5 eth =13/20
Application aux calculs des limites.

Calculer les limites suivantes :

o lim ¥2x2 + 3x — 1/3x3 + x2

X—+00
im 3/8x2 32 — 52
o lim V8x?+4+3x—2+x?—x
X—+00
o Ax—1-1

m
xX—+00 3\/x+1+x

o lirp Vx@+1— YxP + 1 (discuter suivant les valeurs de petq)
X—+00
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f

Etude de fonctions

I) Limite d’une fonction (Rappel)

Limite d’une fonction polynome

terme de plus haut degré

oSi f est une fonction polyndome alors lim f (x) = f(a).

e La limite d’un polynome en + ou —x est celle de son

Limites usuelles
Soit n € IN* on a:

e lim x" =+

X—>+0

e lim x" =—o0 si n est impair

X—>—0

Limite d’une fonction rationnelle

e lim x" =400 si n est pair

e La limite d’une fonction rationnelle en +o ou —x est celle . : 1
du quotient des termes de plus haut degré. * }gﬂo? =0
. . . X
= Soit # une fonction rationnelle tel que : f(x) = S((—X)) Limites trigonométriques
@ (0 imS0X_ ) i A0
: X Y _ =13 =
» Si fim 2 :(—j forme indéterminée . C’est & dire a est x50 x =0 x
x—a q(_x)
. l—cosx 1
une racine de p(x) er g(x) 1}33 [EREY
donC lim p(x) :lim ('x—a)pl(x) :lim pl(x) F - - —
wag(x) e (x—a)g(x) g (x) ormes indéterminées
40+ (—0) et (Oxoo
Limite d’une fonction irrationnelle
- Si lii]gf(x)za, avec (aZO) alors lim ;f(x):,\/; . 9 et f
n Sl hn’qlf (x) =400 alors hn} f (x) = 400 O o0

Operations sur les limites

Limites et ordre.

Dans ce paragraphe, a désigne un nombre réel ou
+ o ou—oo, LetM sont deux nombres réels.

Limite de la somme de deux fonctions.
%{1_{12 f(x) L L | L |+0|-—0|+wx
E_fgg(x) M |+ow|—0|+w]—0w|—0w
£i£1“11(f(x)+g(x)) L+M|+wo|—0|+w|—w|F.I
Limite du produit de deux fonctions. Le signe se
. détermine
lim f (x) L |z=o| | 0[S
hm g(x) M 0 © © respectant
x—>a la regle des
(70200 | L x| o0 | o [0 ] 52
Limite du quotient de deux fonctions.
!(lgt} f(x L L0 || o | O
lim g (x) M=0| 0 [M| x| o0
: L
hm[M] — o o |FI|F.I
x—>a g(x) M

Dans ce paragraphe, a désigne un nombre réel
ou 4+ ou —o .

Théorémel: Soient fet g deux fonctions
définies sur un intervalle 1.

|=Si (vxel);f(x)>g(x) et lim g () =0

alors lim f (x)=+o0.

[si (Vxel);f(x)<g(x) et limg(x)=—o

alors lim f (x)=—o0.

x—a

THEOREME DES GENDARMES : Soient £, g et

h trois fonctions définies sur un intervalle
I.et k unréel.

Si (Vxel); g(x)Sf(x)Sh(x)
et !{ig;g(x):!cigh(x):k Alors !ciil,}f(x):k

Lemme :
Si (Vxel);

f(x)—k‘ﬁg(x) et !Ciil;g(x)zo
Alors lim f (x)=k

xX—a
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EXERCICES ET PROBLEMES

Exercicel: Calculer les limites

) lim 2+3x*—x’

X—>+00

2) lim x’ =2x+5

X—>—00

3) lim (x* - 2x+1)

2_
4) lim 22X
x>0 x—x"+9
3
5) lim 2> 2
x>t x© —6x+9
6) lim —>—!

X—>+00 x2 J— 3x

2

/ X
7) lim ,|——
) s\ 4x® +1

8) lim !
-1 x° —

2 p—
9) lim¢

x>l x =1

10) Tim — > =3
=3 x2—4x+3

. N4x+5-3
) fim ===
xX—> x_

12) lim /4x2+3 —2x

X—>+00

13) lim V4x2+3 +2x

x—>—0

3
. x =8
14) 1)61£1'21x2_4

15) lim ~/4x2+3 —x

X—>+0

16) lim +4x2+3+x

17 tim— 0 3)

=3 x —fx+1-1

18) lim Vx> +x—1-3x

X—>+00

2
19) limi %% ¥ el
x—0 X

X +x+3+x-5

20) lim
x—2 B 2

X—>+00 X

tan x —sin x
3

21) lim xsin [lj

22)lim

x—0 X
1—cosx

23) lim

X—>+00 X

2
24)11111—”2“’S al
=0 x" 42

Exercice? :

. T : 3x—1
Soit f la fonction définie sur ’intervalle I =10 5 3[ par: f(x) =—; 3

X° —3x
1) Etudier le signe de f sur I’intervalle 1.
2) Calculer les limites de f aux bornes de 1.
Exercice 3 :
x -1
Soit f la fonction définie sur IR\ {3} par f(x)=———
X —6x+9

1) Etudier le signe de x* —6x+9.
2) Calculer les limites de f aux bornes du domaine de définition.

3) Calculer : lim Sx)

X—>+0 X

et lim f(x)—x

X—>+00
Exercice 4 :
X

N +1+x

Soit f la fonction définie sur IR par: f(x)=

1
_2 .

1) Montrer que, (Vx > O);
X

<

1
f(x)—a

2) Endéduire lim f(x)

X—>+0
Exercice 5 :

Soient (C E

fonctions fetg .

) et (Cg )les courbes représentatives respectivement des

1) Conjecturez
a) (Df) et (Dg)
b)Tim £ (x) er Tim g(x)
0 £ ([0:2]) er g ([0:9])
d)Le signe de f(x).
e) Lesignede g'(x).

f) Le tableau de variation de f.
2) Quelles sont les solutions des équations:

f)=gx); f(x)=0; f(x)=—let g(x)=1
3) Soit m un réel donné, donnez le nombre de solutions de 1’équation

fx)=m.

4) Résoudre graphiquement I’inéquation: f(x) < g(x).

5) Supposons que D, = [—9;9] et f est une fonction paire .
a) Donnez la valeurde: f£(—4) et f(=7)

b) Complétez la construction de la courbes (CA f) .

6) Construire la courbe de la function | f | sur I’intervalle [0;9].

Le succes est Ia somme de petits efiorts, repétés jour
apres jour.

Leo Robert Collier
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II) Continuité d"une fonction.

1) Continuité en un point- continuité a droite - continuité a gauche

Définition1: Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et ae .

On dit que fest continue en a si lim f(x)= f(a)

Attention: Une fonction ne peut pas étre continue en un point qui n'appartient pas au domaine de définition,
cela n'a aucun sens.

Définition2: Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a;a +a[ avec a>0.

On dit que fest continue a droite ena si  lim f(x) = f(a)
x—a*

Propriétél: Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et ae/.
On dit que f est continue en @ si lim f(x)=lim f(x)= f(a)
x—a* x—a~

Théoreme: Si f est dérivable en un point a, alors f est continue en a.

Attention : La réciproque est fausse.
2) Continuité sur un intervalle

Définition : On dit qu'une fonction f est continue sur un intervalle ouvert si elle continue en tout
point de I’intervalle.

Remarque : Dire que f est continue sur I signifie que [’on peut tracer sa courbe sans lever le crayon.

La fonction f est La fonction f est

discontinue en 2 car 2 i continue en 2 car
l. = 2 1 1 1 = =
lim f(0) =37 1) | "\ R lim /(x)=2= £(2)

41 O -1.0 112 131l 4le

Propriétés : - Toute fontion polyndme est continue sur IR.
- Toute fonction rationnelle est continue sur les intervalles ou elle est définie.

- La fonction X+ X est continue sur [0,+00[ )

- Les fonctions sinus et cosinus sont continues sur IR.

- La fonction fangente est continue sur ses intervalles de définition.

- Toutes les fonctions construites par somme, produit, quotient ou par composition des fonctions
précédentes sont continues sur leur domaine de définition.

Théoreme: Si fest dérivable sur I, alors f est continue sur 1.

Attention : La réciproque est fausse.
Exemple : la fonction x> |X| est continue, mais n’est pas dérivable en zéro.

3) Image d’un intervalle et d’un segment par une fonction continue.

Propriétés : L’image d’un intervalle I par une fonction continue f est un intervalle f(I).
= [’image d’un segment par une fonction continue est un segment.

Remarques : f ([a ;b] ): [m;M] tels que m est le minima et M est le maxima de f sur le segment [a ;b] .

- Si I’intervalle I n’est pas fermé, alors son image est un intervalle qui peut étre fermé, ouvert ou semi-ouvert.
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Cas particulier :

L'image d'un intervalle I par une fonction f continue et monotone est un intervalle J= f(I).

S) est l'intervalle:
Sil=... [ est croissante sur 1 [ est décroissante sur /
[asb] [f(@); f®)] [f®); f(a)]
Jas[ Jtim £ o3 tim £ oo | J1im s tim por|
J<os0] J1im reosr@ | @3 1im £
Ja+a0] Jtim £ s im0 Jtim £ o3 im £

4) Théoréme des valeurs intermédiaires.

Théoreme : Soit f une fonction continue sur un intervalle
[a;b].Pour tout réel k& compris entre f(a) et f(b), il existe
au moins un réel € de I’intervalle [a ;b] tel que f(c)=k
Autrement dit : I’équation f(x)=k admet au moins une

solution sur I’intervalle [a ;b] .

Interprétation
graphique:

La droite (D): y=k
coupe la courbe
de f en au moins
un point dont
’abscisse est
comprise entre a
eth.

Corollairel : Si f est une fonction continue et strictement
monotone sur un intervalle [a;b] , alors, pour tout réel k
compris entre f(a) et f(b),’équation f(x)=k admet une

solution unique dans ]a ;b[ .

Interprétation :
La droite (D): y=k
coupe la courbe de
fenun seul point
dont I’abscisse est
comprise entre @ et b.

Corollaire2 : Si f est une fonction continue , strictement monotone
sur un intervalle [a ;b] et fla).f(b) < 0 alors I’équation f(x)=0 admet

une solution unique dans I’intervalle ]a ;b[ .

Interprétation : 1a courbe de la
fonction f coupe I’axe des
abscisses en un seul point dont

I’abscisse est comprise entre a et b.

5) Fonction réciproque d’une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle
Soient f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et J=f(I ).

La fonction réciproque de la fonction f est la fonction notée f~' définie sur J a valeurs dans I, telle que :

avec

ff@=ye fy)=x

xeJ et yel.

2) (Vxel);f'(f(x)=x et

(de méme sens de monotonie que f ).
4) Dans un repére orthonormé, (C f-l) et

premiere bissectrice. (la droite d’équation y = x).

Corollaires : Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors :
1) fadmet une fonction réciproque notée f ™' définie sur J=fU) a valeurs dans I
(Wyed)if(F7)=y.

3) Lafonction f~' est continue et strictement monotone sur J=f(I).

sont symétriques par rapport a la

o

Alors I’équation f(x) =k admet une unique solution dans I.

Théoréme(important): Si f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et k € f (I )

Pr: BELKHYR ABDELAZIZ
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III) Dérivabilité d’une fonction.
1) Dérivabilité I ’une fonction en un point.

Définition1 : Soit f une fonction définie sur un Définition2 : Soit / une fonction définie sur un intervalle

intervalle ouvert I. et @ un élément de 1. de la forme [ ab [ avec b>a .

On dit que f est dérivable en 4, s’il existe un nombre On dit que f est dérivable a droite en a, s’il existe un
, . f(x)-f(a)

réel £ tel que: lIm—————==¢

| 1) f(a)
x-a X—a nombre réel £ tel que: 1M
x—a xX—a
Le nombre £ s'appelle alors le nombre dérivé a droite en a,

et on le note f, (a) :

=¢.
Le nombre £ s'appelle alors le nombre dérivé de [ ena

et on le note f'(a) .

Propriété : f est dérivable en a si est seulement si f est dérivable a droite en @, f est dérivable a gauche
ena et fd'(a) =f, (a)
Interprétation géométrique du nombre dérivé.

1) Si f est dérivable en a alors (Cf ) admet une tangente en A(a;f (a)) d’équation: y = f'(a)(x—a)+ f (a)

2) Si f estdérivable en g alors x> f '(a)(x—a)+ f (a) est la fonction affine tangente a f au point a.

3) Si f estdérivable a droite en a alors (Cf ) admet une demi-tangente enA(a;f (a)) de coefficient
directeur f) (a) .

4) Si f estdérivable a gauche en a alors (C | ) admet une demi-tangente enA(a; f (a)) de coefficient
directeur f(a).

5) Si f estdérivable i droite en @ et & gauche ena et f (a) # fg’ (a) alors A(a; f (a)) est un point anguleux.

6 si limN=()

ma X—a

d'abscisse a une demi-tangente verticale.
2) Dérivabilité sur un intervalle - Fonction dérivée d’une fonction.

=00 alors f n’est pas dérivable a droite en @, Cependant, la courbe admet au point

Définition: Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.
* Onditque f estdérivable sur I si elle est dérivable en tout réel x de 1. Dans ce cas, la fonction qui a tout

réel x de I associe le nombre dérivé de f en x est appelée fonction dérivée de f et se note /.

* Onditque f estdérivable sur [a ;b] si elle est dérivable sur ]a ;b[ , dérivable a droite en a et dérivable a

gauche en b.

Propriétés : Toute fonction polynéme est dérivable sur IR .
= Toute fonction rationnelle est dérivable sur tout intervalle inclus dans son ensemble de définition.
= ] es deux fonctions sin et cos sont dérivables sur IR.

=  La fonction X v X est dérivable sur ]O;+oo [ .

Théoreme (Dérivation d’une fonction composée) :
Si u est une fonction définie et dérivable sur I et v une fonction définie et dérivable sur J tel que w(I)cJ,

alors vou est dérivable sur I eton a : (‘v’x € I); (vou)'(x) =y '(u(x))xu'(x)

Théoreme (Dérivation d’une fonction réciproque) :
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et a e I

» Si festdérivablesurZet (VxelI); f'(x)=0,alors f_l est dérivable sur J = f(I)et ona:

1
(@)

etsi  f'(a)=0 alors (f‘l)'(f(a)) =

1
(vxel)s (£7) (0= @)
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e Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, et k un réel alors :

Opérations sur les fonctions dérivées Dérivées des fonctions usuelles
S (x) S'(x) S (x) S'(x)
u(x)+v(x) u'(x)+v'(x) k 0
Au(x) Au'(x) ax a
u(x)xv(x) u'(x)xv(x)+v'(x)xu(x) ax” nax™!
u(x) w'(x)xv(x)—u(x)xv'(x) «F 1
v(x) ()’ * 2Jx
1 —u'(x) 1 1
u(x) (u(x))’ x x?
uov(x) u'((x))xv'(x) sin x Ccos x
o) )
ux nm COoS x 1mn x
n n-1 ' 2 . _
(u(x)) n.(u(x)) xu'(x) tanx 1+tan X=

3) Applications de la fonction dérivée.
»  (Dérnvée et variations. Théorémes admis

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1. Remarque :

e Si(Vxel);f'(x)=0, alors la fonction f est croissante sur 1.
( ) ( ) ' Si (Vxel);f’(x)ZO
et f' s’annule en des
o Si (Vx el ); f '(x) >0, alors la fonction f est strictement croissante sur 1. points isolés alors la

fonction f est
strictement croissante

o Si (Vx el ); f '(x) =0, alors la fonction f est constante sur 1. sur I

e Si (Vx el ); f '(x) <0, alors la fonction f est décroissante sur 1.

o Si (Vx el ) o f! (x) <0, alors la fonction f est strictement décroissante sur /

*  Extremums d une fonction.

Propriété : f est dérivable sur un intervalle ouvert I et acl. Remarque : Si [ '(a) =0 et ' ne

e Si f' s’annule en a en changeant de signe, alors f (a) est change pas de signe, alors A(a; f(a))

un extremum local de la fonction f sur 1. est un point d’inflexion.

= Concavité et dérivée seconde

Définition : Soit / une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I. et (C f) sa courbe représentative.

¢ On dit que la courbe (C f) admet une concavité dirigée vers les ordonnées positives (convexe), s’elle est
entierement située au-dessus de chacune de ses tangentes.
e On dit que la courbe (C f) admet une concavité dirigée vers les ordonnées négatives (concave), s’elle est

enticrement située au-dessous de chacune de ses tangentes.

Propriété : Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle 1.

e Si (Vx el ) o f "(x) >0, alors la courbe (C) admet une concavité dirigée vers les ordonnées positives.

e Si (Vx el ) o f "(x) <0, alors la courbe (C; ) admet une concavité dirigée vers les ordonnées négatives.

e Si f "(a) =0 et f"change de signe, alors A(a;f(a)) est un point d’inflexion.
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IV) Les branches infinies

4 ' ( N
Si  lim f (x) =b La droite d’équation y = b est une asymptote horizontale a (C,) en +w
X—>+0 \ J
i 3 > 1
Si Ll_l)l: f (x) =0 La droite d’équation x = a est une asymptote verticale a (C ).
\ J \ J
J‘J}L S(x)=(ax+b)=0 La droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a (C,)en+ «

lim f(x)=c0
‘ D
X
[ limM=w [ limM=a¢0 limM=0 ]
X—>+0 X J X—»+0 X J X—>+00 X
A 4 \ 4 A 4
(C,) admet une Q0 |« xlllflmf(x)—ﬂx = » b (C,) admet une
branche parabolique T T branche parabolique
de direction I’axe des (€ aimenine de direction I’axe des
ordonnées au 4 _ (C,) admet une abscisses au
voisinage de + w bran.che .parabohql_le de asymptote oblique .
direction la droite d’équation y = ax + b

d’équation y = ax au o
- au voisinage de + «
voisinage de + «

V) Axe de symétrie - Centre de symétrie
Soit f une fonction définie sur un ensemble D.

On dit que la droite (A): x = a est un axe de On dit que le point 1 (a;b) est un centre de symétrie

Sy1nétrie de Si pour tout X de D ona: de Sl pour tout x de D ona:

2a—-x)eD ea [fQa—x)=f(x) a—x)eD e fQRa—x)=2b—f(x)

VI) Fonction paire - Fonction impaire

On dit que f est une fonction paire : Si pour tout On dit que f est une fonction impaire : Si pour tout x
x de Df ona: —xeDf et f(—x)=f(x) de D,ona:—xeD, et f(=x)=—f(x)
Remarque : La courbe d’une fonction paire est Remarque : La courbe d’une fonction impaire est
symétrique par rapport a ’axe des ordonnées. symétrique par rapport a I’origine du repere.

VII) Fonction périodique

On dit que f est une fonction périodique s’il existe un reel positif T tel que : pour tout X de D, on a:

(x+T)eD, et f(x+T)=f(x) (T est appelé une période de la fonction f')

VIII) Position relative d’une courbe et d’une droite
Pour étudier la position relative d’une courbe et d’une droite (A):y=ax+b sur un intervalle I,

on doit étudier le signe de f(x)—(ax+b) surl.

o i (Vxel); f(x)—(ax+b)>0 ,alors est strictement au-dessus de (A)sur 1.
e i (Vxel); f(x)—(ax+b)<0 , alors est strictement au-dessous de (A)sur 1.
e Les solutions de I'équation f(x)—(ax +b)=0 sont les abscisses des points d'intersection de et (A).
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IX) Fonction racine n**™

Définition : a désignant un réel positif et n un entier naturel non nul.

On appelle racine n®™ de a le réel positif noté %/a tel que ( Yfa )n =%a" =a.

Propriétés : Pour tous réels x et y positifs et pour tous entiers naturels m etn on a :

e XX estla fonction réciproque de la fonction x — x” sur I’intervalle [O;+00[.
o%:ﬁ@x:y o"x<(/;<:>x<y o x=yox=y" .(%)mﬂx”’
o 5= o 5 - o fixily =4l S

iy
Remarque. Les régles de calculs sur les racines n’® sont les mémes que celles sur les racines carrées.
X) Puissance d’exposant rationnel d’un réel strictement positif.

Soient X un nombre réel strictement positif et » un nombre rationnel tel que : r = 4 avec (p;q) € ZxN"

q
)3 P

p

q )2
q

Onremarqueque: | x? | =x? =x’ et ('pr) =x? donc \/xl’=x‘1_

Propriétés : Pour tous réels x et y strictement positifs et pour tous nombres rationnels m et n on a :
® x"xy"=(xy)"

® x"xx"=x"" ° (xm ) =x"
n m
x" x X _ 1 n
. " =] e . = xm 2 . " =X
y y x" X

Remarque. Les regles de calculs sur les exposants rationnels sont les mémes que celles sur les exposants entiers.

Pr: BELKHYR ABDELAZIZ
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Les fonctions logarithmiques

Prof. Smail BOUGUERCH

La fonction logarithme népérien:

Définition :

sur l'intervalle ]O;+oo[ qui s’annuleen 1

" . |
La fonction logarithme népérien, notée In (oulog, ), est la primitive de la fonctionx > — définie

X

Déductions et propriétés:

Ine =1 | Inl=0

Vx € ]0; +oo[ et Vy e ]0; +oo[
e Inx=lny ox=y
e Inx >~lny x>y

Vx €]0;+00[ et Vy € |0;+0]
Inxy =lnx +Iny
Inx” =rlnx ; (r e@)

Vx €]0;+00f et ¥y eR

e Inx=y<x=¢’

lnl:
y

—Iny

I =Inx —Iny
Y

Si n est pair, alors (Vx

ER*);lan =n1n|x|

Le Domaine de définition:

La fonction f est définie comme suit :

Son domaine de définition est :

f(x)=Inx

Df = ]0; +oo[

f)=In[u)]

D,

={x eR/x eD, et M(X)>'O}

Les limites:

Limites principales

Déductions

lim Inx =+o0

X —>+0

limu(x)=+0=

X—)XO

lim In [u (x )] =400

lim Inx =—0

x—0"

limu(x)=0"=

)C—)XO

lim In [u (x )] =—00

. Inx
Iim —=0
x40 x "

lim u (x ) =+o00 = lim

X—)XU

In [u (x )]
x—=x [u (x )]"

limx"Inx =0

x—0"

limu(x)=0"=

X=X

lim [u(x)]" Infu(x)]=0

e )

x>l x _1

limu(x)=1= lim

X=X

In [u (x )] 3

——=1

corg u(x)—1

im In(x +1) _

x—0

X

1 limu(x)=0= lim

X=X

In[u(x)+1]

u(x)

X=X

Ces limites sont toujours valables lorsqu’on les traite soit a droite ou a

gauche de X' ; ou bien au voisinage de +00 ou —00O




La continuité:

La fonction X — Inx est continue sur 'intervalle ]O; +oo[

Si u est strictement positive et continue sur un intervalle I alors la fonction x = ln[u (x )] est
continue sur l'intervalle 1

La dérivabilité:

La fonction X+ Inxest dérivable

Si u est strictement positive et dérivable sur un
sur l'intervalle ]();+oo[ etona:

intervalle [ alors la fonction x > In [u (x )] est
ro1 dérivable sur l'intervalle I etona:
Vx E]O;-I—OO[ ; (Inx)

X Vx el ; (ln[u(x )])’ ZL;’(X)

(x)
La représentation graphique: signe de In:

La fonction logarithme de base o avec a € R, — {1}
Définition:

La fonction logarithme de base a est la fonction notée : log,

tel que : Vxe]0;+00[ ; log, x = In x

Cas particulier: la fonction log,, est la fonction logarithme décimal et on la note log
Déductions et propriétés:

Vx €]0;+00f et Vy €]0;400 et reQ

log,1=0 log, xy =log, x +log, y

log,a=1 log, x" =rlog, x

1
log, (—) =-log, x
X
Vx € 0,400 et VreQ

log | = |=1o —lo
log, x =r<x =a" Ea y ) Ea X TI08 Y

Limites et inéquations:

a1

0<a<l1
log,x ~log,y <x >y

log,x =log,y <x <y

lim log, x =+ lim log, x =—o0
X 40 X —>+0

lim log, x =—o0 lim log, x =+
x—0"

x—0"

La dérivée:

Vxe]0;+oo[ : (logax)' = 11
x Ina




I. Définitions
1. Définition d’une suite

« Une suite est une application u : N — R.
« Pour n €N, on note u(n) par u, et on I'appelle n-eme terme ou terme général de la suite.

La suite est notée u, ou plus souvent (u, ),y Ou simplement (u,). Il arrive fréquemment que I'on considére des suites

définies a partir d’'un certain entier naturel n, plus grand que 0, on note alors (i, ), >y, -
Exemple
¢ (v/n)p> est la suite de termes : 0, 1, v2,V3,...
* ((—1)")n>0 est la suite qui alterne +1, —1, +1, —1,...
« Lasuite (S,),>0 de I'introduction définie par S, =S x (1,1)",
(Fp)nso définie par Fy = 1, F; = 1 et la relation F,,, = F,,; + F, pour n € N (suite de Fibonacci). Les premiers
termes sont 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...Chaque terme est la somme des deux précédents.

1 1 1
34595 767 °°°

[ [ [~
2. Suite majorée, minorée, bornée
Définition 2.
Soit (u, ),ey une suite.
o (Upnen eSt majoréesi AIM€R VYneN u, <M.
o (Up)pey €St minoréesi AmeR VneN u, >m.
o (Uup)nen €St bornée si elle est majorée et minorée, ce qui revient a dire :

IMeR VneN |u,| <M.

1 .
. (ﬁ)nZl. Les premiers termes sont 1




3. Suite croissante, décroissante

Définition 3.
Soit (u,),ey Une suite.
o (Up)pey €St croissantesi YneN u,,; 2 u,.
o (u,)ney est strictement croissante si VYn€N  upq > u,.
o (Uy)nen €St décroissantesi VneN u,y; <u,.
(up)nen et strictement décroissantesi ¥YneN uy <u,.

(e €St monotone si elle est croissante ou décroissante.

(u, ey est strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

Voici un exemple d'une suite croissante (mais pas strictement croissante) :

Remarque.

* (up)pen est croissante si et seulementsiVneN wu,, —u, =0

=0.
8 s r e . i 4 u,
* Si (u,),ey €st une suite & termes strictement positifs, elle est croissante si et seulementsi Yn e N 2= > 1.
n

Exemple
« Lasuite (S,),>o de I'introduction est strictement croissante car S,,;,/S, =1,1> 1.

« La suite (u,),>, définie par u, = (—1)"/n pour n > 1, n’est ni croissante ni décroissante. Elle est majorée par 1/2
(borne atteinte en n = 2), minorée par —1 (borne atteinte en n = 1).

II. Limites
1. Introduction

Pour un trajet au prix normal de 20 euros on achéte une carte d’abonnement de train a 50 euros et on obtient chaque
billet a 10 euros. La publicité affirme « 50% de réduction ». Qu’en pensez-vous ?
Pour modéliser la situation en termes de suites, on pose pour un entiern =1 :

u, =20n
v, =10n + 50

u, est le prix payé au bout de n achats au tarif plein, et v, celui au tarif réduit, y compris le prix de 'abonnement. La
réduction est donc, en pourcentage :

_ﬁ_“n—"n=10"_50=0’5_i 0.5
u, u, 20n 2n n—+oo

Il faut donc une infinité de trajets pour arriver a 50% de réduction!

2




2. Limite finie, limite infinie

Soit (i, ) ey une suite,

Définition 4.
La suite (u,),exq @ pour limite £ € R si : pour tout € > 0, il existe un entier naturel N tel que si n > N alors
lu, =€l <e:

Ve>0 INeN VneN (n=2N = |u,—£|<e€)

On dit aussi que la suite (u,,),ex fend vers . Autrement dit : u, est proche d’aussi prés que I'on veut de £, & partir
d’un certain rang.

Définition 5.
1. Lasuite (up),en tend vers +00 si ;

VA>0 dNeN VYneN (n=N = u, =2A)
2. La suite (u,),ey tend vers —oo si :

VA>0 INeN VYneN (nzN = u,<-A)

Remarque.

. On note lim,_,, o, u, = { ou parfois u, —k £, et de méme pour une limite +co,

My, = —00 = limyy o =ity = 00,
. On raccourcit souvent la phrase logique en :
Ye>0 3INeN (n=N = |u,—£|<e).
Noter que N dépend de € et qu'on ne peut pas échanger I'ordre du « pour tout » et du « il existe ».

. Linégalité |u, — | < e signifie { — e < u,, < { +e. On aurait aussi pu définir la limite par la phrase : Ve >0 3N €
N (nzN = |u,—{| <€), oul'on aremplacé la derniére inégalité large par une inégalité stricte,

Définition 6.
Une suite (u, )ex €St convergente si elle admet une limite finie. Elle est divergente sinon (c’est-a-dire soit la suite
tend vers 00, soit elle n"admet pas de limite).

On va pouvoir parler de la limite, si elle existe, car il y a unicité de la limite :

Proposition 1.
Si une suite est convergente, sa limite est unique.

Démonstration. On procéde par 'absurde. Soit (u, ),y Une suite convergente ayant deux limites £ # £’. Choisissons
e>0telquee< MEA
Comme lim,,_,, o u, = £, il existe N; tel que n > N; implique |u, — €| < €.
De méme lim,,_, , ., u, = £’, il existe N, tel que n > N, implique |u, —{'| < e.

Notons N = max(N;,N,), on a alors pour ce N :

luy—€l<e et |uy—¥|<e

3




Donc [{—'| = [{—uy+uy—L'| < [{—uy|+|uy—€’| d’aprés I'inégalité triangulaire. On en tire [{—{'| < e+e = 2e < [{—L'|.
On vient d’aboutir & I'inégalité | —{’| < |¢ —£’| qui est impossible. Bilan : notre hypothése de départ est fausse et
donc ¢ =1/,

3. Propriétés des limites

Proposition 2.

1. lim,_, o u, =0 < lim,_,, (u,—¢) =0 < lim,_,, oolu, —¢| =0,

2. lim,,_,+°o u, = =3 limn-—p+oo|un| = MI

Démonstration. Cela résulte directement de la définition.

Proposition 3 (Opérations sur les limites).
Soient (Uy)nen et (Vn)nen deux suites convergentes.

1. Silim,_,, o u, =4¢, ot £ €R, alors pour A € Ron alim,_, o, Au, = AL.
2. Silim,_,, o u, =Letlim,_,, v, =10, 0l {,{' €R, alors
dim (u, +v,) =€ +{

lim_ (uy x v,) =€ x ¢

n—

3. Silim,_, ;o0 u, =€ ot { € R* =R\ {0} alors u, # 0 pour n assez grand et lim,,_, ;oo - = %

Nous ferons la preuve dans la section suivante.
Nous utilisons continuellement ces propriétés, le plus souvent sans nous en rendre compte.

Exemple
Siu, — { avec { # £1, alors

1
u,(1—3u,)— o1

o 0(1—-30)—

Proposition 4 (Opérations sur les limites infinies).
Soient (u,)nen et (Vo)nen deux suites telles que lim,,_, , o, v,, = +00.

1 Timy ppee o =0
2. Si (up)nen est minorée alors lim,_, , o, (u, +v,) = +00.

3. Si (u,)pen est minorée par un nombre A > 0 alors lim,,_, , o, (u, x v,) = +00.

4. Silim,_,, o u, =0 et u, >0 pour n assez grand alors lim,_, , o, % = +o00.

Exemple
La suite (4/n) tend vers +00, donc la suite (%) tend vers 0.

4. Des preuves

Nous n’allons pas tout prouver mais seulement quelques résultats importants. Les autres se démontrent de maniere
tout a fait semblable.

Commencons par prouver un résultat assez facile (le premier point de la proposition 4) :

«Si limu,=+00 alors lim;-=0.»
n

Démonstration. Fixons e > 0. Comme lim,_,, o, u, = +00, il existe un entier naturel N tel que n > N implique u, > 1.
On obtient alors 0 < ul < e pour n > N. On a donc montré que lim,,_, , o, i =i,

Afin de prouver que la limite d'un produit est le produit des limites nous aurons besoin d’un peu de travail.

Proposition 5.
Toute suite convergente est bornée.




Démonstration. Soit (u,),., une suite convergeant vers le réel £. En appliquant la définition de limite (définition 4)
avec € = 1, on obtient qu'il existe un entier naturel N tel que pour n > N on ait |u, —£| < 1, et donc pour n = N on a

[un| = 1€+ (up — O < €] + |u, — €] < €]+ 1.

h

Donc si on pose
M = max(|uol, lus ], -~ , luy— |, [€] +1)
onaalors VneN |u,| <M.

Proposition 6.
Si la suite (1, ),en st bornée et lim,,_,, o v,, = 0 alors lim,,_, . o (1, X v,,) = 0.

Exemple
Si (u,)n> est la suite donnée par u,, = cos(n) et (v,),>, est celle donnée par v, = %, alors lim,,_, ;oo (u,v,) = 0.

Démonstration. La suite (1, ),y €st bornée, on peut donc trouver un réel M > 0 tel que pour tout entier naturel n on
ait |u,| < M. Fixons € > 0. On applique la définition de limite (définition 4) a la suite (v,) ey pour €’ = §;. Il existe
donc un entier naturel N tel que n > N implique |v,| < /. Mais alors pourn > N ona :

[ty vl = v S M x €’ =e.

On a bien montré que lim,,_,, o (1, x v,) =0.

Prouvons maintenant la formule concernant le produit de deux limites (voir proposition 3).
«8i limu,={ et limv,=4¢" alors limu,v,=4{0{"»

Démonstration de la formule concernant le produit de deux limites. Le principe est d’écrire :
U vy, — ' = (u, — v, + L(v, — ")

D’apres la proposition 6, la suite de terme général £(v,,—£’) tend vers 0. Par la méme proposition il en est de méme de la
suite de terme général (u,,—{)v,, car la suite convergente (v, ),ey €st bornée. On conclut que lim,,_, ;o0 (11, v, —££) = 0,
ce qui équivaut a lim,,_,, o u,v, = ££’. O

5. Formes indéterminées

Dans certaines situations, on ne peut rien dire a priori sur la limite, il faut faire une étude au cas par cas.
Exemple

1. «+00 — oo » Cela signifie que si u, — +0c0 et v, — —oc0o il faut faire faire I'étude en fonction de chaque suite
pour déterminer lim(u,, + v,) comme le prouve les exemples suivants.

lim (e"—In(n))=+o0
n—+oo

B, \pn]==eo

lim ((n+ 1)—1*1) =0
n—+o00 n

J

o



2. «OXOO»

\ 1 -
lim — xe"=+00
n—+oo Inn

1
lim —xIlnn=0
n—+o00 n

1
lim —x(n+1)=1

n—+o00o n

3 ‘<2€,, <<g» «100»
s co 20T

6. Limite et inégalités

Proposition 7.

3 wes

1. Soient (u,)nen €t (Vy)nen deux suites convergentes telles que : ¥Yn € N, u, < v,. Alors

lim u, < lim v,
n—+oQ n—+og

2. Soient (uy,)en et (Vy)nen deux suites telles que lim,_,, oo u, = +00 et Yn €N, v, = u,. Alors lim,_,, ., v, = +00.
3. Théoréme des « gendarmes » : si (U )ner; (Vnnen et (W )nen SOnt trois suites telles que
VneN u,<v,<w,

etlim,_, oo u, =€ =1im,_, ., w,, alors la suite (v,),ey est convergente et lim,,_, oo v, = {.

SR

Remarque.
1. Soit (u,),en une suite convergente telle que : Yn € N, u, = 0. Alors lim,_,, .o u, = 0.

2. Attention, si (u,),ey €St une suite convergente telle que : Yn € N, u, > 0, on ne peut affirmer que la limite est
strictement positive mais seulement que lim,_,, o, t, = 0. Par exemple la suite (u,),ey donnée par u, = ﬁ est a
termes strictement positifs, mais converge vers zéro.

Démonstration de la proposition 7.

1. En posant w, = v, —u,,, on se rameéne a montrer que si une suite (w, ),y vérifie Yn € N, w,, = 0 et converge,
alors lim,,_, ;0o W, = 0. On proceéde par I'absurde en supposant que £ = lim,_, ., w, < 0. En prenant ¢ = |§|
dans la définition de limite (définition 4), on obtient qu'’il existe un entier naturel N tel que n > N implique
lw,—£ll<e= —%. En particulier on a pour n = N que w,, < { — % = % < 0, une contradiction.

2. Laissé en exercice.

3. En soustrayant la suite (u,),ey, O Se raméne a montrer 'énoncé suivant : si (i, ey €t (v, )en sont deux suites
telles que : Yne N, 0 < u, < v, etlim,_, o, v, =0, alors (u,) converge et lim,_,, o u, = 0. Soite > 0 et N un
entier naturel tel que n > N implique |v,| < €. Comme |u,| =u, < v, =|v,|, on a donc : n > N implique |u,| < €.
On a bien montré que lim,,_,, ,u, =0.
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III. Exemples remarquables
1. Suite géométrique

Proposition 8 (Suite géométrique).
On fixe un réel a. Soit (u, ),y la suite de terme général : u,, = a".

. Sia=1l,onapourtoutneN:u,=1.

. Sia>1,alors lim,_,, o, u, =+00.

1
2
3. Si—1<a<1,alorslim,_,_ q u, =0.
4

. Sia < —1, la suite (u, )y diverge.

Démonstration.

. est évident.

. Ecrivons a = 1+ b avec b > 0. Alors le bindme de Newton sécrit a” = (1+5)" = 1+nb+(5)b%+- - +(} )bk +-- -+ b™.
Tous les termes sont positifs, donc pour tout entier naturel n on a : @" > 1+ nb. Or lim,_,, (1 +nb) = +o0 car
b > 0. On en déduit que lim,,_,,, a" =+0oc0.

. Sia =0, le résultat est clair. Sinon, on pose b = I%I. Alors b > 1 et d’apres le point précédent lim,,_,, o, b" = +00.
Comme pour tout entier naturelnona: |a|" = ﬁ, on en déduit que lim,,_,, o |a|" = 0, etdonc aussi lim,,_,, ., a" = 0.

. Supposons par 'absurde que la suite (u, ),y converge vers le réel £. De a® > 1, on déduit que pour tout entier
naturel n, on a @®" > 1. En passant & la limite, il vient ¢ > 1. Comme de plus pour tout entier naturel n on a
a®™*! < a < —1, il vient en passant de nouveau a la limite { < —1. Mais comme on a déja { > 1, on obtient une
contradiction, et donc (u,) ne converge pas.

2. Série géométrique

Proposition 9 (Série géométrique).
Soit a un réel, a # 1. En notcmtzzzoak =l+a+a*+---+d% ona:

Démonstration. Fn multipliant par 1 —a on fait apparaitre une somme télescopique (presque tous les termes s’an-
nulent) :
(1-a)(1+a+a*+---+a")=(1+a+a*+ - +a")—(a+a®+ - +a"!) =1—a""".

Remarque.
Sia €]—1,1[ et (u,)en st la suite de terme général : u, = Y., a*, alors lim,_, oo u, = ﬁ De maniere plus

frappante, on peut écrire :
1

1—a
Enfin, ces formules sont aussi valablessia € C\ {1}.Sia=1,alors 1+a+a%+---+a"=n+1.

l+ta+a*+a®+---=




3. Suites telles que : % <{<I
(" Théoréme 1. \ .

Soit (u,,) ner une suite de réels non nuls. On suppose qu'il existe un réel £ tel que pour tout entier naturel n (ou seulement
d partir d’un certain rang) on ait :

u
a2 I S

un
Alors lim,_, oo u, = 0.

Démonstration. On suppose que la propriété =:l| < ¢ < 1 est vraie pour tout entier naturel n (la preuve dans le cas
n
ol cette propriété n'est vraie qua partir d'un certain rang n’est pas trés différente). On écrit
u U u; u u
_n=_1><_2x._3x...x L
U Ug U U Un—1
ce dont on déduit
u
Ll <l Rl xEx-xxL=£"
U
et donc |u,| < |ugl€™. Comme ¢ < 1, on a lim,_,, o, £" = 0. On conclut que lim,_,, o, u,, = 0.

Corollaire 1.
Soit (u,)qey une suite de réels non nuls.

Silim, , ;00 2t =0, alors limy,_, o0 Uy =0.

Exemple
Soit a € R. Alors lim,,_,, o, & = 0.

Démonstration. si a =0, le résultat est évident. Supposons a # 0, et posons i, = ‘:1—',1 Alors

Uy a™t nl a

u, T+ @ n+l

Pour conclure, on peut ou bien directement utiliser le corollaire : comme lim Sl — () (car a est fixe), on a lim u, =0.

uﬂ'

Ou bien, comme “** = - on déduit par le théoréme que pour n > N > 2|a| ona:

u a a a
wer|_ _lal__ _lal__lal
Uy n+l N+1 N

1
<=={
2
et donc lim,_,, ., u, =0.

Remarque.

1. Avec les notations du théoréme, si on a pour tout entier naturel n a partir d’'un certain rang : || > { > 1, alors

uﬂ
la suite (u, ),y diverge. En effet, il suffit d’appliquer le théoréme & la suite de terme général TuLl pour voir que
lim,,_,, oo |t,| = +00.

2. Toujours avec les notations du théoréme, si { = 1 on ne peut rien dire.
Exemple

Pour un nombre réel a, a > 0, calculer lim,,_,, o v/a.
On va montrer que lim,_,, ., /@ = 1. Si a = 1, c’est clair. Supposons a > 1. Ecrivons a = 1+ h, avec h > 0. Comme

A" h
(1+—) z14+n—-=1+h=a
n n

(voir la preuve de la proposition 8) on a en appliquant la fonction racine n-éme, /- :
h_ .
1+-2+va>1
n

On peut conclure grice au théoréme « des gendarmes » que lim,,_,. ., +/a = 1. Enfin, si a < 1, on applique le cas
précédenta b=1>1,




4, Approximation des réels par des décimau

Proposition 10.
Soit a € R. Posons

E(10"a)
Up= ———
107
Alors u,, est une approximation décimale de a a 107" prés, en particulier lim,,_,, o U, = a.

Exemple .
m=23,14159265...

0
up = 2G5™ = E(n) =3
__ EQ10'm) __ E(31,415..) _
U = (10; )_ 7 10 )—3’1
_ E(10%m) _ E(314,15..) _
U= "9g =100 —3,14
u; = 3,141

Démonstration. D’aprés la définition de la partie entiére, on a
E(10"a) < 10"a < E(10"a) +1

donc

1
Uy, <a<un+—10n
ou encore

Fr =
0<a—u,< o
& est une suite géométrique de raison

L

Or la suite de terme général 10>

lim,_, 00y =a.

IV. Théoreme de convergence
1. Toute suite convergente est bornée

Revenons sur une propriété importante que nous avons déja démontrée dans la section sur les limites.

donc elle tend vers 0. On en déduit que

Proposition 11.
Toute suite convergente est bornée.

La réciproque est fausse mais nous allons ajouter une hypothése supplémentaire pour obtenir des résultats.

2. Suite monotone

Théoréme 2.

Toute suite croissante et majorée est convergente.

Remarque.
Et aussi :
« Toute suite décroissante et minorée est convergente.
» Une suite croissante et qui n’est pas majorée tend vers +00.
« Une suite décroissante et qui n’est pas minorée tend vers —oo.

Démonstration d. théoréme 2. Notons A = {u,|n € N} ¢ R. Comme la suite (u,) ey €st majorée, disons par le réel
M, I'ensemble A est majoré par M, et de plus il est non vide. Donc d’apres le théoréme R4 du chapitre sur les réels,
I’ensemble A admet une borne supérieure : notons { = supA. Montrons que lim,_,,, u, = . Soit € > 0. Par la
caractérisation de la borne supérieure, il existe un élément uy de A tel que £ — e < uy < £. Mais alors pour n > N on
al—e<uy<u,<{ etdonc |u,—£|<e.

©



3. Deux exemples
La limite {(2)

Soit (u,),>1 la suite de terme général :

e 1,1 1
u, = +§+§+"'+§.
« La suite (u,),>; est croissante : en effet u,,, —u, = ﬁ > 0.

« Montrons par récurrence que pour tout entier natureln > lonau, < 2— %
— Pourn=1,onauy, =1<1=2—1.
. 1 _ 1 _1 1 1 1
— Fixons n > 1 pour lequel on suppose u, < 2— ;. Alors iy = Uy + e S2— 3+ e O i S mrp =
% - ﬁ, doncu,,; <2— #, ce qui achéve la récurrence.
« Donc la suite (u, ), est croissante et majorée par 2 : elle converge.

N s . 2
On note {(2) cette limite, vous montrerez plus tard qu'en fait {(2) = %-.

Suite harmonique

Cest la suite (u,),>; de terme général :

L b el
s = s S TR e
n 2 3 n
Calculons lim,,_, o, u,.

« La suite (u,),>; est croissante : en effet u,,, —u, = —=>0.
« Minoration de ty, —ug-1. On a uy, —u; = 1+%—1 = % JUs—Up = % + % > };+% =1 eten général :

2
1 1 1 1 1

—Upp1 = + Froob—>2W T x — ==
U=l = o 1 T 112 2 2% 2

2r-1=20—2r-1 termes > 55

o lim, ,, oo u, =+00. En effet
Up — 1=ty —uy = (uy —uy) + (g — )+ + (U —up-1) =

donc la suite (u,),>, est croissante mais n'est pas bornée, donc elle tend vers +00.

4. Suites adjacentes

Définition 7.
Les suites (u,)pen €t (Vy)nen sont dites adjacentes si

1. (u,)nen est croissante et (v, ),ey €st décroissante,
2. pour toutn =0, onau, < v,,

3. im0 (v, —u,) =0.

' Théoréme 3.

Si les suites () ner et (Vo Jnen sont adjacentes,
elles convergent vers la méme limite.

-

Il y a donc deux résultats dans ce théoréme, la convergence de (u,) et (v,) et en plus I'égalité des limites. Les termes
de la suites sont ordonnées ainsi :

g Sy Sy €--v

Démonstration.

« La suite (u, ),y €St croissante et majorée par v,, donc elle converge vers une limite £.
« La suite (v,) ey st décroissante et minorée par u,, donc elle converge vers une limite £’.
e Donc ¢/ —£ =1lim,_,,oo(v,—u,) =0, dott &' =¢.




Exemple

Reprenons 'exemple de {(2). Soient (u,) et (v,) les deux suites définies pour n > 1 par
a1 1 1 B

un—k ﬁ— +§+§+“.+P et v,=u,+

=1

Montrons que (u,,) et (v,) sont deux suites adjacentes :

n+1’

1.(a) (u,) est croissante car u,,; —u, = ﬁ > 0.

(b) (v,) est décroissante :
i mit= L
2. Pour toutn > 1: v, —u, = =% >0, donc u, < v,.
3. Enfin comme v, —u, = % alors lim(v, —u,) = 0.

Les suites (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes, elles convergent donc vers une méme limite finie £. Nous avons
en plus 'encadrement u, < { < v, pour tout n = 1. Ceci fournit des approximations de la limite : par exemple pour
n=3,1+3+3<{<1+3+5+3donc1,3611...<¢<1,8611...

Exercice
Soit (u,),>1 la suite de terme général :

Montrer que la suite (u,),>; converge (on pourra considérer la suite (v,),>, de terme général v, = u, + n—lg).

Remarque.
On note {(3) cette limite. On l'appelle aussi constante d’Apéry qui a prouvé en 1978 que {(3) ¢ Q.

5. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Définition 8.
Soit (up)nen une suite. Une suite extraite ou sous-suite de (u,),ey st une suite de la forme (uy(y))nen, O
¢ : N — N est une application strictement croissante.

A

$(0) @(1)

Exemple
Soit la suite (u,),en de terme général u,, = (—1)".
« Sion considére ¢ : N — N donnée par ¢(n) = 2n, alors la suite extraite correspondante a pour terme général

Uy = (—1)*" =1, donc la suite (ug())nen €st constante égale a 1,
» Sion considére v : N — N donnée par 1(n) = 3n, alors la suite extraite correspondante a pour terme général

Uy = (—1)*" = ((—1)3)n = (—1)". La suite (ity(n))nen est donc égale a (u,)pen-
A

$(0)=0

0




Proposition 12.
Soit (up)new une suite. Si lim,,_, o0 4, = £, alors pour toute suite extraite (iLy(n)Jnen 0N @ limy,_, ;o0 Ugm) = L.

Démonstration. Soit ¢ > 0. D’aprés la définition de limite (définition 4), il existe un entier naturel N tel que n = N
implique |u, —£| < e. Comme l'application ¢ est strictement croissante, on montre facilement par récurrence que
pour tout n, on a ¢(n) = n. Ceci implique en particulier que si n = N, alors aussi ¢(n) = N, et donc |uy,) — €| <e.
Donc la définition de limite (définition 4) s’applique aussi a la suite extraite.

Corollaire 2.
Soit (u,)nen une suite. Si elle admet une sous-suite divergente, ou bien si elle admet deux sous-suites convergeant vers
des limites distinctes, alors elle diverge.

Exemple
Soit la suite (u,),ey de terme général u, = (—1)". Alors (U, )pen converge vers 1, et (Us,41)nen CcONverge vers —1 (en
fait ces deux sous-suites sont constantes). On en déduit que la suite (u, ),y diverge.

Exercice
Soit (u,) ey Une suite. On suppose que les deux sous-suites (s, )pen €t (Usns1)nen cONvergent vers la méme limite £.
Montrer que (u,),cn converge également vers £.

Terminons par un résultat théorique trés important.

Théoréeme 4 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass).
Toute suite bornée admet une sous-suite convergente.

Exemple
1. On considére la suite (u, ) ey de terme général u, = (—1)". Alors on peut considérer les deux sous-suites (uz, Jner
et (Upns1)nen-
. On considére la suite (v,),ey de terme général v, = cosn. Le théoréme affirme qu'il existe une sous-suite
convergente, mais il est moins facile de I'expliciter.

Démonstration. du théoréme 4. On procéde par dichotomie. Uensemble des valeurs de la suite est par hypothése

contenu dans un intervalle [a, b]. Posons ay = a, by = b, ¢(0) = 0. Au moins I'un des deux intervalles [ao, ““;b"]

“";b" , bo:l contient u,, pour une infinité d’indices n. On note [a;, b;] un tel intervalle, et on note ¢ (1) un entier

(1) > ¢(0) tel que uy() € [ay, by .

a b,

—————

r
L

ap by

En itérant cette construction, on construit pour tout entier naturel n un intervalle [a,, b, ], de longueur 92%,“, et un
entier ¢(n) > ¢(n—1) tel que uy,) € [a,, b,]. Notons que par construction la suite (a, ),y est croissante et la suite
(b, )nen est décroissante,

Comme de plus lim,,_, , o, (b, —a,) = lim,_,, o [’2;,,“ =0, les suites (a, ) en €t (b, ) ey sont adjacentes et donc convergent
vers une méme limite £. On peut appliquer le théoréme « des gendarmes » pour conclure que lim,,_, ;o Ug(ny) = €.

V. Suites récurrentes
1. Suite récurrente définie par une fonction

Soit f : R — R une fonction. Une suite récurrente est définie par son premier terme et une relation permettant de
calculer les termes de proche en proche :

ugeR et up=f(u,) pournz=D0.

Une suite récurrente est donc définie par deux données : un terme initial i, et une relation de récurrence u,,; = f(u,).
La suite s’écrit ainsi :

ug, uy=f(up), uxy=f(u)=F(f(up)), uz=f(uz)=rFf(f(uo)))...

Le comportement d'une telle suite peut trés vite devenir complexe.




Exemple
Soit f(x) =1+ +/x. Fixons u, = 2 et définissons pour n = 0 : u,; = f(u,). Cest-a-dire u,,; = 1+ ,/u,. Alors les
premiers termes de la suite sont :

2, 1442 1+V1443, 14+V1$v1+43 1+\/1+\/1+\/1+1/§,...

Une suite récurrente donnée n’est pas forcément convergente. Lorsqu’elle admet une limite, 'ensemble des valeurs
possibles est restreint par le résultat essentiel suivant.

Proposition 13.
Si f est une fonction continue et la suite récurrente (u,) converge vers £, alors £ est une solution de Uéquation :

fi)=t

Si on arrive & montrer que la limite existe, cette proposition affirme qu’elle est & chercher parmi les solutions de
I'équation f(£) =¢.

Une valeur £, vérifiant f(¢) = £ est un point fixe de f. La preuve est trés simple et utilise essentiellement la continuité
de la fonction f :

Démonstration. 1.orsque n — +00, u, — { et donc aussi u,,; — £. Comme u,, — { et que f est continue alors la suite
(f (u,)) — f(£). La relation u,,, = f (u,) devient a la limite (lorsque n — +0c0) : £ = f(£).

Nous allons étudier en détail deux cas particuliers, celui ou la fonction est croissante, puis celui ou la fonction est
décroissante.

2. Cas d’une fonction croissante

Commengons par remarquer que pour une fonction croissante, le comportement de la suite (u,) définie par récurrence
est assez simple :

e Siuy = ug alors (u,) est croissante.

» Siuy < ug alors (u,) est décroissante.
La preuve est facile par récurrence : par exemple si u; = ug, alors comme f est croissante ona u, = f(u;) = f(uy) = uy.
Partant de u, = u; on en déduit us > us,...

Voici le résultat principal :

Proposition 14,
Si f :[a,b] — [a, b] une fonction continue et croissante, alors quelque soit uy € [a, b), la suite récurrente (u,) est

monotone et converge vers { € [a, b] vérifiant| f({) ={

Il y a une hypothése importante qui est un peu cachée : f va de l'intervalle [a, b] dans lui-méme. Dans la pratique,
pour appliquer cette proposition, il faut commencer par choisir [a, b] et vérifier que f([a, b]) € [a, b].

Yy

f([a,b])

©



Démonstration. La preuve est une conséquence des résultats précédents. Par exemple si 11, = u alors la suite (u,) est
croissante, comme par ailleurs elle est majorée par b, elle converge vers un réel {. Par la proposition 13, ona f(£) =£.
Siuy < ug, (u,) est une décroissante et minorée par a, et la conclusion est la méme,

Exemple
Soit fp: R — R définie par f(x) = }1(352 —1)(x —2)+x et uy € [0, 2]. Etudions la suite (u,,) définie par récurrence
Unq = f (u,) (pour tout n = 0),
1. Etude de f
(a) f est continue sur R,
(b) f est dérivable sur R et f'(x) > 0.
(c) Sur lintervalle [0, 2], f est strictement croissante.
(d) Et comme f(0)= 3 et f(2) =2 alors f([0,2]) c [0,2].
2. Graphe de f

: i - - i >
o i W2 g ujuy 2 X

Voici comment tracer la suite : on trace le graphe de f et la bissectrice (y = x). On part d’une valeur u; (en rouge)
sur I'axe des abscisses, la valeur u; = f(ug) se lit sur I'axe des ordonnées, mais on reporte la valeur de u; sur I'axe
des abscisses par symétrie par rapport a la bissectrice. On recommence : iy = f (1) se lit sur I'axe des ordonnées
et on le reporte sur l'axe des abscisses, etc. On obtient ainsi une sorte d’escalier, et graphiquement on conjecture
que la suite est croissante et tend vers 1. Si on part d'une autre valeur initiale u"o (en vert), c’est le méme principe,
mais cette fois on obtient un escalier qui descend.

. Calcul des points fixes.
Cherchons les valeurs x qui vérifient (f (x) = x), autrement dit (f (x) — x = 0), mais

f(x)—xzitxz-l)(x—Z}

Donc les points fixes sont les {—1, 1, 2}. La limite de (u,,) est donc a chercher parmi ces 3 valeurs.
. Premier cas : upg =1 ou up = 2.
Alors uy = f (ug) = u, et par récurrence la suite (u,,) est constante (et converge donc vers u).

5. Deuxiéme cas : 0 < ug < 1.

« Comme f([0,1]) € [0,1], la fonction f se restreint sur I'intervalle [0, 1] en une fonction f : [0,1] — [0,1].

» De plus sur [0,1], f(x)—x = 0. Cela se déduit de I'étude de f ou directement de I'expression (1).

» Pour ug €[0,1[, u; = f(uy) = uy d’apres le point précédent. Comme f est croissante, par récurrence, comme
on I'a vu, la suite (1, ) est croissante.
La suite (u,) est croissante et majorée par 1, donc elle converge. Notons £ sa limite,
D'une part £ doit étre un point fixe de f : f(£)=£€. Donc ¢ € {—1,1,2}.
D'autre part la suite (u,) étant croissante avec u,, > 0 et majorée par 1, donc £ € [0,1].
Conclusion : si 0 < ug < 1 alors (u,,) converge vers £ = 1.




. Troisiéme cas : 1 <uy < 2.
La fonction f se restreint en f : [1,2] — [1,2]. Sur Pintervalle [1,2], f est croissante mais cette fois f(x) < x.
Donc u; < uy, et la suite (u,) est décroissante. La suite (u,) étant minorée par 1, elle converge. Si on note £ sa

limite alors d'une part f ({) = ¢, donc { € {—1,1,2}, et d’'autre part { € [1,2[. Conclusion : (u,) converge vers
£=1.

Le graphe de f joue un rdle trés important, il faut le tracer méme si on ne le demande pas explicitement. Il permet
de se faire une idée trés précise du comportement de la suite : Est-elle croissante ? Est-elle positive ? Semble-t-elle
converger ? Vers quelle limite ? Ces indications sont essentielles pour savoir ce qu'il faut montrer lors de I'étude de la
suite.

3. Cas d’une fonction décroissante

Proposition 15.
Soit f : [a,b] — [a, b] une fonction continue et décroissante. Soit u, € [a, b] et la suite récurrente (u, ) définie par
Une1 = f (un). Alors :

« La sous-suite (u,,) converge vers une limite { vérifiant f o f (£) = L.

 La sous-suite (U, ) converge vers une limite £’ vérifiant f o f(£') = £’

Il se peut (ou pas!) que £ =¢'.

Démonstration.La preuve se déduit du cas croissant. La fonction f étant décroissante, la fonction f o f est croissante,
Et on applique la proposition 14 a la fonction f o f et a la sous-suite (u,,) définie par récurrence u, = f o f (ug),
uy = f o fup),...

De méme en partant de u; et us = f o f(uy),... |

Exemple

1 1
f(X):1+;, u0>0: un+1=f(un)=1+u_

n
1. Frude de f. La fonction f :]0,+co[—]0,+0c0[ est une fonction continue et strictement décroissante.
2. Graphe de f.

U,

Le principe pour tracer la suite est le méme qu'auparavant : on place u,, on trace u, = f (ug) sur 'axe des ordonnées
et on le reporte par symétrie sur 'axe des abscisses,... On obtient ainsi une sorte d’escargot, et graphiquement
on conjecture que la suite converge vers le point fixe de f. En plus on note que la suite des termes de rang pair
semble une suite croissante, alors que la suite des termes de rang impair semble décroissante.
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3. Points fixes de f o f,

x  2x+1
x+1 x+1

fwﬂﬂzf&&ﬁ2f0+%]:1+

2x+1

foflx)=x &= —=

1—4/5 1++/5
2 2

=x = x’—x—-1=0 xe{

Comme la limite doit étre positive, le seul point fixe a considérer est £ = ”T‘F’

Attention ! Il y a un unique point fixe, mais on ne peut pas conclure a ce stade car f est définie sur ]0, +oo[ qui
n’est pas un intervalle compact.

. Premiercas 0 < up < £ = 1+T‘/ﬁ

Alors, uy = f(ug) = f(£) = €; et par une étude de f o f(x)—x, on obtient que : u; = f o f(uy) = up; Uy =
fof(w)=u,

Comme u, = ug et f o f est croissante, la suite (u,,) est croissante, De méme u; < uy, donc la suite (u,,,,) est
décroissante. De plus comme u, < uy, en appliquant f un nombre pair de fois, on obtient que u,, < uy,.q. La
situation est donc la suivante :

Ug S Uy S - S lUgy S0 & Ugyyq &0 S Uy S U

La suite (u,,) est croissante et majorée par uy, donc elle converge, Sa limite ne peut étre que 'unique point fixe de
g 1445

fofit===

La suite (uy,. ) est décroissante et minorée par u,, donc elle converge aussi vers { = %

On en conclut que la suite (u,) converge vers { = HT‘G

. Deuxiéme cas uy = € = HT‘/E

On montre de la méme facon que (i, ) est décroissante et converge vers % et que (uy,,,) €st croissante et

: 5
converge aussl vers % .




C

Fonction logarithme

D

Fonction logarithme népérien.

1)

3)
4)

5)

6)

7)

8)

9)

Activité :

. 1 S .
Montrer que la fonction x > — admet une primitive sur I’intervalle ]0;+oof .
X

Définition: La primitive de la fonction x > — sur ]0;+o0[ qui s’annule en 1 (c’est-a-dire
x

In(1)=0), est appelée la fonction logarithme népérien, cette fonction est notée In.
2) En déduire que la fonction In est continue et dérivable sur 7=]0;+o[, et que In

est strictement croissante surl .
Etudier le signe de la fonction In sur ]0;+ oo .

Montrer qu’il existe un, et un seul, nombre e de I’intervalle ]2,72;2,73[ tel que

In(e)=1 .

Soit f une fonction définie sur ]0;+oo[ par: f(x)=In(kx)-In(x) et k>0.

a- Montrer que f'est nulle, puis en déduire la monotonie de f.

b- Donner f(1), puis en déduire que In(kx)=In(k)+In(x).

¢- En déduire que pour tout couple (a;b) de réels strictement positifs et pour

tout relatif nona: in(ab)=Ina+nd ; ln(%j:lna—lnb ; ln(ljz—lna ;
a

ln(a") =n.Ina et ln(e" ) =n .
On admet que }Ll}lw Inx =+0 En déduire que 31_2)1 Inx =-0 puis interpréter
graphiquement le résultat.
Calculer lxlgll:lTx et donner I’¢quation de la tangente de (c, ) au point A(1;0)
puis en déduire !{133@
Considérons la fonction g définie sur [1;+c] par g(x)= 2Jx —In(x) .
a) Montrer que la fonction g est croissante Sur[1;-+oof .

b) Montrer que la fonction g est minorée par 2, et en déduire que

(vezD):;0< ¥ 2
X X

. Inx . . . . .
¢) Calculer lim — et interpréter graphiquement le résultat, puis calculer
x> X

lim xInx .

x->0%

Etudier la concavit€ de In, puis tracer (¢, )dans un repere orthonormé.

10) Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I de IR.

,_u'(x)
a u(x) ’

Montrer que x > In(u(x)) est dérivable sur I et que (ln(u(x)))

Conséquences
La fonction In est définie,
continue et dérivable sur
]0;5+oof , et pour tout réel

strictement positif on a :
1

In'(x)=—, de plus.
X

Propriétés algébriques
Pour tous réels a et b

strictement positifs, on a :
u ln(ab) =Ina+Inb

. ln[a—] =Ina—-Inb
b

. ln[lj =—Ina
a

. ln(e) =1

] ln(a”)=nlna (n ef.//j)
" ln(\f;)=%lna

ln(e") =n (n € /A)

Equations et inéquations
Pour tous réels x et)

strictement positifs, on a :
" Inx=lhyox=y
" Inx<lnysx<y

= lhx<0s0<x<1
s Inx>0cx>1
Limites

e lim In x = +o0
X—>+00

e lim ln_x=0
x>+ x

e limlnx=-o
xo0"

e limxlnx=0
x—0%

Corollaire :Si u est une fonction dérivable sur I telle que u(x) #0 pour tout réel x de I, alors la fonction

f:

u'(x)

X
u(x

admet des primitives de la forme : x = Inju(x)|+c ou ¢ est une constante réelle.

IT) Logarithme décimal.

1
Définition : La fonction logarithme décimal, noté log, est la fonction définie sur ]0;+oo[ par : log(x)= ﬁ
III) Logarithme de base a avec a<]0;1[U]1;+o.
Inx

Définition : La fonction logarithme de base a, noté log, , est la fonction définie sur ]0;+oo[ par : log,(x)= ng"
na

Pr: BELKHYR ABDELAZIZ
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Les fonctions exponentielles

Prof. Smail BOUGUERCH

La fonction exponentielle népérienne:

Définition :

x —1Inx, et qui est définie sur R

La fonction exponentielle népérien, notée e” (ouexp(x) ), est la fonction réciproque de la fonction

Déductions et propriétés:

Vx eR e >0
Ine* =x

Vx eRet Vy eR

Vx € |0;+o0 e =y

eX Xey =e.X+y

Vx eRet Vy eR
e =’ &ox=y

o el x>y

e’ )r =e"” ; (re@)

Vx eR et Vy €]0;+00]

o =y x=hy

Si n est pair, alors (‘v’x ER*);lnX” =nln|x|

Le Domaine de définition:

La fonction f est définie comme suit :

Son domaine de définition est :

f(x)=e

D, =R

f)=er

D, ={x eR/x eD,}

Les limites:

Limites principales

Déductions

lime* =+

X —>+00

lim u (x ) =400 = lim ¢“**’

)C—))CO X—)XO

= 400

lime* =0

X —>—o0

limu(x)=—0= lime““ =0

X =X 0 X *))CO

X

. e
lim

X >+ x

=400

n

. . e
Imu(x)=+0= lim ——— =+
X=X XX [I/t (x )]”

limx"e* =0

X -0

.)C—).XO

limu(x)=—-0= lim [u(x)]n ") =0

im& —1_1
X

u(x) _
limu(x) = 0= lim 1 =1
XX X —x M(.X)

Ces limites sont toujours valables lorsqu’on les traite soit a droite ou a

gauche de X' ( ©u bien au voisinage de +00 ou —00O




La continuité:

La fonction x > e” est continue sur I'intervalle R

Si i est continue sur un intervalle I alors la fonction x > e" ™’ est continue sur l'intervalle [

La dérivabilité:

La fonction x —e” est dérivable Si u est dérivable sur un intervalle [ alors la

u(x)

sur 'intervalle Retona: fonction x F>e est dérivable sur l'intervalle [

' _ etona:
Vx eR;(ex) =e" ,
Vx el ; (e“(")) =u'(x)xe"™

La représentation graphique:

T L
1 0 1 2

La fonction exponentielle de base ad avee a € Ri - {1} :

Définition:

La fonction exponentielle de base a, notée : a*, est la réciproque delog,

Déductions et propriétés:

VxeR q' =e*M™ VxeRetVyeRetreQ

log, (a")=x a* xa’ =a*™

VXe ]O; +oo[ a'%%* =x

X

a' =a <x=y

VxeRVy E]O;+OO[

a =y ox=log,y

Limites et inéquations:

a1 0<a<1
a' -a x>y a -a <ox <y

lim a* =+oo lima* =0
X —>+00 X —>+00
lima* =0 lim a® =4

X —>—00 X ——00

La dérivée:

1

VXE]O;—FOO[ ; (logax)! = .
X Ina




[

Fonction exponentielle

I) Fonction exponentielle népérienne.

Activité :

1) Montrer que la fonction In admet une fonction réciproque définie sur IR.

Définition: La fonction réciproque de la fonction In est une fonction définie
sur IR est appelée la fonction exponentielle népérienne ou naturelle et se
note exp . donc exp(x)=y<x=Iny avec xelIR et y>0

2) Calculer exp(0) et exp(l)- | ~2,7182818284 59045235

3) déduire que la fonction exp est continue , dérivable et strictement
croissante sur IR.

4) Etudier le signe de la fonction exp sur IR.

5) En déduire que pour tout couple (a;b)de réels on a :

expa N 1
expb o exp( a)_expa

exp(a+b)=exp(a)xexp(b) ; exp(a-b)=

Tracer la courbe de la fonction exp dans un repere orthonormé (0,i,)).

lim 2P* .

X—>+o X

6)
7)
8)

En déduire les limites suivantes : lim exp(x); lim exp(x) et
Déterminer exp'(x) et (exp(u(x)))' tel que u une fonction dérivable .

exp(x)-1
X

9) Calculer liga et donner I’équation de la tangente de (Cexp) au

point B(0;1).
10) Montrer que (Vr €Q):exp(r)=e’.

Définition :

On appelle fonction
exponentielle, 1a
fonction réciproque
de la fonction

L’image d’un réel x

par la fonction
exponentielle
est notée e*

logarithme népérien.

Conséquences
La fonction exp est définie,
continue et dérivable sur IR, et
pour tout réel on a :
( o ). _et

= Le nombre e est un nombre
irrationnel tel que:

=  Siu est dérivable sur I,
alors la fonction x - "™
est dérivable sur I eton a :

(eu(x))' = u!(x)eu(x)
Propriétés algébriques

Pour tousréelsaetb ,ona:
™ ea Xeb =ea+b

exp(x)=e* et

e’ _ 1 _
] — = ea b et — =¢ a
e e
= (e") =e™ (n IS Z)
"=} avec b>0

Equations et inéquations
Pour tous réelsx et),on a:

B e >0
" o= x=y
" o<’ &x<y
. {x=lny
e =y
y>0
Limites (nelIN")

e lim e* =+ elime* =0
X—>+o© xX—>—®©
X X
e lim — =4 e lim = 400
x>+ x x>ty

e lim x"e* =0

X —>—©

e lim xe* =0

X—>—©

e’ —1
elim =
x>0 X

1

Corollaire :Si u est une fonction dérivable sur I, alors
la fonction x > u'(x)e“” admet des primitives de la

forme : x> e"™ +¢ ou ¢ est une constante réelle.

IT) Fonction exponentielle de base a avec ac]0;1[U]t;+o.

Définition: La fonction réciproque de la fonction log, est une fonction définie sur IR est appelée la fonction

exponentielle de base a et se note exp, tel que : exp,(x)=a* =e™™ .

Dérivée de la fonction x > a*: (Vx €IR)sexp,'(x) = (a*)' =(¢""*)' = (Ina).e™™ =(Ina).a*

Remarques :exp,(x)=e¢* ; log,(x)=Inx ; log,(a)=1 ; log, (x)=

log, (x)
log, (a)

(changement de base)

YATEATIATL

N g

Pr: BELKHYR ABDELAZIZ

w.aldll dssda.LuU)

9/2020

18



Les nombres complexes
Prof. Smail BOUGUERCH

Définition:

| L’ensemble des nombres complexes s’écrit : C = {z =a+ib/(ab)eR’et i’ = —1}

L’écriture algébrigque d’un nombre complexe:

Soit z =a+ib un nombre complexe avec : (a;b) € R?

e a+ib est!'écriture algébrique du nombre complexe z
e Lenombre a estla partie réelle de z , notée : Re(z)

e Lenombre b est la partie imaginaire de z , notée : Im(z)

Cas particulier: e SiIm(z)=0,alorsz estun nombre réel
e Si Re(z)=0, alorsz est un nombre imaginaire pur
Egalité de deux nombres complexes:

Soit z et z'deux nombres complexes
z =z'"<Re(z)=Re(z’) et Im(z)=Im(z")

Représentation graphique d’un nombre complexe:

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé

Soit z =a+ib un nombre complexe avec: (a;b) € R*
On relie le nombre complexe z avec le point M (a;b)

Le nombre z s’appelle I'affixe du point M et le point M
s’appelle I'image du nombre z et on écrit : M (z)

Conjugué d’un nombre complexe:

Soit z =a+ib un nombre complexe avec : (a;b) € R*

Le conjugué du nombre complexe z est le complexe noté
Z avec Z =a—ib

7=z
z+z =2Re(z)

z—z =2Im(z)

zx7 =[Re(z)] +[Im(z)]’

Module d’un nombre complexe:

Soit z =a+ib un nombre complexe avec : (a;b) € R*
Le module du nombre complexe z est le nombre réel positif

|Z|avec :|Z|=\/Z?=«ia2 +b?

*

‘Z" =|Z|n;neN |—Z|=|Z|

_ |
ik - (=0




L’argument d’un nombre complexe non nul:

L'argument du nombre complexe z est

mesures de I'angle orienté (el;OM )

Soit z un nombre complexe non nul et M son image

On le note: arg(z ) et on écrit: arg(z) =

@Vun des

6’[27[]

La forme trigonométrique et 1a notation exponentielle d’un nombre complexe non

nul:

Soit z un nombre complexe non nul
Onpose: r = |z| et arg(z) = 6’[27[]

e La notation exponentielle du complexe z est: z =re'’

e Laforme trigonométrique du complexe z est: z =r (COS(9+i sin 9) = [r,H]

Cas particulier:

L’écriture trigonométrique (réduite) d’un nombre réel a non nul

a>0

a<0

a :[a,O]

: T
ai =|a,+—
e

arg(7) = —arg(z) [ 27] [

g L= [2r]

4

arg (%) = (arg(z) —arg(z)))[27]

arg(zz ") = (arg(z) +arg(@))[27z] | [r.0]x[r.0]=[rxr",6+0]
’—0]:[”»_‘9] re'’ =re™’
—arg(z) = (7 +arg(2))[27] —[r.0]=[r.z+6] —re'? =
arg(z") =narg(z)[27] [r.0] =[r”,nx 6’]

re'?xre'? = (rxre

ret (r+0)

i (0+0")

o VkeZ; [r,0+2k7z]:[r,6’]

o arg(z)=km< z estunréel(k €Z)

o arg(z):%+k7r<:>z est un imaginaire pur (k €Z)

Formule de MOIVRE:

Formules d’EULER:

VneN

(cost9+i sin@)n =cosn@+isinnd

io —-i6

VOelR

e'’ +e )
cosH:T et sin@ =

Résolution de I’équation 7’ =a (z<C) avec (a €R):

L’équation

Ensembles de solutions

§ ={-iasia}

s ={0}

s ={~iN-a;i-a}




Résolution de I’équation 7 cC ; az > +bz +c =0 _avec aeth etc desréelset a #0;

L’équation Ensembles de solutions
g _{—b—i\/Z_—b +i\/Z}

2a 2a
z7e€C;az’+bz +¢c =0 S:{_b}
(A=b?—4ac) 2a

¢ _{—b—i “A b +ix/—A}

2a 2a

Notions géométriques: ]
La notion géométrique La relation complexe
La distance AB

I centre du segment [AB]

Mesure de I'angle (E,ﬁ)

: . Zc T2,
A etB et C des points alignés - €
Zp ~ X4

Zp —Za XZD —Zc c

. . ip~%4 <Zp~<¢
A etB et C etD des points cocycliques

Zpn—X Zp —X
y 2o A 2B CcR
ip~%, <p~<c

AM =r

M appartient au cercle de centre A et de rayon r
AM =AB

M appartient a la médiatrice du segment [AB]

(0]

|z —zA|=r ; (r>0)

e —z4| =]z —25|

Zc — X% T
£ 4= |:7’;i5} ABC est un triangle rectangle au point A

Zc 724

ABC est un triangle isocéle au point A
Zp —24

Lc ~2y

ABC est un triangle rectangle et isocéle au point A
Zp ~ 24

Zc %4 _
ip =24

La représentation complexe de g ul gues transformations usuelles:
La transformation La représentation complexe
La translation : 7. z'=7 +b ,avec b est I'affixe du vecteur '

L’homothétie : A (k) z'—w=k (z—w), avec w I'affixe du point Q
La rotation : R (€2;60)

ABC est un triangle équilatéral

7' —w=e"’(z—w), avec @ Vaffixe du point Q




Nombres complexes \

Les nombres complexes prennent naissance au XVIeme si¢cle lorsqu’un italien Gerolamo

Cardano (1501 ; 1576), ci-contre, au nom francisé de Jérome Cardan, introduit N 15 pour résoudre
des équations du troisieme degré.
' En 1572, un autre italien, Rafaele Bombelli (1526 ; 1573) publie "Algebra, parte maggiore

dell’aritmetica, divisa in tre libri" dans lequel il présente des nombres de la forme a+ I et
poursuit les travaux de Cardan sur la recherche de solutions non réelles pour des équations du
troisieme degré.

A cette époque, on sait manipuler les racines carrées d’entiers négatifs mais on ne les considere pas
comme des nombres. Lorsqu’une solution d’équation posséde une telle racine, elle est dite imaginaire.

La notation i apparait en 1777 siecle avec Leonhard Euler (1707 ; 1783) qui développe la théorie des nombres complexes
sans encore les considérer comme de « vrais » nombres. Il les qualifie de nombres impossibles ou de nombres imaginaires.
Au XIXe siecle, Gauss puis Hamilton posent les structures de 1’ensemble des nombres complexes. Les nombres sans partie
imaginaire sont un cas particulier de ces nouveaux nombres. On les qualifie de « réel » car proche de la vie. Les complexes
sont encore considérés comme une création de I’esprit.

I) Notion de nombre complexe.

Définition : On appelle nombre complexe, tout élément écrit a +ib, dans lequel a et b deux réels et i un élément
vérifiant ;> = —1. L’ensemble des nombres complexes est noté C .

Vocabulaire :
- L'écriture a+ib d'un nombre complexe { est appelée la forme

algébrique de 7.

- Le nombre a s'appelle la partie réelle et le nombre b s'appelle C(R D(7
la partie_imaginaire, et on note Re(z)=a et Im(z)=5b. @

Remarques :
= Si b =0 alors z est un nombre réel.

* Si a=0 alors z est un nombre imaginaire pur, et on dit que z €ilR.

* Dans €, on définit une addition et une multiplication qui suivent les mémes regles de calcul que dans IR.
" z=z'&Re(z)=Re(z') et Im(z)=Im(z")

" z=0<Re(z)=0 et Im(z)=0.

»  C est un corps non ordonné.

Définition : Soit un nombre complexe z =a +ib .

On appelle nombre complexe_conjugué de z, le nombre, noté z,ou z=a—ib.

Propriétés : Soit z=a+ib et z' deux nombres complexes et n entier naturel non nul.
= - - = - - — — —\n
Dz=z 3 2z+z'=z+z" ;5  3zxz'=zxz' 4)1'12(1) ) [_J:
b4

6) zxz=a’+b> 3 T)z+z=2Re(z) ; 8)z—-z=2Im(z) ; 9 zecilRe>z=—7 ; 10)zelRe>z=1

) . 1 z a-ib a b
Remarque : Si z=a+ib et z#0 alors —=— = -
Z zz a*+b* a*+b* a*+b?

IT) Représentation géométrique d'un nombre complexe.

i (forme algébrique de —)
<

Définitions : Soient a et b deux réels. Et le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (0,;,;).
= A tout nombre complexe z =a+ib, on associe le point M(a,b), le nombre complexe z =a+ib est appelé
affixe du point M. Et le point M est appelé image ponctuelle de z =a +ib , et on note M(z).

» [’image vectorielle du nombre z =a+ib est le vecteur w=0M , le nombre z =a+ib est appelé affixe
du vecteur w=0M . (Voir figure 1 p26)
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Propriétés :
M(z) et M'(z") sont deux points du plan et w(z) un vecteur.

axe des

imaginaires purs

a) Le vecteur MM' a pour affixe z'-z.

b) Le vecteur OM +OM' a pour affixe z+7z'.
c¢) Le vecteur kw , k réel, a pour affixe k.z . (figure 1) B . Mz=a+ib

+
d) Le milieu I du segment [MM ‘] a pour affixe z;, = Tt

ol o a axe des réels

III)Equations du second degré dans C .

Considérons I’équation az® +bz+c =0, ou a, b et c des réels avec a #0. Et soit A =b> —4ac le discriminant.

» Si A<O0 :L'équation az’ +bz +c =0 a deux solutions complexes conjuguées :

—b-3 et z2=_b+8 avec A=38".
2a 2a

IV)Forme trigonométrique d’'un nombre complexe non nul.

Z =

Dans tout ce qui reste, le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (0,;;,;)
Soit M(z) un point du plan avec M différent du pointO et z=a+ib.
Alors OM = x/a +b° , cos(u,O0M)=—= et sin(u,0M)=—— e
a’+b’ a’+b’ O\/}//
Définitions : On appelle module de z =a +ib , noté ‘Z ‘ le réel Na* +b° . ) //
* On appelle argument de z=a+ib , noté arg(z)tout réel & tel que: W 6 = arg(z)
b i a
cosf = Za = et sinf = — o W __
Ja* +b Na*+b (u,OM)=argz
* Sionpose I'= ‘Z‘ et arg(z)=6, alors 2 =r(COSH+iSin0)
et cet écriture est dite écriture trigonométrique de 2 .
Propriétés des modules Propriétés des arguments

Soient Z et z' deux nombres complexes, et n un entier naturel. A N S SR IR PO R :
" zg|=VNa’+b> 5 [z]=0 5 |z]=|—2|= H = ‘—2‘

Z

4

et

=zl

" |Z +z '| < |Z | + |Z '| (Inégalité rigonométrique)

- arg
=||zz!| /7'#0 arg(ivjEarg(z)—arg(z')[27r]
5

Interprétation géométrique

A(z,).B(z,),C(z.)et D(z,) des points , deux a deux distincts. arg (E) = —arg(z) [2”]
" |;,-z,|=AB e  (AB,AC)= arg[ ][27;] ag(~z)=rvarg(z)[27]
Si a et b deux réels non nuls
" A,B et C sont alignés si et seulement si ‘T IR, a>0 = arg(a)=0[27]
Zp =2y :

§a<0 =arg(a)=r[2r7]

= Le triangle ABC est rectangle ssi fe T2 IR’ (i) 7[[ ]
Zp =2y ib>0 = arg(ib)=— |27
2

. . . Zc—
= A,B,CetD sontcirculaires si

Pour tout réel @ et tout entiern on a : (COS 0 +isin 9) = (cos(n6’) +1 s1n(n0)) ' Formule de Moivre
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V) Notation r.e®
Pour des nombres complexes de module 1 et d’argument x et y on peut démontrer que :

(cosx+isinx)(cosy+isiny)=cos(x+y)+isin(x+y), Et par analogie avec la propriété e* xe” = e**

Le nombre cos x +isin x est noté ™ , notation compatible avec la formule de Moivre.

Propriétés : Soient @ et @ deux réels et n un entier, alors :
. . . ei0 . 1 . -0\ 1
0% x '® = ¢'0+®) : b)) : ~ _ i@ : (ela) P (MOWI'B)
ela ela
- / ¢ 4o ® . i _ p-if '
Propriété : Pour tout réel @ ona: cosf = — ;  sinfd= (F ormules d Euler)

Remarques : Ces formules permettent de linéariser cos”x et sin” x, c'est-a-dire d'exprimer ces quantités en

fonction de sin( px) et cos ( px). La linéarisation des fonctions trigonométriques est souvent tres utile en

analyse, par exemple pour calculer des primitives de ces fonctions.

* La formule de Moivre permet par exemple d'exprimer Sin (nx) et cos (nx) en fonction de puissances
de cos(x) etlou sin(x).
VI) Transformations planes.

Soient M(z) , M'(z'") et L (a)) trois point du plan complexe et u(@)un vecteur .

Translation

Si M’ est ’image de M par
la translation ¢ de vecteur

Homothétie

Soit k un réel non nul.
Si M’ est ’image de M par

Rotation

Soit @ un réel
Si M’ est I’image de M par la rotation R la

I’homothétie i de centre Q et de
rapport k, alors :
Z-0=k(z-0)

u(b), alors : z' =z +a rotation de centre Q) et d’angle @ ., alors

L’égalité z'=z+a est
appelé I’écriture complexe
de cette translation.

'-w=e"(z-w)

Y _if .
L’égalitéz'—a)=k(z—a)) est L’égalitéz'-w=e (z—a)) est appelé

Donc appelé I’écriture complexe de Pécriture complexe de cette rota.tion,
t(M)=M'<z'=z+a cette homothétie. donc : R(M)=M’<:>z'—a)=e'9(z—a))
M2) Donc : Mz
_ ' [P _
~hr(zes MM)=M'&z'-0=k(z-0)
ol = M(z)
G(aTa
0

VII) Ensembles de points .

* L’ensemble des points M(z) tels que : \z -2 A‘ =r avec r >0 est le cercle de centre A et de rayon r

» L’ensemble des points M(z) tels que : ‘z -z A‘ = ‘z —ZB‘ est la médiatrice du segment [AB]

= Parfois pour déterminer I’ensemble des points M(z) , On pose z = x+iy/(x;y) € IR* dans la condition et I’on

essaie de se ramener a une équation cartésienne.
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Les fonctions primitives
Prof. Smail BOUGUERCH

Les fonctions primitives d’une fonction continue sur un intervalle:

Définition:

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle [
On dit que F est une fonction primitive de f sur l'intervalle /
Si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

e [ est dérivable sur l'intervalle 1

. (Vx eI);F'(x):f(x)

Propriétés:

Toute fonction continue sur un intervalle admet une
primitive sur cet intervalle

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle [

Si I est une fonction primitive de f sur l'intervalle [, alors
toutes les fonctions primitives de f sont définies sur
I'intervalle I comme suit :

x> FXx)+k ; (keR)

Soit f une fonction numérique qui admet une fonction
primitive sur un intervalle [

Et soit x,un élément de [ et y ,un réel quelconque de R

Il existe une unique fonction primitive F de f sur
I'intervalle I qui vérifie la condition initiale:

F(X0)=y0

Les primitivesde [ + g et kf _:(k ER)

Propriété:

Soit f et g deux fonctions numériques définies sur un
intervalle I et k un réel
Si F et G sont deux primitives de f et g successivement
sur l'intervalle I alors:
e F +G est une fonction primitive def + g sur
I'intervalle I

e kF estune fonction primitive de kf* sur
I'intervalle [




Tableau des primitives de quelques fonctions usuelles:

f )

aecR

2\/;+k

r+l
X
+k
r+1

—cosx +k

sinx +k

tanx +k

1n|x|+k

e’ +k

Utilisation des formules de dérivée pour la détermination de quelques primitives:

f )

F(x)

u'(x)+v'(x)

ulx)+v(x)+k

au'(x) ;(aeR)

au(x)

u'(x)xv(x)+u(x)xv'(x)

ulx)xvx)+k

—'(x)

[veo)T

! +k
v(x)

w'(x)xv(x)—u(x)xv'(x)

[veo)T

u(x)
v(x)

+k

u'(x)

«/u(x)

2Ju(x) +k

' ()x[u)]
r EQ*—{—I})

[l/t (x )]r+l +k
r+1

u'(x)

u(x)

1n|u(x)|+k

u!(x)eu(x)

etk

cos(ax +b) ;(a=0)

lsin(ax +b)+k
a

sin(ax +b) ;(a#0)

—lcos(ax +b)+k
a




La géométrie dans I’espace
Prof. Smail BOUGUERCH

Dans ce chapitre du cours, I’espace est rapporté a un repére orthonormé

Formule analytique du : produit scalaire-norme d’un vecteur-produit vectoriel:

Soit &7 (a;b;c)et v'(a’;b’;c’) deux vecteurs de & (I'espace vectoriel)
uy =aa' +bb' +cc' (Produit scalaire)

||b?|| =\a’+b’ +c’ (norme d’un vecteur)

i a d
- | b b~ |la d a'l - . .
U AV = b b= (Produit vectoriel)
c c
c c'

La distance:

La distance entre deux points A et B est égale a:

AB =HEH:\/(XB _'xA)2+(yB _yA)2+(ZB _ZA)2

La distance entre un point M et un plan (P) d’équation cartésienne :ax +by +cz +d =0est:

+by,, + +d
d(M;(P)):kDCM\/ 2yM zCZAZ |
a +b°+c

La distance entre un point M et une droite A(A ;LT) est:d (M ;(A)) =

Equation d’un plan:

(P):ax +by +cz +d =0 < n(a;b;c) estun vecteur normal au plan (P)

Si A, B et C sont trois points non alignés, alors AB AAC est un vecteur normal au plan
(ABC), et dans ce cas on peut déduire I'équation cartésienne du plan (ABC) a l'aide de

I’équivalence suivante: M e (ABC) < m(ﬁ /\A—C:) =0

Equation d’une sphére:

L’équation d’une sphére (S )de centre Q(a;b;c) et de rayon r

est: (x )’ +(y —b)’+(z —¢)’ =1’

L’équation d’'une sphere (S)dont I'un de ces diamétres est
[AB] peut se déterminer a l'aide de I’équivalence suivante :
M e(S)<=AM .BM =0

Remarque: dans ce cas la sphére (S)est de centre Q milieu du

AB
segment [AB] et de rayon r :T




Intersection d’une sphére S (();R)_et un plan (P):ax+by+cz+d=0¢

Soit H la projection orthogonale du centre € surle plan (P)
Onpose:d =QH =d (Q;(P))
d <R

T i

Le plan (P) coupe la sphére
(S) selonun cercle (C) de
centre H et de rayon

r=vR>-d’?

Le plan (P)est tangent ala
sphere (S)

Le plan (P) ne coupe pas la
sphere (S)

Intersection d’une sphére S (();R) et une droite(A):

Soit H la projection orthogonale du centre € sur la droite (A)

Onpose:d =QH =d (Q;(A))
d <R

(A) H

La droite (A) coupe la sphere
(S) en deux points différents

La droite (A) est tangente a
la sphere (S)

La droite (A) ne coupe pas la
sphere (S)




( Géométrie analytique dans ’espace ]

1) Rappel
= Lanorme d’un vecteur # =AB est le nombre réel positif |u|=AB.
* Siu ety ontle méme sens, alors u-v = |u x|y
» Si u ety sontde sens contraire, alors u-v =—|ux|v
» Si # etV deux vecteurs non nuls, alors: &-v =||ﬁ||x||‘7||xcos(t717)
= Si H est le projeté orthogonal de C sur (aB), alors AB-AC =AB-AH
= Le produit scalaire @i est appelé carré scalaire de z et noté @’ = ||17||2
= GlVeiai=0.
» Siu,vet w trois vecteurs et k un nombre réel. On a :

Voo uv=via o d-(Vw)=u-v+dow u-(kv)=k(u-v)
v (@xr) =l 4l e2md et (@+v)(@-v)=[al -y
Dans tout le reste, an cansidere que le plan est muni d’un sepere onthonevmé
Soient u(a;bs;c) ; v(a';b'sc') et ;(a "sb";¢'")deux vecteurs exprimés dans la base (i, j,k), ona:

i=a*+b*+c? =||ﬁ||2 donc ||17||=»\laz+b2+c2

" y.v=aa'+bb'+cc' et u-
- = = b' b" a' a" a' a"
s det(u,v,w)=a -b +c .
¢ c" ¢ c" b' b"
. @(xB—xA;yB—yA;zB—zA) et AB=HEH=\/()CB_xA)2+(yB_yA)2+(zB—zA)z
x=x,+at

= Jesysttme: {y=y,+bt /telIR estune représentation paramétrique de la droite D(A;;t ).
z=2,+ct
2) Plan et vecteur normal.

a) Vecteur normal a un plan.

Définition :Soit (D) une droite perpendiculaire a un plan (P), tout vecteur non nul directeur de (D) est
appelé vecteur normal a (P).

b) Equation d’une droite définie par un point A et un vecteur normal ji(a;b;c) A

Théoreme : Soit A un point et 7 un vecteur non nul.
L’ensemble des points M du plan tels que 7 - AM =0 est
la droite de vecteur normal 7z et passant par A. s

=  Théoréme : soit 7i(a;b;c) un vecteur non nul avec (a;b;c) # (0;0;0) . et d un nombre réel.
= Une droite admettant 7i(a;b;c) comme vecteur normal a une équation de la forme ax +by +cz+d =0.
= Réciproquement : tout plan d’équation ax +by+cz+d =0 admet i(a;b;c) comme vecteur normal.

Remarque :
e Deux plans dites orthogonales si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.
e Deux plans dites paralleles si leurs vecteurs normaux sont colinéaires.
¢) Distance d’un point a un plan.

Propriété: Considérons un point A(x,,y,,z,) etunplan (P):ax+by+cz+d =0

|axA+byA+czA+d|

Na* +b* +c?

La distance du point A au plan (P) est: d(A,(P))=
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3) Sphere.
a) Equation cartésienne d’une sphére définie par son centre et son rayon.

Sachant que I’ensemble des points M (x; y;z) qui vérifient QM = R (avec R> 0) est une sphere de centre (2

et de rayon R. alors on en déduit la propriété suivante

Propriété : Le cercle de centre Q(a;b;c)et de rayon R a pour équation : (x —a)2 ( y— b) (z 0)2 = R?

b) Equation cartésienne d’une sphére défini par son diamétre.

Propriété : Le cercle de diametre [AB] est I’ensemble des points M du plan tels que: MA-MB=0.

Remarque : MA-MB =0 < (x—xA)(x—xB)+(y—yA)(y—yB)=0

4) Positions Relatives d’un plan et d’'une sphere.
Pour étudier la position relative d’un plan (P) et d’une sphere (S) de centre € et de rayon R. 1l suffit de
comparer d(Q,(P)) aurayon R.
dQ,(P))=R dQ,(P))<R dQ,(P))>R
Le plan (P) et la sphere (S) ont un | Le plan (P) coupe la sphere (S) Le plan ne coupe pas la
seul point commun H, le projeté de | suivant un cercle de centre H, le projeté | sphere

Q sur (P). On dit que le plan (P) de Q sur(P) et de rayon r = fRz_dz
est tangent a la sphere (S).

(&)

IS H-T—

5) Produit vectoriel. _,
a) Orientation de Despace. CHWT.’K‘. K
L’espace doit étre orienté en adoptant le méme point de vue qu’en sciences phys1ques,l \\
on peut notamment utiliser la régle des trois doigts de la main droite :
ou le « bonhomme d’ampére » : — 7/ "‘l
On dit alors que le repere est de sens direct.

Cour‘ant

b) Notation et définition.
Le produit vectoriel de deux vecteurs non nuls z et v est le vecteur, noté zZ AV tel que :
Si u et v sont colinéaires alors zi Av =0 ;
Si u et v ne sont pas colinéaires alors : /
1) Direction : Le vecteur zZ AV est orthogonal a # eta v . P
2) Le sens de w=u AV est tel que la base (@,V,w) soit de sens direct. ;,f"

#
__.—"
-

3) Norme : [ a7 =[] [ |sin (7.
Remarque : Le produit vectoriel est un vecteur, alors que le produit scalaire est un nombre.

¢) Propriétés : Pour tous vecteurs #z ,¥ ,w et tout nombre réel a,

o (iinv)=—(F nii)  iin0=0 ea(iinv)=iin(@)=(ai)AV ein(V+W)=dAV+iAW

-~ - b b, |la a'|. |la a' -
e uAnv= i — Jj+ k

c c' c c' b b'
. Ji n Av]
e Soient la droite D(A;u) et le point M, alors d(M;(D))= T
u
Pr: BELKHYR ABDELAZIZ WWW.adirassa.COmWZOZO
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d) Positions relatives d’une droite et d’une sphére.

Pour étudier la position relative d’une droite (D) et d’une sphére (S) de centre € et de rayon R. 11 suffit de

comparer d(Q,(D)) aurayon R.

dQ,(D))=R d(Q,(D))<R d(Q,(D))> R
La droite (D) est tangente a la sphere | La droite (D) coupe la sphere (S) en La droite (D) ne coupe
(S). deux points différents. pas la sphere (S)
(5) B P (8) .
L)
1A ._!:_- (A ) I-‘; i _m
o (A H

Propriété : 1 ’aire du triangle ABC est égale a %HA—B A A_C'H

Pr: BELKHYR ABDELAZIZ
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Professeur : IDRISSI Abdessamad Géométrie dans l'eSPace (cours) 2™ Année Bac

Expression analytique du produit scalaire dans un repéere orthonormé:

I'espace V, muni d'un repére orthonormé directe (0,_{,;‘,;) .
Soient uet v deux vecteurs tel que : u=xi+yj+zk etv=x'i+y'j+z'k .
v ouy=xx'+yy'+zz' v ur=0 < uly
% Norme d'un vecteur - distance entre deux points :
Soient A(x,,y,,z,) et B(x,,y;,z;)deux points de l'espace.
Ona: AB= ‘Euz\/(xA—xB)2+(yA—yB)2+(zA—zB)z

% Equation cartésienne d'un plan définie par un point et un vecteur
normal :

Soit ﬁ(a,b,c) un vecteur non nul, et A(xA,yA,zA) un point de l'espace.

L'ensemble des points M de l'espace qui vérifient : AM.n=0, est le plan (P) passant

par A et de vecteur normal n.Une équation cartésienne de ce plan, s‘écrit sous la forme :
ax+by+cz+d =0 ou d est un nombre réel.

% Distance d’un point a un plan :
Soit (P) plan d'équation cartésienne : ax +by+cz+d =0 et A( X,y A,zA) un point de

|axA +by, +czA+d|

a’+b*+c’

l'espace. La distance du point A au plan (P) est : d(A (P))

= Exemple:
Calculons la distance du point A(—1,1,2) au plan (P) d'équation x—2y-2z+4=0.

—2y, 2zA +4 |3
Jf 2y W
% Etude analytique de la sghere :

. Equation cartésienne d’une sphére définie par le centre et le rayon :
Une équation de la sphére (S) de centre

Q(a,b,c) et de rayon R avec (R>0) . Est : [T

Ona A (P)

=1. donc:d(A;(P))=1

(x—a)’+(y—=b) +(z—¢)’ = R? que I'on peut écrire :
X+ y +z2+ax+by+cz+d=00u d =a’ +b*+c* - R*.

. Equation cartésienne d’une sphére définie par |I’un de ces diameétres :
Soit A et B deux points de l'espace tel que : (A # B) .

L'ensemble des points M de l'espace tels que : AM.BM =0
est la sphére dont [AB] est I'un de ces diamétres.

Une équation cartésienne de cette sphére est :

(=) (x=x5)+(y=3.)(y—35) +(2-2,)(2—2;) =0

avec A(xA,yA,zA) et B(xB,yB,zB).
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= Etude de analytique de I’ensemble des points M(x,y,z) tels que :

x*+y*+72% +ax+by+cz+d=0.
Soit a, b, c et d quatre nombres réels tels que (a,b,c)#(0,0,0) et (S)/'ensemble des

points M(x,y,z) de l'espace qui vérifient : x*+y*+7z’> +ax+by+cz+d =0.
X’+y’+72+ax+by+cz+d =0 x> +ax+y* +by+ 727 +cz+d =0

@(H%j_(g)z+(2y+g)2_[g):(ﬁgz_(g+d=0
pSORCHREERRRORE

= Si: (%) +(%j +(%J —d >0 : I'ensemble des points M (x,y,z)est la sphére (S)de centre

a b c _ a 2 b 2 c 2
Q(_E’_E’_5] et rayon R_\/(E] +(5j +[§) d.

.. (a 2 (bY (cV B , a b ¢
= Si: (EJ +(§) +(§j —d=0: (S) est I'ensemble {Q(—E,—E,—E]}.

= Si: (%) +(%J +(%J —d <0 : (S) est I'ensemble vide.

= Intersection d’une sphére S(Q,R)_etun plan (P): ax+by+cz+d=0_.
Soit H le projeté orthogonal du point Q sur le plan (P).On pose d=QH =d(A;(P)) .

e N
Le plan (P) coupe la
sphére (S) suivant un Le plan (P) coupe la

cercle de centre H et sphére (S) en un point
Kde rayonr =\R*-d* . . H. On dit que (P) est Le plan (P) ne coupe pas la
tangent a la sphére (S). sphére (S). On dit que (P) est
= Remargque : a l'extérieur de la sphére ().

Pour déterminer les coordonnées du point H, on résoudre le systeme d‘équation du plan
(P) et la représentation paramétrique droite (D), tel que (D)est la droite passant par Q et
orthogonale au plan (P).

R e

_____________________________________________________________________________
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% Expression analytique du produit vectoriel dans un repére orthonormé

direct :
I'espace V, est muni d'une base orthonormé directe (0,?,},;5).
Soit ;t(x,y,z)et ;(x',y',z‘) deux vecteurs de l'espace.
v unv=w telque : ulw ety Lw. v ,;A,*,:_(;A;)_
an(pEw)=ansiaw.
VABAAC=0 < Les points A, B et C sont alignés.

X X

\/;t/\;=y/\y'=y

Z Z
L'aire d’un triangle — I'aire d’un parallélogramme:

11— —
v’ Soit ABC un triangle, son aire est : S ,,. =EHABAACH'

v' Soit ABCD un parallélogramme, son aire est : S,,., =“EAEH

% Distance d’un point a une droite :
Soit (D) la droite dirigé par u(a,b,c) et passant par A(x,,y,,2,) et M un point de I'espace.
7 i

La distance du point M et la droite (D) est : d(M;D(A,;)) _W .
u

Si les points A, B et C ne sont pas alignés, donc le vecteur ABAAC est orthogonale au plan
(ABC) . Dans ce cas l'équation du plan (ABC) s'‘écrit sous la forme :

M €(ABC) < AM.(AB AAC)=0

- e e = e e e e e e e e e e e e e mm e e e e mm e e e Em M Em e e e me e e e Em e e e e Em mm e e e e Em M e e e e m mm e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e mGde e



http://www.idrissimaths.com/

Le dénombrement
Prof. Smail BOUGUERCH

Cardinal d’un ensemble:

Définition:

Le cardinal d’'un ensemble fini E est le nombre des éléments de cet ensemble et on le note :CardE
Cas particulier: Card D=0

Propriété:

A et B sont deux ensembles finis

Card (AUB ) =CardA +CardB —Card (ANB)

Accompli d’un ensemble:

Définition @

Soit A une partie d’'un ensembile fini E

L’accomplide A par rapport a 'ensemble E est I'ensemble noté A avec:A = {x eE /x eEA}

Remarques:

e ANA=0
e AUA=E
e Card A =CardE —CardA

Le principe fondamental du dénombrement:

. 7 . 7 7 . 7 s . . *
Si une opération globale peut se décomposer en p opérations élémentaires successives (p € N ), ces

derniéres pouvant s’effectuer respectivement de n,; n,;..; n, manieres différentes, alors I'opération

globale peut se faire de: n, xn, xn, x...xn,, maniéres différentes.

Arrangement avec répétition - sans répétition:

Arrangement avec répétition:

Soit n et p deux élémentsde N (p <n)

Le nombre d’arrangement avec répétition, de p éléments parmin , est :

Arrangement sans répétition:

Soit n et p deux élémentsde N (p <n)
Le nombre d’arrangement sans répétition, de p éléments parmin , est:
Al =nx(n-Dx(n-2)x..x(n—p+1)

p —facteurs

Cas particulier:

Tout arrangement sans répétition de n éléments parmi n éléments s’appelle une permutation de n

élémentsetilestégala: A" =n!=nx(n-1)x(n—-2)x..x2x1




Les combinaisons:

Soit E un ensemble fini contenant n éléments

Toute partie A de E contenant p éléments ( p <n ), s’appelle une combinaison de
P
n

p éléments parmi n éléments, et le nombre de ses combinaisons est: C'/ '
p!

Les nombres n! et A’ etC/:
n!l=nx(n-1)xm-2)x..x2x1

0!=1

(neN);

P _(np p-1 P _(P
Cn _Cn Cn +Cn _Cn+]

Nombre de possibilité d’arrangement de n éléments:

Sion a,n, éléments de type A , et n, éléments de type B , et n, éléments de type C , parmi n

n!

éléments, avec n =n, +n, +n,, alors le nombre de possibilité d’arranger ses éléments est : —
n,'n,'n
177520031

Quelques types de tirage:

On tire p éléments parmi n éléments ( p <n ) et on résume les résultats dans le tableau suivant :
p .
C/ Pas important

Simultané
Successif et avec remise important

nF’

Successif et sans remise Af

important




r Dénombrement )

I) Cardinal d’'un ensemble fini - Parties d’'un ensemble.

= Soit Q un ensemble fini de n éléments, Q= {xl;xz;...;xn} .

L’entier naturel n est appelé cardinal de €. On note : cardQ =n
® A et B désignent deux parties de Q. Onécrit:A < Q et Bc Q
" card(AVU B) = cardA + cardB —card (A N B).

= Si A et B sont deux ensembles disjoints (c’est-a-dirce ANB =)
alors card(A U B) = cardA + cardB

" A ={xe Q:x ¢A}, est le complémentaire de A.
B AUA=Q ea ANA=Y
" card A = cardQ — cardA

>

IT) Principe de produit ou principe fondamental de dénombrement.

e arbre de choix

e Principe de produit : Si une expérimentation complexe peut se décomposer en p opérations élémentaires
successives tels que :

- La premiere opération peut étre effectuée de n, manieres différentes.

- La deuxieme opération peut étre effectuée de n, manieres différentes.
- La troisieme opération peut étre effectuée de n, maniéres différentes. Et ainsi de suite ...

ieme

- La p™ opération peut &tre effectuée de n, manieres différentes.

Alors I’ensemble de toutes ces opérations peut étre effectuées de N =n, xn, xn, x...xn, manicres différentes
III)Arrangements et permutation d’'un ensemble fini.

o Arrangements sans répétitions.
* Notion de factorielle : Soit n un entier naturel tel que n > 1

On appelle "' n factorielle "' le nombre entier noté n! tel que !/ =n (n - 1) (n - 2) X eene X 3% 2x1

Par convention, onpose  0!=1 et 1! =1.
» () étant un ensemble a n éléments, on appelle arrangement de p éléments de €2, toute suite de p éléments

distincts de Q. Onle note A .

Il y a n fagons de choisir le 1°" élément, (rn-1) facons de choisir le 28™€ ¢lément, ..., [n-(p-1)] facons de
choisir le p®™¢ . et d’aprés le principe

Donc A, =n(n-1)(n-2)...(n-p+1)=— si p<nm.
p)!

A::l; Ai:n; A’ =n!.

n
= () étant un ensemble a n éléments, on appelle permutation, tout arrangement des n éléments de €.
Il y a n! permutations de € si les n éléments sont distinguables entre eux.
o Arrangements avec répétitions.

C’est le nombre d’arrangements que I’on peut faire avec p éléments choisis parmi n éléments, chacun d’eux peut
figurer plusieurs fois dans le méme arrangement. Le nombre d’arrangements avec répétitions est n?

N. B. :Quand il s’agit de classer k « objets », rangés en p groupes dont les éléments sont considérés comme
indistinguables entre eux a I’intérieur de chaque groupe, il faut trouver le nombre de permutations distinctes de p

objets quand k; sont d’une sorte, k,d’une autre, ..., k,de la p™ sorte, avec k, +k, +...+k, =k .
k!
k Ixk,!Ix..xk,!

Ce nombre est alors :
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IV) Combinaisons d’'un ensemble fini .
Q étant un ensemble a n éléments, on appelle combinaison de p éléments de Q, toute partie de p éléments de

P '
Q. Onlanote C! telleque: C? =" L /1<p<n.
p! pln-p)!
Formules usuelles : C” = C'™? . C)=C"=1 ; C.=C'"'=n ;  pC’=nCM}
C : = C:__ll + C:_l (formule de Pascal) ; (a+b)" = ZC: a b+ (formule du binéme)
k=0

V) Types de tirages.

® [a plupart des expériences aléatoires peuvent étre interprétées comme des tirages de p boules d’une urne qui en
contient n.

® |l y a deux critéres pour distinguer ces tirages :
1) L’ordre : Si I’ordre dans lequel on tire les boules est pris en considération, on dit que c’est un « tirage
avec ordre », sinon c¢’est un « tirage sans ordre ».

2) La répétition : Si on remet chaque boule tirée dans ’urne avant de tirer la suivante, on peut tirer plusieurs
fois la mé&me boule : on parle alors d’un tirage avec répétition ou avec remise. Dans le cas contraire on
parle d’un tirage sans répétition ou sans remise.

(2 étant un ensemble a n éléments, On tire p éléments parmi n éléments, donc :

Type de tirage Ordre Répétition Nombre de tirages possibles
Successif avec remise Pas important Possible n?
Successif sans remise Important Impossible A? p<n
Simultané Important Impossible C’ p<n
Pr: BELKHYR ABDELAZIZ WWW. adirassa.coﬂi9/2020
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Les équations différentielles
Prof. Smail BOUGUERCH

L’équation différentielle La solution générale de L’équation différentielle

b
y'=ay +b yx)=ae” ——
a

acR?

L’équation L’équation L’équation caractéristique La solution générale de
différentielle caractéristique admet : L’équation différentielle

Deux différentes

nx HX
. ) x)=ae™ + fe”
solutions réelles ¥ ( B

retr, (a;ﬂ)eR2

Une solution y(x)=(ax +pe"
réelle r (a;ﬂ) cR?

Deux solutions
complexes
conjuguées y (x) =(acos(qx)+ Ssin(gx ) )e"
r=p-—iq (a;ﬁ)eR2

et
r,=p-+iq




	limites-et-continuite-cours-1
	etude-de-fonctions-cours
	la-fonction-logarithme-resume-de-cours-1-1
	les-suites-numeriques-cours-7
	la-fonction-logarithme-resume-de-cours-2
	la-fonction-exponentielle-resume-de-cours-1
	la-fonction-exponentielle-resume-de-cours-2
	les-nombres-complexes-resume-de-cours-1
	les-nombres-complexes-resume-de-cours-2
	fonctions-primitives-resume-de-cours
	geometrie-dans-l-espace-resume-de-cours-1
	geometrie-dans-l-espace-resume-de-cours-2
	geometrie-dans-l-espace-resume-de-cours-3
	denombrement-resume-de-cours-1-1
	denombrement-resume-de-cours-2
	equations-differentielles-lineaires-resume-de-cours

