2Bac S.M Limite et continuité

A.KARMIM

LIMITE ET CONTINUITE

/) CONTINUITE D’UNE FONCTION NUMERIQUE EN UN POINT

1) Activité et rappelles

Activité 1 :

Déterminer les limites suivantes :

. 3x%2—x . V4x+1-3 . sin7x . sin2x
lim ———— im lim
x—12x3+2x—4 X552 X2-3x+2 x—0 tan3x x>t cosx
2
Activité 2 :
Considérons la fonction f définie par :
3x2+x—4
f(x) =—— ;six#1
Vx2+3-2
f(1) =14

1- Déterminer Dy
2- a) Déterminer : Qlci_rgf(x).
b) Comparer}ci_rg f(x)etf(1)
On dit que f est continue en xq = 1
Activité 3 :
Considérons la fonction g définie par :
{g(x) =xE (%) ;Six+0
g(0) =1

1- Déterminer Dy
2- Déterminer: lim g(x) et lim g(x)
x—0% x—0~

3- g est elle continue en xq = 07

Définition :

. 2cos’x+cosx—3
lim ————
x-0 1-cos“x

(E désigne la partie entiére)

Soit f une fonction définie sur un intervalle pointé de centre a et [ un réel. On dit que la fonction f tend vers
le réel l quand x tend vers asi: (Ve > 0)(3a > 0)(Vx €D )0 < [x —a| <a=|f(x) -] <e¢

2 Définition et exemples
Définition :

elle admet une limite finieena et lim f(x) = f(a)
x—-a

Soit f une fonction définie sur un intervalle de centre a. On dit que la fonction f est continue en asi:

Cest-a-dire: (Ve > 0)(Fa>0)(VxED)(0<|x—al<a=|f(x) —f(a)l <e
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Exemples :

© Montrer en utilisant la définition que g(x) = 3x + 1 est continue en a (a un réel quelconque).

® Montrer en utilisant la définition que h(x) = x? + 1 est continue en 1

© Considérons la fonction f définie par :

2x3—x—14
f(X)=m ;Slx>2
x—2 ]
A o T
1
2) ==
) =3

En utilisant la notion des limites étudier la continuité de la fonction f en x5 = 2

3- Interprétations graphiques

Activité 1:

x*>4+2x, x<1
x%2—2x, x>1

1- Déterminer f (1) et étudier la continuité de la fonction f enxy = 1
2- Représenter graphiquement la fonction f.

Considérons la fonction f définie par: f(x) = {

Activité 2 :
Considérons la fonction h définie par : h(x) = {_gﬁ i g’ jz ; :1 eth(—1) =3
1- a) la fonction h admet-elle une limite en x; = —1
b) la fonction h est-elle continue en x5 = —1

2- Représenter graphiquement la fonction h.

La courbe

L'interprétation

—x?+2, x>1

F@) = {sz +x x<1 e f est définieen1
e f n’admet pas de limite en 1
e f n’est pas continue en 1

P B _(2xt+x-2,x<1, _

! f(x)—{ —x2+2, x> 1'f(1)_2 e .

o o f est définieenl

f e fadmet une limiteen 1 et lirr%f(x) * f(1)

X—
e f n’est pas continueen 1
ATy — Flx) = {2952 +’§;§ x ; 11 e f estdéfinieen1
—X » X =2

e f admet une limite en 1 et lin}f(x) =f(1)
X—

e f estcontinueena
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Exercice :

Etudier la continuité de la fonction

3
f(x) = xsin (;), x#+0
fO=0 x>1

4) Prolongement par continuité
Activité :

x3+1
x2+3x+2

Soit la fonction h définie par h(x) =
1- Déterminer I'ensemble de définition de la fonction h.
2- Déterminer la limite lim1 h(x), h est-elle continueenxy = —17?
xX—>—

3- Soit la fonction h définie par : {E(x) :i_z?—(i)) i’;i -1
a) Déterminer Dy,
b) Etudier la continuité de la fonction h en xy=-1
La fonction h s’appelle un prolongement par continuité de la fonction h en -1

4- Peut-on prolonger h par continuité ena = —2

Théoréme et définition :

Soit f* une fonction dont I'ensemble de définition est D ; a un réel tel que a & Dy et lim f(x) = [ (finie)
x—=a

flx)=f(Kx); six+a

La fonction f définie par : { Foo) = lim f(x) = 1 est une fonction continue en a et c’est un prolongement
x—-a
de la fonction f en a.

La fonction f s’appelle un prolongement par continuité de la fonction f en a

Exercice 1:

x*-1
—ena=1
x3-1

Définir un prolongement par continuité de la fonction g(x) =

Exercice 2 :

x%24+x-6

T EGD (E désigne la partie entiere)

Soit la fonction h définie par h(x) =

Peut-on prolonger h par continuité ena = 2 ?

Il) CONTINUITE A DROITE CONTINUITE A GAUCHE.
1) Activité et définition.

Introduction

Dans I'exercice prrécedent ou f était définie par:
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()_2x3—x—14 -
flx) = T x_p SiX
() = 5 six <2
fO) =g =0 St*
1
f(z)—§

On a trouvé que : 1ir£1_f(x) = g = f(2) ; on dit que la fonction f est continue a gauche de 2
xX—

et 1il‘£l+ fx) # % = f(2) on dit que la fonction f n’est pas continue a droite de 2.
X—

Définition

0 Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a,a + [ (oU > 0)

On dit que la fonction f est continue a droite de a si: fadmet une limite finie a droite de a et

lim f(x) = f(a)

x—=a

Cest-a-dire: (Ve > 0)Qa>0)(VxE€D)(0<x—a<a=>|f(x)—f(a)|<e
@® Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme Ja — r,a] (ou > 0)

On dit que la fonction f est continue a gauche de a si: fadmet une limite finie a gauche de a et

lim £(x) = f(a)

Cest-a-dire: (Ve > 0)Qa>0)(Vx€D)(0<a—-x<a=>|f(x)—f(a)|<e

Théoréme

Une fonction est continue en un point a si et seulement si elle est continue a droite et a gauche de a

Preuve : (En exercice)

Exercice 1:
2,
f(x)=3x 2 Ssix#1
Etudier la continuité de la fonction [4x=3|-1 ena=1
Q=2
4
Exercice 2 :
(x) = Xhx6 six>2
9 T V2x+12-4
. . e s ] .
Soit la fonction g définie par: g(x) = x +z:i2a+1 six <2
\ g@2) =1

Existent-t-il « et l pour que g soit continue en 2 ?

I1l) OPERATIONS SUR LES FONCTIONS CONTINUES.

1) Continuité sur un intervalle
Définition :

Soit f une fonction dont le domaine de définition est Dy, soit ]a, b[ un intervalle inclus dans Dy

e Ondit que f est continue sur I'ouvert ]a, b| si elle est continue en tout point de ]a, b[
e Ondit que f est continue sur [a, b si elle est continue sur ]a, b[ et a droite de a
e Ondit que f est continue sur [a, b] si elle est continue sur ]a, b[ , a droite de a et a gauche de b
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Remarque :

v Siune fonction f est continue sur [a, b] et sur [b, c] elle est continue sur [a, ]
v' Engénéral si f est continue sur un intervalle I et sur un intervalle J et siI N J # @ alors f est continue sur [ U J.
v' f peut-étre continue sur [a, b[ et sur [b, c] sans qu’elle soit continue sur [a, c]
Dans le graphique ci-dessous f estcontinue sur [—3,0[ et continue sur [0,2] mais pas continue sur [—3,0] car elle
n’est pas continue en 0

1
f(x)z; six <0

f(x)=x%six=>0 emmr TemEeT

2) Opérations sur les fontions continues

Propriété :

Soient f et g deux fonctions tels que : li_r)n flx)=1 li_r)n gx)=1 ona:
I @ =1+ o
" lIm(fxg)0) =1IxT
- lim(fDG) =11

. )m(é)(@:% ' #0
. m(ﬁ)(x):% I'#0

* lm(J )@=Vl 1>0

Ces propriétés sont vraies a droite et a gauche d’un réel a.

Grace a la propriété précédente et a la définition de la continuité on peut en déduire :

Propriété :

@Si f et g sont deux fonctions continues en a alors :

" f+yg
" fXxyg
= |f]

sont des fonctions continues en a
@ Si f et g sont deux fonctions continues en a et g(a) # 0 alors

QIwgQ |~

sont des fonctions continues en a.

® Si f une fonction continue en a et f(a) = 0 alors :

. \/]_f est continue en a
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Remarque :

La propriété précédente reste vraie soit a droite de a, a gauche de a ou sur un intervalle I (En tenant compte des
conditions)

Résultat :

Une fonction polyndme sur R est définie comme la somme des plusieurs monomes
f(x) = ag+ ayx + azx? + -+ ax"

Et puisque la fonction x — x™ est continue sur R donc la fonction x — kx™ et par suite

Propriété :

Tout fonction polyn6me est continue sur R

Propriété :

Les fonctions sin et cos sont continue sur R

Exemples :

O/ (x) = Vx2 + x + 3 est continue sur R car x — x? + x + 3 étant une fonction polynéme donc elle est
continue sur R de plus (Vx € R)(x% + x + 3 = 0) (Son discriminant A est négatif)

3
B g(x) = i’;;ii est continue sur ] — oo, =3[ ; sur ] — 3,1[ et sur |1, +oo].

© La fonction tan est continue sur tous le intervalles de la forme : ]_7” + km; g + kTE[ (oUk €Z)

Théoréme :

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et g une fonction définie sur un intervalle ] tels que f(I) c J
et xo un élément de I.

@ Si f est continue en x; et g continue en f(x,) alors gof est continue en x;.

@ Si f est continue I et g continue en f(I) alors gof est continue I.

Preuve : (En utilisant la définition)
Montrons que : (Ve > 0)(3 a > 0)(|x — x| < @ = |(gof)(x) — (gof)(xy)| < €

On a g est continue en f (x,) donc :

(Ve>0)3B>0)(It = fxo)l < B = g(®) —g(f(xo))| <€ (R)

et puisque f(I)  J donc: (Vx € D)(f(x) €]) (on pose t = f(x) dans (R) ) on obtient :
(Ve >0)EB>0)(fx) = fxo)l <B=1g(f(x)) —g(F(xo))l <& (¥)
Pour £ >0@a>0)(|x—xol <a=|f(x)— f(xo)| <P (car f est continue en x,)

= |g(f () —g(f(xo))l <& (¥) C.Q.F.D

Exemples :

, 1 .
f(x) =sin (m) est continue sur R car :

e x b x2+ 1 estcontinue sur R et ne s’annule pas sur R donc

1 . 1
s— est continue sur R et (Vx € R) ( > € R)
xZ+1 x2+1

e sin est continue sur R

e X
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g(x) = Vsin?x + 1 est continue sur R ( justifier la réponse)

Exercice : Montrer que h(x) = cos G) est continue sur | — o0, 0[ et sur ]0, +oo[

3) Limite de vou
Théoréme :

Soit u une fonction définie sur un intervalle pointé de centre x, telle que lim u(x) = [ ; si v est continue en [
X-Xg

alors xh_)r)r} (vou)(x) = v(l)

Preuve :

Ona: lim u(x) =1 € R doncu admet un prolongement par continuité i définie comme :
X—Xg

u(x) = u(x);six + x
{ﬁ(xo) =1

La fonction u étant continue en x,; et v est continue en | = u(x,) alors et d’aprés le théoreme de la composition
(vo u) est continue en x, et par suite :

Jim (vou) (x) = lim (vot) (x) = (votn) (xo) = v(T (x0)) = v(1)

Application :

Déterminer les limites suivantes :

. sin4dx
1. limcos (n )
x-0 3x

. . 1
2. xl_l)r_go sin <7Tx (1 — cos (ﬁ)))

IV) IMAGE D’UN INTERVALLE PAR UNE FONCTION CONTINUE

1) Image d’un segment (intervalle fermé) :
Activité : . .."

Le graphe ci-contre est le graphe de la fonction f(x) = x? + 2x o f

1- Déterminer graphiquement les images des intervalles » ,
-.". ,."'
L =[01], 1 = [3,~1]; 5 = [-3,1] s e NS TR
\ I
2- Montrer algébriquement que f([—3,1]) = [—1,3] .
Rappelle :
f)ej
H=]s {I

{ (vx € D(f(x) €))
(vyeD@ExeDN(fx) =y

Théoréme : (Admis)

L'image d’'un segment [a, b] par une fonction continue est le segment [m, M| ol

m = xrer[un f(x) et M= xrer%gr)l()]f(x)
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La courbe ci-contre est la courbe de la fonction
flx)=x3+3x2+2

f(la,b]) = [m, M]

\#

continuitéiamgeintervalle.ggb

Cas particulier :

e Si f est continue croissante sur [a, b] alors f([a, b]) = [f(a), f(b)]
e Si f est continue décroissante sur [a, b] alors f([a, b]) = [f(b), f(a)]

Remarque :

La continuité dans le théoréme précedent est suffisante mais pas
nécessaire

Dans la figure ci-contre f n’est pas continue mais

fao.2D) = [f(2), f(D] = [-1,2]

(X

&

., ] 24

2) Image d’un intervalle.

Théoréme (admis)

L'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Remarque :

L'intervalle I et son image f(I) par une fonction continue n’ont pas
nécessairement la méme forme.

Dans le cas de la courbe ci-contre on a :

&

f£00.2]) = [-21]

-4

B3
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L'intervalle I f(I) : f strictement f(I) : f strictement
croissante décroissante
[a, b] [f (@), f(B)] [f(b), f(a)]
[a,b] [f(@, lim fGI ] lim f(), f(a)]
Ja, B[ ] Iim (), lim fCO[ | 11im £GO, Tim, f@)]
[a, +o] [f (@, Iim_fCo)1 ] lim £Co, f(@)]
] =0, b[ 1 lim 7Co, lim fFG)[ | 1Jim £(), lim fCo[
] — o0, +0o[ ] lim f(x), lim fC)[|] lim f(x), lim f()][

Remarque

Si f n’est pas strictement monotone sur I'intervalle I, on peut utiliser les propriétés précédentes en subdivisant
I'intervalle I en intervalles ol f est strictement monotone et on utilise la propriété f(I; U Iy) = f(I1) U f(I;).

Exercice :

1- Dresser le tableau de variation de la fonction f(x) = 2x? — 3x?

2- Déterminer les images des intervalles suivants : | —1,0]; [1,2]; [—1,2[; [0, +oo[

V) THEOREME DES VALEURS INTERMEDIERE — TVI.

1) Le théoréeme :

Preuve :

(Vx € D(f(x) €))

Rappelons que: f(I) =] < {(Vy eNExeN(f) =y

Soit f une fonction continue sur un intervalle I ; a et b deux éléments
de I telsque:a < b.

On sait que f([a, b]) = [m,M] oum = min_f(x) et M = max f(x)
x€[a,b] x€[a,b]

Onadonc f(a) € [m,M] et f(b) € [m, M].

Soit A compris entre f(a) et f(b) onadonc: A € [m, M] et puisque
f([a, b]) = [m, M] donc A admet au moins un antécédent ¢ dans l'intervalle [a, b].

D’ol pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe au moins un ¢ € [a, b] tel que f(c) = A

Théoréme T.V.l :

Soit f une fonction continue sur [a, b] .

Pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe au moins un ¢ € [a, b] tel que f(c) = A
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Théoréme T.V.I (cas f strictement monotone)

Soit f une fonction continue strictcement monotone sur [a, b] .

Pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe un et un seul

¢ € [a,b] telque f(c) =1

Remarque :

L’expression " Pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe un et unseul ¢ € [a,b] telque f(c) =1 "
peut-étre formulée comme :
" Pour tout A compris entre f(a) et f(b) I'équation f(x) = A admet une solution unique dans [a, b]

Corolairel (T.V.l) :

Soit f une fonction continue sur [a, b] .

Si f(a) X f(b) < 0il existe au moins un ¢ € [a, b] telque f(c) =0

Preuve :
f(a) x f(b) < 0veutdire que f(a) et f(b) ont des signes opposés donc 0 est compris entre f (a) et f(b)
On prend A = 0 dans le théoréme général des valeurs intermédiaire.

Corolaire2 (T.V.l) :

Soit f une fonction continue strictement monotone sur [a, b] .

Si f(a) X f(b) < 0il existe un et un seul ¢ dans [a, b] tel que f(c) =0

2) Applications :

Exercice 1 :

1- Montrer que I'équation x3 + x — 1 = 0 admet une racine unique dans [0,1]

2- Montrer que I’équation x3 + x — 1 = 0 admet une racine unique dans R.

VI) FONCTIONS COMPOSEES ET FONCTIONS RECIPROQUES.

Activité :

. 1
Soit f(x) = e
1- Montrer que pour tout y dans I = [0,4oo[, I'équation f(y) = x admet une solution unique dans I'intervalle

J=101]
2- Etudier la monotonie et la continuité de f sur R

On dit que la fonction f admet une fonction réciproque de J =]0,1] vers I = [0, +oo[

Remarque :

10
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flx) =y fy)=x
{ X€EF (:){ y€EE

fH=y X=f(y)

Ona:

(Vx € F)(fof ~1(x) = x)
(Vx € E)(f of (x) = x)

g0

f—l

2) Théoreme et applications

Théoréeme :

Soit f une fonction définie continue et strictement monotone sur un intervalle I, On a f admet une fonction
réciproque f 1 définie de J = f(I) vers I.

Preuve :

Puisque f est continue et strictement monotone alors I'image de I'intervalle I I'intervalle ] = f(I)
donc f est surjective par construction car (Vx € ] = f(I))(Ay € D(f(y) = x)

Montrons que f est injective de I vers f(I)

On suppose pour la démonstration que f est strictement croissante (méme démonstration si f est strictement
décroissante)

Soient y; et y, deux éléments distincts de I (On suppose que y; > y5)
On a donc ( puisque f est strictement croissante) f(y;) > f(y,) donc f(y,) # f(y,) et finalement f est injective

donc f est une bijection de I vers f(I)

Fr =y ) =

TS . ;. -1 _ .
D’oul f admet une fonction réciproque f =" deJ = f(I) versI eton a { xe] yel

Exercice 1
Soit la fonction f(x) = 2x% + x + 1 définie sur R.
1- Déterminer ] = f([0,1])
2- Montrer que f admet une fonction réciproque de J vers [0,1] et déterminer f~1(x) pour x dans J
Exercice 2 :
Soit la fonction g(x) = x — 2v/x définie sur R.
1- Montrer que g est strictement croissante sur [1, +oo[ puis déterminer ] = g([1, +[)

2- Montrer que g admet une fonction réciproque de J vers [1, +oo[et déterminer g~1(x) pour x dans J

11
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Exercice 3 :

définie sur R.

Soit la fonction h(x) = —

Montrer que h est une bijection de ] — 1,1[ vers un intervalle J qu’il faut déterminer et déterminer h=1(x) pour x
dansJ.

Propriété 1 :

Si f admet une fonction réciproque f~* de ] = f(I) vers I alors f 1 & la méme monotonie sur J que celle de f

surl.
Preuve : P
A G R C2)) T
Tf_l -_—— /
/] Xq1—Xp ( B
Y1i—=Y2
=" f =y t=Flw)
FOeD—F(x2) £ AN AT
S
1 . s
= (Tf/ # 0 f est strictement monotone)
f/I I f 1l17)'—_)': 8=fly)
Donc le taux de f~1 sur J a le méme signe que le taux de f sur [ =T
Et on conclut. ~ )
st
’~I

Propriété 2 :

Si f admet une fonction réciproque f 1 de ] = f(I) vers I alors C¢-1 et Cy sont symétriques par rapport a :

Q) y=x
Rappelles :
x €D
®OM(x,y) € C (:){ s
CNEG Sy = Fy

®@Dans un repére orthogonal si on a un point M (a, b) son symétrique par rapport
a la droite (A) y = x est le point M'(b, a).

Preuve d’une propriété :

Soit f une fonction continue strictement monotone sur un intervalle I, f 1
sa fonction réciproque définie de J = f(I) vers .

Cr et C¢-1 sont les courbes respectives de f et de fL
fib)=af 1b=r@
Soit M(a, f(a)) un point de la courbe C; son symétrique par rapport a la \\‘//
droite (A) y = x est le point M'(f (a), a).
fl@=»b _ X
Or :{ _ donc M'(b, f~1(b)) douU M’ € Cs-1 /
a=f"1(b) (. f ) f Sosg g e

Propriété :

Soit f une fonction continue strictement monotone sur un intervalle I,
f~1 sa fonction réciproque définie de ] = f(I) vers 1.C; et Cp-1 sont

symétriques par rapport a la droite (A) y = x

12
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A remarquer que la symétrie des deux courbes concerne toutes leurs
composantes ; les asymptotes ; les tangentes et demi-tangentes... =

(Aly =«

3) La fonction racine n — éme

Propriété et définition :

elle admet donc une fonction réciproque u~! de u(R*) = R* vers R*.
La fonction réciproque u~! s’appelle la fonction racine n — éme et se note 3/

Soit n un élément de N* ; la fonction u: x = x™ est une fonction continue strictement croissante sur Rt

Conséquence de la définition :

e Lafonction V' est définie sur R*

e (Vx€eRY(WV/x =0)

(Vx ERM) (VY ERDH(Vx =y & y" =x)

e Lafonction Y/ est continue sur R* strictement croissante.
o (VxeRN(VyeRHWVx =4y ox=y)

(VaeRY) (Vx =ae x=a")
o (WVaeRYN)(WVx <ae=0<x<ah)
(vx e R)((Vx) =¥Vx" =x
(vx € RH)(vp e N)(Vx )" = VxP
o Jim Vxo= oo

Si limu(x) = +oo alors lim \/u(x) = +o
x— X%

Si limu(x) =1 > 0alors lim Yu(x) = V1
X%k

X —>%k

O

La courbe de la fonction ¥/

Régle de calcul :

(Vx e RM)(Vy e RY) (W xy =Vxy)
e (Vx € RT)(Vy € R*) (i/? = %)
o (Vx € R*)(Vn € N*)(¥p € N*) (V’{/_; = ”K/E)

(Vx € R*)(Vn € N*)(vp € N)(Vx = "VxP)

(a prouver)
(a prouver)

Remarque :
(Vx € RM)(Vx =vx)

13
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e (VxeRY(Vx =x)
L’équation x™ = a
x"=a
n pair \ / n impair
a=0 a<0 a=>0 a<0
Y v
§ = (Va; —Va 5= s = (Va) s =(-¥-a)

Exercices d’applications :

Exercice 1:

1. RésoudredansR:x*=16
2. RésoudredansR:(x —1)3 = =27

Exercice 2 :

1. Résoudre dans R I'équation: 3/x —x = 0
2. Résoudre dans R I'équation: ¥x —5Yx+6 =0

3. Résoudre dans R I'inéquation: Vx — 1 — x — 2 > 1.

Ordre 3:

Onsait que a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b?) eta® + b3 = (a + b)(a®? — ab + b?)

a3+b3

2—ab+b?

(Vx € RY)(Vy € R*) (i/; -y = T
x

(Vx € RM)(Vy € R*) (i/E +3fy =

xX—=y )
oy + 3

x+y >
Va2 =y + 7

, a3-b3
llenrésulte: a—b=—-——eta+b=
a“+ab+b
Par suite :
Applications :

® Rendre le dénominateur rationnel :

_ 3V2 b= 1
32-2 a+32+1
@ Déterminer les limites suivantes :
. 32062473 . 3Bx—a—Vx
lim ———— lim ————=
x->1 xZ+x-2 x—4  X—4

14
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D’ordre 4 :

Onsaitque: a*—b*=(a—b)(a®+ a?b+ ab®+ b3)

a*-p*

llenrésulteque: a—b=—-——
q ad+a?b+ab*+b3

Et par suite :

s w0 e (- = g e

A remarquer qu’on ne peut pas factoriser : a* + b*

Applications :

Déterminer les limites suivantes :

lim 420x—4-2 lim 42x+1-1
x—1 2x2+x-3 x—0 3/2x+8-2

4) Puissance rationnelle :

Rappelle :

Soit x un réel et n un entier naturel nonnulona:x®* =x X x X ...xx et x°=1 (x # 0)
N——— —_——
n fois

— 1
Pourx # Oonax™" = —
X

Propriété :

1
Pour tout réel x = 0 et pour tout entier non nul g on pose : Ux = x(q)

Preuve : (en exercice)

Définition :

Soit x un réel positif et r un rationnel (r € Q) ; r = sou p €E Zetq € N* on pose :

p
q

x = @) = Y37 = (Y7)
Propriétés

Soit x et y deux réels positifs, r et ' des rationnels on a :

xr+r’ = x" x x’
xrxr' — (xr)rl — (xrl)r

1
X = (x#0)

!

r—rr _ X" 0
X —F(xqt )

(xy)" = x"y"

(x)r . xr
y yr

o AW INE

Exercice 1:
Démontrer 1 et 2
Exercice 2 :

Comparer les nombres a = /5 et b = V20

15
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Application aux calculs des limites.
Calculer les limites suivantes :

o lim ¥2x2 + 3x — 1/3x3 + x2

xX—+co
im 3/8x2 352 — 52
o lim V8x?+3x —2+x?—x
X—+00
o Yx=1-1

xl—l>r4poo Vxri+x
o lier Vx7+1— YxP +1 (discuter suivant les valeurs de petq)
xX—>+o0

5) la fonction Arctangente :
Activité :

1- Déterminer lim ,tanx et lir7£1 _tanx

x-(F) *(3)

2- Montrer que la restriction de la fonction tan sur ]%n;g[est une bijection de ]_7” %[vers R.

Propriété et définition :

La restriction de la fonction tan sur ]_2—” %[ est une bijection de ]%n;g[vers R.

Sa bijection réciproque s’appelle la fonction Arctangente , notée : artan elle est définie de R vers ]_7” %[

La courbe de la fonction arctan :

Ctan

2 ==

1 "FFF._._._._._-_:.'HH
— T = %
1] & =d =3 =2 1 2 3 4 B =] T E
_-_-_-_-_______,_,..-* )
2 i _,_
Résultats :
arctax =y X =tany
X y 27’2
. T . -1
@ lim arctanx == et lim arctanx =—
xX—+00 2 X——00 2

Il
=
—

® (Vx € R)(tan(arctan x) = x) et (Vx € ]_7” ; ED (arctan(tan x)

. . . . . - T
@ La fonction artan est impaire strictement croissante sur ]T, E[

16
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—TT

® (Vx € RY) (arctanx + arctan G) = g) et (Vx ER7) (arctanx + arctan G) == ) (Propriété a démontrer)

Exercice 1 :

Déterminer les réels suivants:

a = Arctan (tan (— ?2’—7;)) ;b= Arctan (tan (#)) ; ¢ = tan(Arctanv123)

Exercice 2 :

Soient a et b deuxréelstelsquea €] —1,1] et b €] — 1,1

b
1- Montrer que: arctana + arctanb = arctan (%)
2- Etudierlecasou a>1letb>1
3- Résoudre dans R
1- 1
arctan (Tﬁ) + arctan ( +\/}) = %
Exercice 3 :
Déterminer les limites suivantes :
. Arctanx—1 , . (Arctan(2x?*+
1. 1- lim 5 2- lim x(2arctanx — m) 3-lim (rngx))
xoT Ax-T xX—+0o0 x—0 V+1-1
4
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ETUDE DES FONCTIONS

|) CONCAVITE ; CONVEXITE ; POINTS D’INFLEXION
1) Activités :

Activité 1 :

Soit la fonction définie sur R par : f(x) = x? + x; Soit A(a, f(a)) un point de sa courbe représentative.

1. Déterminer I'équation de la tangente (T,) en A. (En fonction de a)

2. Soit P et M deux points qui ont la méme abscisse x et qui appartiennent
respectivement a Cr et (T,), Montrer que le signe de PM est positif quel que soit la
valeur de x.

3. Déterminer la dérivée seconde de f.

Activité 2 :

Soit la fonction g définie sur R par : g(x) = 2x3 — 3x2. /

1. Déterminer les dérivées premiere et seconde de la fonction g. :
2. Dresser le tableau de signe de g'’(x).
3. Lacourbe représentative de g est représentée ci-contre, étudier graphiquement

La position relative de la courbe ¢, par rapport a ses tangentes. :
4. Que peut-on conclure ?

Activité 3 :
Soit la fonction h définie sur R par : h(x) = \/%

Déterminer le domaine de définition de h et étudier sa parité.
Etudier les limites en 40 et —oo

Déterminer la fonction dérivée de la fonction h et dresser le T.V
Déterminer I’équation de la tangente T en 0(0,0)

Etudier les positions relatives de T et la courbe Cf

o ukwnNE

Tracer la courbe Cf

2) Définition et propriétés.

Définition :

Soit f une fonction dont la courbe représentative est (.

e Ondit que la courbe est convexe si elle se trouve au-dessus de toutes ses tangentes
e Ondit que la courbe est concave si elle se trouve au-dessous de toutes ses tangentes.

e Un point d'inflexion est un point ou s'opére un changement de concavité de la courbe C
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3 2 \‘u / !

-2

Graphe d’une fonction convexe

P

i
P2

Graphe d’une fonction concave

Point d’inflexion en A

Remarque :

Si f est dérivable en a et (s traverse sa tangente en A alors le point A est un point d’inflexion

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I et C¢

sa courbe représentative. Soient a un élément de I, A(a, f(a))

et (T4) la tangente en A, Soient P et M deux points qui ont le méme

abscisse x

et qui appartiennent respectivement a Cr et (Ty),

Ona:yp = f'(a)(x —a) + f(a). Soit :

p(x)=PM =f(x) —yp

=f) - f@kx-a)—-f(a)

@ est dérivable sur |

(Vx € D(@'(x) = f'(x) = f'(@)

@ est deux fois dérivable sur I

(vx € D(e" () = f"(x))

(car (f(a))’ =0 ; f(a) est une constante)

Lot

Si f'' est positive sur I, il en est de méme pour ¢’ et on aboutit au tableau suivant :

Cf est convexe sur [.

x a
9" (x) +
@' (x) 0
Signe de ¢’ — 0 +
@ (x)
0

concave sur [.
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de sa tangente en A(a, f(a)) et ceci pour tout a dans I d’ou :

On voit bien que si f est deux fois dérivable et que f'' > 0 sur I alors

p(x) = PM = f(x) — Yp est positif ce qui signifie que Cr est au-dessus

De méme si on suppose que f”’ est négative sur I on conclut que Cr est
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Théoréme :

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervallel .

e Sif" estpositive sur [ alors Cy est convexe sur[.
e Sif" est négative sur I alors C¢ est concave sur /.
e Sif"” s’annule en a en changeant de signe alors Cr admet un point d’inflexion en A(a, f (a))

Remarque :

Les conditions du théoreme précédent sont suffisantes ; on peut avoir une courbe convexe, concave ou un point
d’inflexion sans I’existence méme de la dérivée seconde.

Exercice :
2
—Xx°, x<0
xX) =
f& { x), x>0
1. Montrer que f est dérivable en 0.
2. Déterminer la fonction dérivée de la fonction f sur R.
3. Etudier la dérivabilité de f' en 0 ; f est-elle deux fois dérivable en 0.
4. Tracer la courbe Cr et remarquer qu’elle admet un point d’inflexion en 0(0,0).

I1) BRANCHES INFINIES.
1) Asymptote verticale (rappelle)

Définition :

Si la fonction f vérifie I'une des limites suivantes :
lim f(x) =4o00; lim f(x) = —oo; lim f(x) = —o0 ou lim f(x) =400
x—-at x—a~ x—at x—a~

Alors, on dit que la droite (A): x = a est une asymptote verticale.

Interprétations géométriques :

_____,/ I
) o |a
lim f(x) =400 lim f(x) =—o0 lim f(x) =400
x-at x-a~ x-a~

2) Asymptote horizontale.

Définition :

Si la fonction f vérifie I'une des limites suivantes :
lim f(x)=1 ou lim f(x)=1
x—+00 X——00

Alors, on dit que la droite (A): y = [ est une asymptote horizontale.
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Interprétation géométrique :

lim f(x) =1

X—+00

Remarque :

La position de la courbe Cr par rapport a son asymptote horizontale se détermine par le signe de f(x) —I:
e Sif(x)—1=0alors Cr est au-dessus de (A):y =1
e Sif(x)—1<0alors Cr est au-dessous de (A):y = I

Exercice :

2x?
2

Soit f la fonction définie par: f(x) =

x4—1

1. Déterminer I'ensemble de définition de f.
2. Déterminer les limites de f aux bornes de Dy.
3. Interpréter géométriquement les résultats obtenues.

3) Asymptote obligue.

Activité :

2x%—x

Soit g la fonction définie par : g(x) = =—

Déterminer I'ensemble de définition Dg.
Déterminer les limites aux bornes de Dg

1
2
3. Effectuer la division de P(x) = 2x2 — x sur (x — 1) puis en déduire que (Vx € Dy) (g(x) =2x+1+ ﬁ)
4. Déterminer lirp gx)—(2x+1)
X—>+ 00
On dit que la droite (A): y = 2x + 1 est une asymptote oblique a la courbe C au voisinage de +

Définition :

Soit f une fonction définie au voisinage de +oo, on dit que la droite (A):y = ax + b ol a # 0 est une
asymptote oblique a la courbe (s au voisinage de +oo si : 1ir£1 f(x)—(ax+b) =0
X—+00

Exemple : Hpp=2
La courbe de la fonction : g(x) = Zi__l a pour asymptote .
oblique au voisinage de +oo, la droite (A):y = 2x + 1. ]
Remarque :
Si la courbe Cr admet la droite (A):y = ax + b comme ,/
/
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asymptote oblique alors la position de la courbe Cf se déduit par
le signe de PM = f(x) — (ax + b).

e SiPM = f(x) — (ax 4+ b) > 0 alors Cf est au-dessus de (A)
e SiPM = f(x) — (ax + b) < 0 alors Cy est au-dessous de (A).
e SiPM = f(x) — (ax 4+ b) = 0 alors Cf est coupe (A).

Propriété :

Soit f une fonction définie au voisinage de +oo. La courbe Cr admet la droite (4):y = ax + b (a # 0) comme
asymptote oblique au voisinage de +oo si et seulement s’il existe une fonction h tel que :

f(x) =ax+ b+ h(x)
{ lim h(x) =0

X—+00

Preuve : |l suffit de poser : h(x) = f(x) — (ax + b).

. - R - " x3+2x%+2x 1
Exercice : En utilisant la division euclidienne montrer que (Vx € R*/{1}) (T =x+1+ m)
L . x3+2x%+2x . .. ..
En déduire que la fonction f(x) = Yz admet une asymptote oblique au voisinage de +oo et au voisinage de —oo

Propriété :

Soit f une fonction définie au voisinage de +oo. La droite (A): y = ax + b (a # 0) est une asymptote oblique
au voisinage de 4o si et seulement si :

lim @ =a (a=#0)
x—->+00 X

lim f(x) —ax=»b
X—+00

Preuve :
D’aprés la propriété précédente : On peut écrire f(x) = ax + b + h(x) ou liI_’I{l h(x) =0
X—>+00

Donc:@=a+2+@
X X

et donc lim 1o _ a (car: lim (B+M) =0)
X xX—>+o0o X X—+00 X

X

D’autre part: f(x) —ax = b + h(x) ou ]iI_’I{l h(x) = 0 donc lir_P f(x)—ax=0»b
X—+0o0 X—>+00

4) Branches paraboliques.

Soit la fonction définie par : f(x) = x?

2
Ona:Df =R; lim x* = +oo et lim ACIR T L=t
X—+00 xX—>+o0o X xX—+o00 X

On dit que la courbe Cy admet une branche parabolique vers I'axe (0y)

au voisinage de +oo

Définition :

Soit f une fonction définie au voisinage de +o ; on dit que la courbe Cf admet une branche parabolique vers

I'axe (Oy) au voisinage de +0o si ]ilzl % = o0,
X—+00
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Interprétations géométriques :

Soit la fonction définie par: f(x) = Vx

Ona:Df = R";

lim Vx = 4 et lim
xX—+00 x—+o00 X

I im ¥ o

X—>+00 X

On dit que la courbe C; admet une branche parabolique vers

I'axe (Ox)\ au voisinage de +o

Définition :

lim f(x) =+ xlirp f(x) =4

X—>—00 —+00
. f() — ——— . f(x)

lim —=— lim —= =+
xX->—00 X xX—+o0o X

lim f(x) = —o00 ]ir}_l f(x) = —00
X—>—00 X—>+00

— «—

lim f_(x) = 400 lim f_(x) = —

X—>—00 X X—+o00 X

I'axe (Ox) au voisinage de +oo si lirp f(x) =400 lim
X—>+c0

xX—+c0 X

Soit f une fonction définie au voisinage de + ; on dit que la courbe Cr admet une branche parabolique vers
fx)
—=0.

Interprétations géométriques.

lim f(x) =—o
X—>—00
x>+ X

\\

Jim_ () = +o0
N
im —= =

xX—>+00 X

0

o

isE—

Jim f(x) = —o0
lim @ =0
x—>—o© X
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Activité :

Soit f la fonction définie sur R*par: f(x) = x +vx

Ona: lim f(x) =+

X—+00

lim
XxX—+o0 X

fx)

XX

= lim
x—+oco0 X

Mais lim f(x) —x = lim vx = 4o
X—+00 X—+0c0

On dit que la courbe de la fonction admet une branche parabolique vers

la droite (A):y = x.

Définition :

. 1
AN T

1

/|

x—+0oo

(A):y = ax.

Soit f une fonction définie au voisinage de +oo ; si lim f(x) = o, lim
X—+0o X—+00

1)

a (a#0)et

lim f(x) — ax = too alors on dit que : la courbe de la fonction admet une branche parabolique vers la droite

{x@%ﬂm=+w

lim f(x)—ax =+oo
X——00

Jim f(x) = oo

s

lim f(x) =+
X—+00

lir_noo f(x) —ax = —oo

Ill) DEMI-TANGENTE VERTICALE

Introduction :

Soit f la fonction définie sur R* par: (Vx € R*)(f(x) = vVx)

Ona: lim Yx=vo 1

" x>0+ x-0

x—0t VX
dérivable a droite de 0.

Soient x # 0 et M(x, f(x)) un point de la courbe Cf la droite

(OM) a pour coefficient directeur m = \/7; donc elle a pour

1
vecteur directeur U <£> = ( > le vecteur ¥ (f) est aussi

X

1
L

Vx

lim N +o0; la fonction f n’est pas

fiz)

{x

lim f(x) —ax = —o

lim f(x) = —o

X——00

B ittt

vecteur directeur de la droite (OM) si on fait tendre x vers 0 (a droite) La droite (OM) "tend" pour une position limite

vers une droite (T) de vecteur directeurf(

sera paralléle a I'axe (0y).

2) donc
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Propriété :

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a,a + 7|

Si f est continue a droite de a et lim % = too alors la courbe Cr admet une demi-tangente verticale
x—a -

a droite de a.

Exercice :

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = x — E(x)
1. Tracer la courbe de la fonction f sur [0,2[.

FO)-f (1)

2. Etudier la limite lim
x-1" x—1

3. Queremarquervous ?.

Interprétation géométriques

i 38

lim fO=@ _ lim f@OT@ _ lim fOT@ _ lim £O=@ _

roat xX—a xoa—- x—a x—at Xx—a x-a- X—a

IV) LES ELEMENTS DE SYMETRIE D’UNE COURBE.

1) Axe de symétrie :

Activité :
ffR->R
X+ V2x%2—4x—6
1. Déterminer D ensemble de définition de la fonction f.

2. Montrer que (Vx € Df)(2 — x € Dy)
3. Montrer que (Vx € Df)(f(2 — x) = f(x))

Soit la fonction

Propriété :

Soit f une fonction numérique dont I'ensemble de définition est Dy.
(Vx € Df)(2a — x € Dy)
(Vx € Dp)(f(2a —x) = f(x))

La droite (A): x = a est un axe de symétrie de la courbe Cf si et seulement si : {

Preuve :
Soit x un élément de Dy et A(x, 0), si A'(x’, 0) est le symétrique

de A par rapport a (A) x = a alors % = a (a estle centre de

I'intervalle de bornes x et )

d’ou:x" = 2a — x et puisque (A) L (AA") alors

f(x) = f(x") ce que signifie : f(2a — x) = f(x)
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2) Centre de symétrie.

Propriété :

Soit f une fonction numérique dont I'ensemble de définition est D.
(Vx € Df)(2a — x € Dy)
(Vx € D)(f(2a —x) = 2b — f(x))

Le point Q(a, b) est un centre de symétrie de la courbe C si et seulement si : {

Preuve :

Q(a, b) étant centre de symétrie de la courbe Cy, si M (x, f(x)) est
un point de Cr alors sont symétrique M’ par rapport a () est un point
de C¢. soit M'(x’, f'(x)) on a :% =a et%ﬂxl) =b

car a est le centre de I'intervalles de bornes x et x’ et b est le centre de i)
I'intervalles de bornes f(x) et f(x")

Parsuite: x' = 2a—x et f(x") = 2b — f(x) et finalement :

fQa—x)=2b—f(x)

Exercice :

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = ax3 + bx? + cx +d

Montrer que le point d’inflexion de Cr est son centre de symétrie. (c’est valable uniquement pour ces fonctions)
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LA DERIVATION

) RAPPELLES
1) Activités :

Activité 1 :

1- Montrer en utilisant la définition que la fonction f(x) = 2x2 + x — 3 est dérivable en a = 2.
2- Montrer en utilisant la définition que la fonction g(x) = Vx? + 1 + x est dérivableena =1
3- Montrer en utilisant la définition que la fonction h(x) = ¥2x2 + 3 est dérivableena = —1.

4- La fonction u(x) = Vx? — 9 est-elle dérivable en a = 3.

Activité 2 :
f(x)=2x*+x six<1

Etudier la dérivabilité de la fonction 4x+2 . ena=1
flx) = 1 six>1

Activité 3 :
1- Etudier la dérivabilité de la fonction g(x) = |2x2 —8|+x+ 1lena = —2.
2- Déterminer I'équation de la tangente en A(0, g(0))
3- Déterminer les équations des demi-tangentes au point B(—2, g(—2))

4- Présenter les 3 tangentes.

2) Rappelles.

Définition :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert de centre a.

On dit que f est dérivable en a si la limite lim w
xX—-a -

le nombre dérivé de la fonction f en a et se note f’'(a).

existe et est finie. Dans ce cas on appellera cette limite

Remarque :
Si f est dérivable en a et f'(a) = lim W On pose : h = x — a si x end vers a alors h tend vers 0 et on obtient
xX—a -
' _ i, flath)=f(a)
f@ = i T

Application :
Calculer le nombre dérivé de f(x) = x3 + x en a = 1 en utilisant la deuxiéme formulation de la dérivation
Définition :

e Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a,a + r[our > 0

On dit que f est dérivable a droite de a si la limite lim w

xX—-a -
cette limite ; le nombre dérivé de la fonction f a droite de a et on la note : f;(a).
e Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme Ja —r,a]Jour > 0

f&)-f(@)
—-a

existe et est finie, dans ce cas on appelle

On dit que f est dérivable a gauche de a si la limite lim
x—-a~

cette limite ; le nombre dérivé de la fonction f a gauche de a et on la note : f;(a).

existe et est finie, dans ce cas on appelle
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Théoréme :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert de centre a.
f est dérivable en a si et seleument si elle dérivable a droite et a gauche de a et f;(a) = f;(a)

Soit f une fonction dérivable en a et f'(a) son nombre dérivé en a.

xX)—jla

Posons : p(x) = {f( ;—Z( = flla), x#a

0, x=a
Ona:(x—a)px)=—f"(a)(x —a) + f(x) — f(a) et par suite :
f&) =f'(@x—a)+fla)+ (x—a)px)
Posons:u(x) = f'(a)(x —a) + f(a) onaura: f(x) = u(x) + (x —a)p(x)
La fonction u est une fonction affine et s’appelle la fonction affine tangente en a.
Propriété :
Soit f une fonction dérivable en a. f admet une fonction affine tangente en a de la forme :

u(x) = f'(a)(x —a) + f(a)

Remarques:
e Lafonction affine tangente en a d’une fonction dérivable en a est une approximation de f au voisinage de
a
On peut écrire alors: f(x)~f'(a)(x —a) + f(a)
e Sionposex =a+h;onaura: f(a+ h)~f'(a)h + f(a) quidit que si on ne connait pas f (a + h) etsi
h est petit, on peut" essayer de mettre " f'(a)h + f(a) alaplacede f(a + h).
Exemple :
Si on veut une approximation de sin3, on peut prendre :
o f(x)=sinx
o a =1 (carm est I'élément le plus proche de 3 dont le sinus est conu)
o h =3 —m(pouravoir:3 =m+ h)
Onaalors f(a) = sint = 0 et f'(a) = cosm = —1 ( a prouver) ce qui donne :
sin3=sin(m+h)~—1x@B—-n)=m—3.

Propriété :
Soit f une fonction dérivable en a. f admet une fonction affine tangente en a de la forme :

u(x) = f'(@x—-a) + f(a)

Exercice :

Soit (x) = x*, A(a, f (a)) un point de C; ; T est la tangente a Cr en A. La droite T coupe respectivement (Ox) et (Oy)
enMetN.

Montrer que M est le milieu de [AN].

Théoréme :

e Sif est une fonction dérivable a droite de a, alors son graphe admet une demi-tangente a droite de a
raauation - y=fa(@x—a)+f(a)
(T,) d’équation : (Td){ t>a
e Sif est une fonction dérivable a gauche de a, alors son graphe admet une demi-tangente a gauche de

a (T,) d’équation : (Ty) {3’ = fg'(a))gx<_aa) + f(a@)
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Exemple :
f(x)=|—2x%2+x+1|;0na:f estdérivable a droite de 1 et f;(1) = 3
(a prouver) et est dérivable a gauche de 1 et f;(1) = —3

donc la courbe représentative de f admet deux demi-tangentes en A(1, f(1)).

(Ta) {y =x3(>x1— 1) et (Tg){ <1 qu’on peut représenter par :

Définition :

y=-3(x-1) y

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. La fonction qui associe a
tout élément x son nombre dérivé f'(x) s’appelle la fonction dérivée de la fonction f sur I.

Tableau des dérivées des fonctions usuelles

La fonction f | Sa fonction Intervalles de dérivation
dérivée f’
C 0 R
X 1 R
x? 2x R
x" nx™1 R
x 1 R**
2+/x
1 -1 R**et R*~
x x?
cos —sin R
sin cos R
tanx 1+ tan®x 1=+ kn,— +kn[, k € Z

Tableau des opérations sur les fonctions dérivées

La fonction Sa fonction dérivée
f+g ff+4g
f-g flg+g'.f
1 -g
g —
f fl9—g'.f
g g°
NG S
2Jf
f(ax + b) af'(ax + b)

3) Dérivation et continuité :
Théoréme :

Si f est une fonction dérivable en a alors elle est continue en a

Preuve :

Ona:f(x) = f(@x—-a)+f(a) + (x —a)e(x)
o g(x) = {f(—’i?ii(“) '@ x#a

0, x=a

Donc lim f(x) = lim f'(a)(x — @) + f(a) + (x — a)e(x)

=f(a) car lim ¢(x) = 0
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Donc f est continue en a.

Remarque :

La réciproque n’est pas vraie ; f(x) = |x| est continue en 0 mais pas dérivable en 0 ( vérifier le)
Exercice :
Soit la fonction f définie par :

fx)=2x*+ax+b six<1

Flx) = 2x+a

six>1
x+2

1- Trouver une relation entre a et b afin que la fonction soit continue en 1.

2- Déterminer a et b pour que f soit dérivable en 1.

/1) DERIVATION DE LA COMPOSITION DE DEUX FONCTIONS

Théoréme :

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et g une fonction définie sur un intervalle J telles que f(I) c J
et aunélémentdel.

e Sif estdérivable en a et g dérivable en b = f(a) alors (gof) est dérivable en a et

(gof)' (@) = g'(f(@) x f'(a)

e Sif estdérivable sur I et g dérivable sur J alors (gof) est dérivable sur I et pour touta danslona:

(gof)' (@) = g'(f(@) X f'(@)

Preuve :

Puisque f est dérivable en a alors : }lirrtl)f(a%)_f@ = f'(a)

Et Puisque g est dérivable en b = f(a) alors : ,‘}L%M = g'(b)

Ona:
lim (gof)(a+h)-(gof)(@) _ lim g(f(a+h))-g(f(a))
h—-0 h h—0 h

Onposek = f(a+ h) — f(a)

Ona: ;lir% k= ;lirr(l)f(a + h) — f(a) = 0 car f est continue en a (car elle est dérivable en a)

et f(a+ h) =k + f(a) par suite :

lim [9(f (@)+k)-g(f(2))
h-olL h

— lim [ @+0-g0@) 4
- h-0L k h

lim

[g(f(a+h))—g(f(a))] _
h—0 h

— ;lln'(l) _g(f(a)+klz_g(f(a)) X f(a+h;_f(a) car: k = f(a + h) _ f(a)

— lim [9(f(@)+k)—g(f(a)) % lim [f(a+h)—f(a)]
k-0 L k h—0 h

=9'(f(a) xf'(a)
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Exercice :
Déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :
1. f(x) =sin(2x2+1)
1
2. g(x)=cos (x2+1)
3. h(x) = tan(cosx) f
> ] > —7'*-.‘»
III) DERIVATION DE LA FONCTION RECIPROQUE : PSS
1) Propriété et exemple. o0 =
Soit f une fonction continue strictement monotone sur I et soit f 1 sa fonction o
réciproque de /] = f(I) versI. rieg=yf_ ro)
On suppose que f est dérivable sur I et que (Vy € I)(f'(y) # 0) s
Montrons que f ~1 est dérivable sur J. I i o
/—:
lim [e= T Gx0) _ s Y=Yo
xX-Xg X=X x-xo FV)—f (o)
— l 1 1
= xhngo TOrFooy (car (vy € D(f' () # 0))
y=Yo
= yll_)n; m (car quand x tend vers xoona y = f~1(x) tend vers f~1(x,))
0T e
Y=Yo
1
f1¥o)

1
T (x0))

Théoreme :

Soient f une fonction continue strictement monotone sur I, et ] = f(I) et a un élément de |

e Sif estdérivable enyg et f'(y,) # 0 alors f ! est dérivable en x, = f(y,) et

—1\7/ _ 1
(70 (o) = pmcy
e Sif estdérivable I et f' ne s’annule pas sur I alors f ! est dérivable sur J et

Vx € N0 = Sy

Exemple :
f(x) = cosx est une bijection de [0, ] vers [—1,1] (Prouver-le)
Etonaf (g) =0etf’ (g) = cos’ (g) = —sin (g) = —1 # 0 donc f ! est dérivable en 0 et

1 1 1

friem1o) - cos’(;—r) B —sin(g) -

(f=H'0 =

Remarque :

La premiére assertion du théoréme précédent nous permet de trouver (f~1)'(x,) sans savoir I'expression de f 1 ; il

suffit de connaitre £~ (x,).

Exercice :

L R-oOR
SOItf:xHx3+x2

1- Dresser le tableau de variation de f
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2- Montrer que f est une bijection de R* vers R* et calculer f(1).

3- Déterminer (f ~1)'(2).

Exercice corrigé :

Soit la fonction g(x) = cos(2x)

1- Dresser le tableau de variation de g dans [0, ]

2- Monter que g est une bijection de ]0%[ vers| —1,1] .

3- Vérifier que (Vy € ]O,ED (g'(y) # 0) et déterminer (g~1)’(x) pour x dans ] — 1,1].
Correction :
1- g est dérivable sur Ret (Vx € R)(g'(x) = —2sin(2x))

e Six €0, E] alors 2x € [0, 7] et par suite g'(x) = —2sin(2x) < 0
e Six€ [ , 7] alors 2x € [m, 21] et par suite g'(x) = —2sin(2x) = 0

X
g |0 -

oo | \ /'

2- La fonction g est continue (composition de deux fonctions continues) strictement décroissante de ]0,%[ vers

omIa

_|_

~lo|a

=] - 11

(]0 D ] hm _g(x), 11151+g(x)

Donc g est une bijection de ]0,§[vers] — 1,1[ ; soit g~ sa fonction réciproque.
3- On a:g est dérivable sur ]0,%[ et (Vx € ]O,ED (g’ (x) = —=2sin(2x) # 0) donc g~ est dérivables sur ] — 1,1].

Soitx €] = L1[; (97’ = o

= e ) (va € ]0.) (sinza = A= cosa))

1
—2/1-cos*(2(g~*(x)))

1

-2 [1-(g(g7 ()"

-1

2V1—x2

2) La dérivée de la fonction arctan
Activité :

1- Montrer que la fonction arctan est dérivable sur R.

2- Montrer que (Vx € R) (arctan (x) = oy )
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Propriété :

La fonction arctan est dérivable sur R et (Vx € R) (arctan’(x) = ﬁ)

Corolaire :

Soit u une fonction définie sur un intervalle I.

1

Si u est dérivable sur I alors arctan(u(x) est dérivable sur I et (Vx € I) ((arctan(u(x)))' = m)

Preuve (En exercice)

Exercice :
Soit la fonction f définie sur R* par: (Vx € R) (f(x) = arctan(x) + arctan (%))

1- Montrer que f est une constante sur |0, +oo], et trouver f(x) pour x dans ]0, +oo].

, . . Arctan(2x2+x+1)—§
2- Déterminer: lim

X—+00 2Arctan(x)—-m

3) La dérivée de la racine n-eme
Activité :

1- Montrer que la fonction x + V/x est dérivable sur ]0, +oo[.
. n ! — 1
2- Montrer que : (Vx €]0, +oo[)((Vx) = =
3- Soit u une fonction dérivable sur I et strictement positif sur I.

a) Montrer que Y/u est dérivable sur I.

b) Montrer que (Vx € I)((n\/u(x)), = nu&
n" @)™

Propriété 1 :

Soit n un entier naturel non nul

. - ! 1
e Lafonction x ~ Vx est dérivable sur ]0, +oo[ et (Vx €]0, +oo)((Vx) = =
e Siu une fonction dérivable sur I et strictement positif sur I alors la fonction 3/u est dérivable sur I et

(Vx € 1)((’{/@)' —; .

n [(u (x))n_1

Exercice 1 :

Déterminer les domaines de dérivabilité et les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

flx)=V3x2+x — 4

2x—1
IOEN =

Exercice 2 :

Déterminer la limite : lim M1V
" x>0 3\/x2+1—\/x+1
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Propriété 2 :

Soit r un nombre rationnel

e Lafonction x ~ x7 est dérivable sur ]0, +oo[ et (Vx €]0, +oo[)((x™) = rx"1
e Siu une fonction dérivable sur I et strictement positif sur I alors la fonction u” est dérivable sur I et

(vx € (@) =7u' (). (@)

Exercice :

1+sinx

f(x) = CcoSsx
f(x) =% arctan(3\/1 —x3) six €] — o,0]

. T
six € [0’5[
Soit la fonction définie par :

1- Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.

2- Calculer les limites lirTrrl _f(x); lim f(x)
xo(® X——00
2

3- Soit g la restriction de la fonction f sur [0,% [=1

a) Déterminer l'intervalle J image de [ par g

b) Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque g~! et que g~ est dérivable sur J.
c) Montrer que :(Vx € N((g™1)' (x) = %

X

d) En déduire g~1(x) pour tout x dans J.

4- Etudier les variations de f sur | — oo, 0].
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SUITES NUMERIQUES

|) RAPPELLES

1) Suite arithmétique ; suite géomeétrique

Activité :
Une personne a recu deux offres de deux sociétés commerciales pour une durée de 4 ans.

La société A propose un salaire de 4500 Dh pour le premier mois et une augmentation de salaire de 75 Dh chaque
mois.

La société B propose un salaire de 3500 Dh pour le premier mois et une augmentation de salaire de 3% chaque mois.
Soient a,, et b, les salaires proposés respectivement par les sociétés A et B pour le niéme mois.

1- Calculer les salaires des 4 premiers mois pour les deux sociétés.

2- Trouver une relation entre a, 44 et a,, puis entre b, et b,,.

3- Calculer les salaires du 10 *™ mois pour les deux sociétés.

4- Quelle est la société la plus bénéfique pour la personne ?

Rappelle :
Suite arithmétique Suite géométrique
Définition Upp1 = Uy + T Unt1 = qUy
Terme général U, =uy, + (m —p)r vy =V, Xq"7P
Relation entre 3 termes 2b=a+c b? = ac
Consécutifsa, b etc
Somme des termes S=uptupy ++uy, S=v,+vp 4+t
consécutifs _ (n-p+1) 1-qm=p+1)
= [up + uy] = ——— #*1)
Variations (uy,) est croissantes ssir = 0 (vy,) est croissantes ssiq = 1
(uy,) est décroissantes ssir < 0 | (v,) est décroissantesssi0 <q <1
Si g < 0 alors (v,) n’est pas monotone
Exercice :

Soit la suite (uy, ), définie par:

{ uo =4
(vn e N)(up4q = 2u, — 5

(La suite (uy,), s’appelle une suite arithmético-géométrique)
1- Soit la suite (v,,),, définie par: (Vn e N)(v, = u, +a)
a- Déterminer a pour que la suite (v,),, soit gé¢ométrique.

b- Déterminer v,, puis u, en fonction de n.

2- Calculer en fonction de n la somme S, = ug +uq + -+ up_q.
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2) Suites majorée, suites minorée ; Monotonie d’une suite.
Définition (Rappelle) :

Soit (U )ner Une suite numérique. (I € N)

e Ondit que la suite (1) ep €St majorée s'il existe un réel M tel que :(Vn € I)(u,, < M)
e Ondit que la suite (1) er €St minorée s’il existe un réel m tel que :(Vn € I)(u, = m)
e Ondit que la suite (U, ),y est bornée si elle est majorée et minorée.

Théoréme :

Soit (U )ner Une suite numérique. (I c N)

e Lasuite (u,)ney est croissante si et seulement si: (Vn € 1) (Upqq1 = Uyp)
e Lasuite (u,)ney est décroissante si et seulement si: (Vn € 1) (u,y1 < uyp)

Exercice 1 :
uO = 1
Soit la suite récurrente (u,,),, définie par : {u _ Tup-1
n+l ™ oy, +3
1- Montrer que (u, ), est minorée par 1 et majorée par 3.
2- Etudier la monotonie de la suite (uy,),.

Exercice 2 :

Vo = 0
Soit la suite récurrente (v,,), définie par :
(Vndn p {vn+1 - T o,
1- Montrer que la suite (v,,),, est croissante.

2- Montrer que la suite (v,,),, est minorée par V2 et majorée par 2.

Exercice 3 :

Soit la suite récurrente (w;,),, définie par : (vn = 1) <Wn _n ’Wﬁ__ll + 2>

1- Calculer wy ; w, et wy

2- Soit la suite (vy,), définie par; (Vn € N*)(v,, = w}})
a- Déterminer la nature de la suite (v,),
c- Déterminer v, puis w,, en fonction de n.

Il) LIMITE D’UNE SUITE
1) Activité

iy

Fractale.exe
Activité :
1- Montrer par récurrence que : (Vn € N)(Vx € RY)(1 + x)" > 1 + nx.

2- Soit [AB] un segment de longueur [, = 1 ; On procéde comme suite : dans I'étape 1 on découpe le segment
[AB] en 3 parties égales et on ajoute une quatrieme de méme longueur.

Dans I'étape 2 on fait la méme chose qu’on a fait au segment [AB] au 4 segments obtenus a I'étape 1. ainsi de suite

|

www.adirassa.com
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a) Quelle est le nombre de segments dans I'étape n

A (£
b) Quelle est la longueur de la ligne brisée dans |'étape n N
/N
3- déterminer un entier n pour la quelle [, > 1000 // ‘\
4- Soit A un réel quelconque positif ; Montrer qu’il existe N tel A /" \\ a
quesin = Ny alorsl, = A A
i \
i ks
On peut dire : « On peut rendre 1,, aussi grande qu’on veut » N\ /
Ceci se traduit mathématiquement par: lim [, = 400 VAN /; \\ A
n—+oo A FARRY / N P B

La ligne brisée "limite" s’appelle une fractal.

2) Définitions
Définition 1 :

Soit (u,, ), une suite numérique. On dit que la suite (u,),, tend vers +co (quand n tend vers +0)si elle vérifie
la proposition suivante : (VA > 0)(3 Ny € N)(n = Ny = u,, > A) on écrit lim u, = +oo

n—-+oo

Remargque : L’expression « quand n tend vers 4o » est superflu car I'’étude de la limite d’une suite c’est toujours
quand n tend vers +oo et on se contente d’écrire : limu, = +o

Propriété :(limites de référence)

Les suites (1), ; (0, ; (n")n (k € N*); (\/ﬁ)n , (%)n (p € N*) tendent vers +oo

Exercice : Montrer le dernier résultat

Définition 2 :

Soit (uy,), une suite numérique. On dit que la suite (u,), tend vers —oo (quand n tend vers +oo)si elle vérifie
la proposition suivante : (VA > 0)(3 Ny € N)(n = Ny = u,, < —A) on écrit limu,, = —o0

Remarque : limu, = —co & lim(—u,) = +

Définition 3 :

Soit (u,,), une suite numérique et [ un nombre réel. On dit que la suite (u,),, tend vers [ si elle vérifie la
proposition suivante : (Ve > 0)(3 Ny E N)(n > Ny = |u, — 1| > A) onécrit limu, =1

Définition 4 :

Une suite qui tend vers une limite finie [ s"appelle une suite convergente.
une suite qui n’est pas convergente est une suite divergente.

Théoréme :

e Toute suite croissante et majorée est convergente.
e Toute suite décroissante et minorée est divergente

Exemple : (Exercice déja corrigé) demonshration

vo == 0
Soit la suite récurrente (v définie par:
(7n)n définie p {v - TF,

La suite (v,,),, est croissante.
La suite (v,,),, est majorée par 2. donc elle est convergente.

3
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Remarque :
Une suite peut étre convergente sans qu’elle est monotone

(=" .
Up = — n’est pas monotone mais elle est convergente.

Remarque :
Suite divergente veut dire que la suite n’a pas de limite finie c’est-a-dire que la suite n’a pas de limite ou elle a une
suite infinie.

Exemples :
. 1 1 n+2 .
e |es suites (—) ;(—2) ,(—) sont des suites convergentes
n/n \n“/y " \n+1/y

e Lessuites (n),; (-n?),; (nk)n ; ((=1D)™),,; (cosn),, sont divergentes

Théoréme :

Si une suite (u,), admet une limite finie [ cette limite est unique

Preuve : (En exercice)
Utiliser la définition et la propriété :|la + b| < |a| + |b|

3) Opération sur les limites des suites.

limu, l l +o0 —0 —o0
lim v, U +o0 —o0 +o0 —0 +o0
lim(u, + v,) L+7 +o0 —00 +00 —o0 Formes indéterminées
limu, l [>0o0u+om [ <0ou—o +oo
limv, I +o0 —o0 +00 —00 0
lim(u, X v,) LU +o0 —o0 —o0 +o0 Formes indéterminées
lim u, L+0 ot 0~ +oo
] ( 1 ) 1 400 —00 0
lim(— -
Un/ l
limu, l [>0o0u+om l<0ou—o 0 +oo
lim v, I'#0 (U 0~ 0+ 0~ 0 too
lim (u_n) l +o0 —0 —o0 +00 | Formesindéterminées | Formes indéterminées
Un/y, U

Propriété :

lim|u,| =0« limu, =0

4) Les techniques de calculs des limites
Théoréme 1:

Si la suite (uy,), est définie d’une fagon explicite u,, = f(n) alors 1ir_{1 U, = lirP f(x)
n—->+oo X—>+00

Exercices :

Calculer les limites suivantes :

’ Uns+n?
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. 1
2. lim (n Arctan (;)

3. lim (4\/n3 +n?%— \/n—-l-l)

Théoréme 2 :

(AN € N)(Vn > N)(v, < uy)

Soient (uy), et (v,),, deux suites numériques tels que : { limv, = +oo

Onaalors : limu,, = +oo.

Preuve : (On utilise la définition des limites)

Propriété 1 :( I'inégalité de Bernoulli)

(VneN)(Vx eRY)(1+x)">1+nx
Corolaire :
e Sig>lalorslimg™ = +o
o Si—1<g<1lalorslimg™=
e Sig < —1lasuite (qg™), est divergente.
Preuve :

1. Pourg>1:0nposeq=1+xo0lux>0etdoncq"”=(1+x)">1+nxetcommeliml+nx = +oo
alors d’apreés le théoréme précédent : lim g™ = + oo
2. Pour—-1<g<1
a) Pourg=0ona:lim0" =0

n
b) Onsupposequeqg #0ona: |$| > 1 et par suite : lim |$| = limqL =400

d’ol et d’apres les opérations sur les limites on a : lim|g|™ = 0 donclimg™ = 0
Exercices :

Calculer les limites suivantes :

1. lim (—%)n
2. lim (;::z:)

3. limYy_, (%)k

5) Les limites et I'ordre :

Théoréme :
Soient (u,), et (v,), deux suites numériques. On a les assertions suivantes :
AN e N)(Vn > N)(0 <
0 si ( ).( " )(0 < un) alors [ >0
limu, =1
N eN N <
® Si ( ).(Vﬂ> )(a < up) alors [>a
limu, =1
N eN N < <
GSi( )(V_n> )0 <un < D) alors a<Il<b
limu, =1
AN eN)(Vn >N <
05 (ENENWR> MW Sw) o
limu, =letlimy, =1
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6) Les critéres de convergences.

Critere 1 :

Soient (u,,), et (v,), deux suites numériques et [ un réel.

- <
{(HN e N)(Vn > N)(Jlu, — | < vp) alors limu, =1

limv, =0

Critere 2 :

Soient (Uy,) 5, , (V)5 et (Wy,), trois suites numériques et [ un réel.

{(EIN e N)(Vn > N)(w, < u, <vy)

alors limu, =1
limv, =limw, = l n

Critere 3 :

Soient (uy), et (v,), deux suites numériques et [ un réel.

{(HN eEN)(Vn > N)(v, < u,)

lim .. = 400 alors  limu, = +o0
=

Critere 4 :

Soient (uy), et (v,), deux suites numériques et [ un réel.

<
{(HN SR> Nn ST iors im Up = —©

limv, = —o0

Preuve :
En utilisant la définition des limites montrer I'un des 4 criteres.
Exercice :

Déterminer les limites suivantes :

1. lim 3n+sin(n)
n+1
. 1 o n 1
2. lm =2+ 5 2+2 =lim Zk:l( z+k)
3. lim —+ —+ -+ —— = =lim )} (;)
’ Vn+1 \/— \/— Vn+k/)’

Critere 5 :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I ; et (u,,), une suite numérique telle que :

(AN € N)(¥Yn > N)(u,, € I

i { ¢ mun =1 lim fuy,) = £()

continue en [

Exercice :

Déterminer :

1. limarctan (n sin (%))
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2. lim’ /n arctan (g)

Activité :
Soit la fonction f(x) = %x +1

1. Déterminer le point d’intersection de Cr avec la droite (A) y = x
Soit la suite (u,,), définie par:uy = 0 et u,y 1 = f(uy)
a) Poser sur I'axe des abscisses les 3 premiers termes de la suite (u,),
b) Conjecturer la monotonie de la suite (u,), et sa limite potentielle.
3. Montrer que la suite (u, ), est croissante majorée par 2.
4. Soit la suite (vy,), définie par: (vn € N)(v, = u, + a)
a) Déterminer a pour que la suite (v,,), soit géométrique.
b) Déterminer v, puis u, en fonction den
c) Déterminer la limite de la suite (u,),

Critéere 6 :

Si:

d) f estcontinuesur/

e) f(Dcl

f)  (vn € N)(upi1 = f(un))

g) uy €1 (donc(vn e N)(u, €1)
h) (u,), est convergente

Alors la suite (u,),, tend vers [ solution de I'équation f(x) = x

Soit f une fonction définie sur un intervalle I ; et (u,,),, une suite numérique telle que :

Remarque :

1- Par fois I’équation f(x) = x admet plusieurs solution ; Dans ce cas prenez celle qui est dans 1.

S’il y a plusieurs solutions de I'équation f(x) = x ; utiliser la monotonie de (u,,)

2- La fonction f et la suite (u,,), n'ont pas nécessairement la méme monotonie :
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Pour la méme fonction f:x ~ x? sion considére la suite (u,) définie par { Yo

convergente (Prouver le) ; mais si on considére la suite (v,,) définie par { o
Uns1 = f (vn)

divergente.

n+1—f( n)

elle sera croissante

elle sera décroissante

Exercices d’applications

Soit la suite (u,),, définie par { w

f(un) ouflx) =

Ups1 =

1. Etudier les variations de f et déterminer f([0,2])
2. a) Montrer que :(Vn € N)(u, € I =[0,2])

b) Montrer que la suite (u,),, est croissante, puis en déduire qu’elle est convergente.

c) Calculer la limite de la suite (uy,),.
Critére 8 :

e Toute suite croissante non majorée tend vers +oo
e Toute suite décroissante non minorée tend vers —oo

Preuve :

On suppose que la suite (u,), est croissante non majorée et montrons : (P) (VA > 0)(IN e N)(n > N = u, > A)

Soit A > 0 puisque (u,), est non majorée alors il existe n, tel que Up, > A
et puisque (u, ), est croissante alors sin > n, alors u, > Up, > A

doncil existe N (N = ng) qui vérifie la propriété (P)

D’ou la suite (u,), tend vers +oco

Exercice

Soit la suite (uy,), définie par { ol f(x)=x2+x+1

f ( n)
1. Monter que la suite (u,), est croissante

2. Montrer que la suite (u,), est non majorée (Par absurde) .
3. Endéduire la limite de la suite (u;,)y-

Unt1 =

Propriété :

Toute suite convergente est bornée

Remarque : La réciproque n’est pas vraie : u,, = (—1)" est bornée mais pas convergente.

8
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Activité :

1 1
H H ey s e . . _ n _
Soit les suites numériques (u,), et (v,), définiespar: u, = k=07 €tVn = Up +—

1. Montrer que la suite (u,), est croissante et que la suite (v,,), est décroissante.
2. Montrer que (Vn € N)(v, > u,)
3. Montrer que les suites (u,), et (v,), sont convergentes et ont la méme limite.

Les suites (u,),, et (v,), sont appelées : Suites adjacentes.

Définition :

On dit que deux suites numériques (u,), et (v,), sont adjacentes si :

e L'une est croissante 'autre est décroissante.
o lim(u,—v,)=0

Propriété :

Si (uy)y et (v,), sont deux suites adjacentes et (u,,),, est croissante et (1), est décroissante alors

("neN)(u, <v,)

Preuve :
Par hypothéseona: (uy)y est croissante donc u,, < u,4+q
(v,)n est décroissante donc v, 11 < vy

Par suite : (Un+1 = Vn1) = (Un = V) < (U = V) — (U =) = 0
D’ou la suite (u,, — v,), est décroissante et tend vers 0 donc elle est de termes positifs et finalement
(VneN)(u, <v,)
Exercice :

Considérons les suites (u,), et (v,), définies par:

Ug=a vo=>b 0<a<b<a
U, + v,
UnVp = ab vn+1=T

1. Montrer que (Vn € N)(0 < u, < v,)
En déduire que la suite (u,), est croissante et que la suite (v,),, est décroissante

a) Montrer (Vn € N) (vn+1 —Upyp < %(vn — un))
b) En déduire lim(v, —u,)
N—+o0

c) Montrer que (u,), et (v,), sont adjacentes

4. Déterminer les limites des suites (uy,), et (V)n.
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FONCTIONS LOGARITHMIQUES

/) LA FONCTION LOGARITHME NEPERIENNE

1) Existence :
Activité :

Le but de cette activité est de montrer I'existence d’une fonction f non nulle telle que :

5 f estdérivable sur ]0, +oo[ (1)
® {(v(x. Y) € RD(F(x.y) = f0) +f3))(2)

1- Déterminons f (1) :
D’aprés (2) on prenant x = y = 1 on obtient: f(1) = 2f(1) donc f(1) = 0.
2- Déterminons I'existence d’un réel k tel que : (Vx €]0, +[) (f’(x) = %)
Pour tous x et y dans ]0, +oo[ on pose :
9x) =f(xy)ethy(y) = f(x) + f(y);ona: gy, et hy, sont dérivable sur]0,+oo[ et :
(Vy €]0,+o[)(g9x () = xf"(xy) ethy(y) = f'(¥)) (f(x) es une constante pour y)
et puis que : (Vy €]0,+[)(gx(y) = hy(y)) alors:
(v(x,) € R)(xf"(xy) = £(») pour y = Lontrouve : (¥x €]0, +eo) (f'(x) = X&)
Donc la fonction qui vérifie la condition (X) est la fonction primitive de la fonction % et quis’annuleen1
Inversement :
Considérons la fonction primitive de x +— S sur ]0, +oo[ et qui s’annule en 1 ; montrons que f vérifie (¥)
On a: f est dérivable ]0, +oo[ (Définition de la fonction primitive)
Considérons les fonctions : u,, (x) = f(xy) et v, (x) = f(x) + f(¥) onau, etw, sontdérivable sur ]0, +oof :
Vx > 0;Vy > 0:uy(x) = yf'(xy) etvy(x) = f'(x) etona:
w(x) = yf () =y x £ === f'(x) = vy (x) donc:
Vx > 0;Vy >0 v,(x) =u,(x) +¢
Pourx =y = 1onaura:v(1) = u(1) + c et puisque u(1) = v(1) alorsc = 0. d’ou :

Vx > 0;Vy >0 vy (x) = u,(x) ca-direVx > 0;Vy > 0ona: f(xy) = f(x) + f ().

Propriété :

Les fonctions non nulles qui vérifient (Z) sont les fonctions primitive de la fonction x —sur 10, +oo[ et qui

s’annulent en 1.

2) Fonction logarithme Népérienne
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Définition :

La fonction logarithme népérienne est la fonction primitive de la fonction x = ~sur 10, +oo[ et

qui s’annule en 1 ; on la note par In.

Conséquences immédiates :

o [n est définie sur |0, +oo[

o f(x) = In(u(x)) est définie si et seulement si u(x) > 0

e n(1)=0

e [n est dérivable sur |0, +oo[ et (x €]0, +oo[) (ln’(x) = %)

Monotonie :
Ona: (x €]0,+o[) (ln’(x) = % > 0) donc la fonction In est strictement croissante sur |0, +oo[

e ln(a)=In(b) a=>»
e ln(a)<in(by=ac<h

Applications :

Résoudre dans R:

O L'équation : In(x? — 1) = In(2 — x)
@® 'inéquation : In(x? — 1) < In(2 — x).

La propriété caractéristique :

(Vx> 0;Vy > 0)(In(x X y) = In(x) + In(y))

Régles de calculs :

o (Vx> 0)(in (1) = - n(x))
e (Vx>0;Vy>0) (ln (;C—/) = In(x) — ln(y))
o (Vx>0;vVr € Q(In(x") =rin(x))

Preuve :(En exercice)
Exercice : On pose @ = In(2) et § = In(3)

324

Calculer en fonction de « et 8 les réels suivants: a = V32; b= o8

D’apreés la définition de la fonction In on peut conclure que :
In est définie, continue, dérivable et strictement croissante sur ]0, +-oo[

v Déterminons lim Inx.
x—+coo

Soit A un réel strictement positif. Comme la fonction In est strictement croissante sur ]0; +oo[ et que In (1) = 0
alors : In (2) est un réel strictement positif.

. . A . . -,
Par conséquent, le quotient : —estun réel strictement positif.

On appelle n le plus petit entier naturel tel que : n > lniz (il suffit de prendren = E (zniz) +1)
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On multiplie par In 2 qui est positifonaura:nln2 > A < In(2") = A

Comme In est une fonction croissante, alors pour tout x tel que x = 2™ nous avons : Inx > [n2™" > A

Donc (VA>0)(3B>0)(x =B =>Inx>A):(B=m2"ou=E (%) + 1) Donc:

lim Inx =+
X—>+0o0

v’ Déterminons lim Inx.
x—0*t

1 1
Ona: Onposet=;ona:x=;etx—>0+<:)t—>+00donc:

. . 1 . . .
lim Inx = lim In (—) = lim — Int = —oo finalement:| lim Inx = —
x—-0t t—+o00 t—>+o0 x—07t

La droite (A): x = 0 est une asymptote verticale a la courbe Cp,

v Déterminons lim ¥
x>+ X
Exercice :
1- En utilisant le T.A.F de la fonction In sur 'intervalle [1,v/x] ; montrer que : 0 < me < @
- .1
2- En déduire que : lim -0
xX—>+o0 X
- Inx
lim — =0
X—>+o0o X

La courbe C};,, admet une branche parabolique vers |’axe des abscisses au voisinage de +o
v Le nombre e :

La fonction [n est continue strictement croissante sur ]0, +oo[ et [n(]0, +oo[) = R, donc le réel 1 a un antécédent
noté e (le nombre népérien) In(e) =1

v’ La courbe C},, a une tangenteen A(1,0) (T):y=x—1

]

L
Il |

In'x ! Lo+

Inx

-3

=i

3) Dérivée de la fonction x — In(u(x))
D’apres le théoreme de la dérivée de la composition de deux fonctions on peut citer le théoreme suivant :




Fonctions logarithmiques A.KARMIM
Théoréme :

Si u est une fonction dérivable sur I et strictement positive sur I alors la fonction f(x) = In(u(x)) est
dérivable sur I et (Vx € I) (f (x) = w(x))

u(x)

Exercice :

X“+2x— 3)

Déterminer le domaine de dérivation et la dérivée de la fonction: f(x) = In (1+\/x2_

Corolaire :

Si u est une fonction dérivable sur I et ne s’annule pas sur I alors la fonction f(x) = In(Ju(x)|) est dérivable
surl et (Vx €1) (f (x) = w(x))

u(x)

Preuve : (en exercice)

Etudier deux cas u(x) > Osurletu(x) < Osurl.

Propriété :

Si u est une fonction dérivable sur I et ne s’annule pas sur I alors les fonctions primitives de la fonction

% sont les fonctions F(x) = In(Ju(x)|) + Ct®

Applications :

Déterminer les fonctions primitives des fonctions suivantes :

7x+3
F) =55
glx) = (Essayer d’écrire g(x) = m += ou a et b des réels a déterminer).
7
h(x) T 2x24x-3
k(x) = tanx
1
u(x) = @
x3+2x%2-3x+2
v(x) = — =
t( ) = sin2x
4) Limites référentielles :
Propriété :
®li%1+lnx=—oo @ 1ir_|1_’1 Inx = +o0 ©) 11r+n :—n—O(ounEN)
X—> X—+00 X—>+00
@ lim x™ Inx = 0 (oun € N¥) ® lim 2% =1 ® lim 2D _ 4
x—07t x—>1x 1 x—0 x
Preuves :
©) hrp xl = 11+ xnl T (l%x) =0 (car 11111 (lnTX) =0 voir exercice précédent)
X—+00 X—>+00 X—>+00

@onposet=§ x->0tet-> 4o

lim x™ lnx = lim —ln()— lim —2t —
e\t

x—-0t t—>+o0 to+oo tT
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. . L 1 . Inx—In1 1
® La fonction In étant dérivable en 1 alors : lim — = lim ——— = In(1) =1 (In'(x) = = pour tout x > 0)
x-1x-1 x-1 Xx-1 X

® Onpose:t =x+ 1etonapplique®.
Exercices :

Déterminer les limites suivantes :
In(1-x2)

In(2x2+x+1) In(2x2-5x+3)

° ;lcl_r}}) 3x2+x e ,lcl_% In(5x+1) © ,lclf}} In(5x-9)
. In(x+4) . 2 _ _ . 35

(4] xll}rzl3 G2 13x12) (5] xll)r{gr(l}x 2x —2)In(1 —x) (6] J}ggl)r \/x_ln(x ++x)
. 2 1 6 4 . In(Bx*+x+1) . mia?

(7] xl_lﬂloo In(2x* + x) . In(x® + 3x%) (3361_1>£LnOo T Qxl_l)rpoo T

/1) FONCTIONS LOGARITHMIQUES DE BASE a
1) Définition

Définition :

Soit a un réel non nul et différents de 1. La fonction notée par Log, définie sur ]0, 4+oo[ par:

(Vx €]0, +oo|) (Loga (x) = Z:—z) S’appelle : la fonction logarithmique de base a

Exemple :

Inx
Pour:a = eonaura:Log.(x) = == Inx

2) Propriétés et régles de calcul :
Propriété caractéristique

Toutes les propriétés de calcul qu’on a vu concernant la fonction In restent valables pour la fonction Log,,.

o (Vx> 0)(Vy > 0)(Loge(xy) = Loga(x) + Loga(y))
e (Vx>0) (Loga G) = —Loga(x))

e (Vx> 0)(vy>0) (Loga (3) = LogaCo) - Logam)

e (Vx> 0)(Vr € Q)(Loga(x") =rLoga(x)

Pour démontrer les propriétés précédentes il suffit d’utiliser la définition de la fonction Log,, et les propriétés de la
fonction In

Propriétés :

e lafonction Log, est une bijection de ]0, +oo[ vers R

o (Vx> 0)(Vy > 0)(Loga(x) = Loga(y) = x = y)
o (Vx>0)(VreQ)(Log,(x) =re=x=a")

Propriété :

La fonction Log, est continue dérivable sur ]0, +oo[ et (Vx €]0, +0[) (Log{l(x) =1 )

x lna

Preuve : (En exercice)
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Etude et représentation de Log,

Soit a un réel strictement positif et différent de 1 :

e Lafonction Log, est définie sur ]0, +oo.

e Lafonction Log, est continue et dérivable sur ]0, +oo[ et : (Vx €]0, +o0[) (Log(’l(x) =

1
x lna

Log, dépend du signe de lna, ce qui nous ameéne a discuter deux cas : lna > 0 ; lna < 0

—) donc le signe de

Sia €]0,1] alors lna <0
Et donc: (Vx €]0, +o[) (Log(’l(x) =—< 0).

x lna

X 0 a 1 +oo
Logy (x) - -

Loga(x) \
0

Courbe de la Eo)nction Log 1
2

Sia €]1,+oo[ alors Ina >0

Et donc : (Vx €]0, +[) (Log&(x) =

1
x lna

X 0 1
Logg(x) :

Loga(x)

Courbe de la fonft'bon Log s
2

3) Cas particulier a = 10 ; logarithme décimal :
Définition :

Inx
(Vx €]0,+]) (logx =

lnlO)

La fonction logarithmique de base 10 s’appelle la fonction logarithmique décimal et se note par log

Propriétés :

e log(10) =1

o (Vx>0)(Vre Q)(log(x) =r = x=10")
o (VreQ(og(10™) =r

o log(x)>rex>10"

o loglx)<re0<x<10"

4) Applications
Exercice 1:

1. Résoudre dans R I'équation Log,(x + 1) = L0g,4+1(x)

2. Résoudre dans R I'inéquation : Log,(x) > Log,(2)
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Exercice 4 : Considérons la fonction f définie par: f(x) = V1 —1Inx

Déterminer I'ensemble de définition de la fonction f

Résoudre I'équation f(x) = 1

Résoudre I'inéquation f(x) < 1

Etudier la dérivabilité de la fonction f a gauche de e

Etudier les variations de f et en deduire que f est une bijection de Dy vers un intervalle J.
Construire dans le méme repere Cr et Cy-1.

o uhkwnNneE

Exercice 5 : Considérons la fonction g définie par : g(x) = xIn (1 + )1—6)

[y

Déterminer 'ensemble de définition de la fonction g

a)Montrer que la fonction g admet un prolongement par continuité en 0 noté g

b) Etudier la dérivabilité de g en 0 et interpréter géométriquement le résultat obtenu.
Déterminer les limites de la fonction g en +00 et en -1 a gauche.

Déterminer la fonction dérivée de la fonction g puis dresser le tableau de variation de g
Etudier les branches infinies de la courbe Cj.

Construire la courbe Cg

N

o u kW



Fonctions exponentielles A.KARMIM

FONCTIONS EXPONENTIELLES

|) LA FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE

1) Définition et propriétés :
Approche :

La fonction [n est continue strictement croissante sur ]0, +oo| et In(]0, +oo[) =] lir(r)l+ Inx; lirP Inx [= R donc:
xX- X—+0o

Propriété et définition :

La fonction In admet une fonction réciproque définie de | — oo, +-oo[ vers 0, +oo[ appelée fonction
exponentielle népérienne notée : exp

Propriétés immédiates :

(Vx € R)(In(exp(x)) = x)
(Vx € R})(exp(In(x)) = x
(vx € R})(Vy € R)(In(x) =y & x = exp(y))
exp(0) =1 ; exp(l)=e

Propriété : (monotonie)
La fonction exp est continue strictement croissante sur R.

Résultat :

* (Vx ER)(Vy ER)(exp(x) = exp(y) & x =)
* (Vx ER)(Vy ER)(exp(x) < exp(y) & x <)

Exercice :

Résoudre dans R :
0 exp(2x? — x) = exp(1 — 3x) ® exp(2x? — x) < exp(1 — 3x)
©n(2x>+x-3)=5 O n(2x>+x-3)<5

2) l'écriture : e*.

Propriété :

(Vx € R)(Vr € Q)(exp(rx) = (exp(x))r)

Preuve :

ln((exp(x))r) = rin(exp(x))
=rx
= In(exp(rx))

Résultat :

o (Vre Q)(exp(r) = (exp(l))r = er)
o On peut prolonger la propriété précédente a R: (Vx € Q)(exp(x) = (exp(l))x = ex)
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Propriété algébrique :

Pourtoutx ety dans Rona:

o ¥tV =¢eXxe¥

- 1
e ¢ x=_x
e
e*
Y ex_yz_
ey

e eF=(e") (reqQ

e (Vx>0)(e™ =1x)

e (Vx € R)(In(e*) =x)

e (VxER)(Vy€eRM)(e* =y x=In(x))
e (VxXER)(VYER)(e*=¢Y & x=1Yy)

e (WxeR)(VYER)(e*<eY o= x<y)

Applications :

Exercice 1:

Montrer que pour tout x dans Ron a:

eZX_eX _ eX_l
eX+1  1+eX
ex e* 2
2 —

eX—1 1+eX eX¥—e™X
e*+1 _ 1+e™*
eX—1  1-e~%

Exercice 2 : Résoudre dans R les équations et les inéquations suivantes :

(E;): 5e3* —2e?*—3e*=0
(Ey)): e™*—-2e*+1 =0
(E3): exp(3x +14) < %

(Ey): e™*—-2e*+1>0

Propriété : (limites usuelles)

® lim e* = 4+ @ lim e*
X—+00 X——00
. e* . e*
@ lim — =+ ® lim — =
X—>+0c0 X X—>+00 X
® lim xe*=0 @ lim x™e*
X—>—00 X—>—00

Preuve : (En exercice)

Exercice : Déterminer les limites suivantes :

. e*+1 . eXte™%X
@ lim — @ lim
x—+00 eX+x x—>—oc0 eX+x
3x+1 X
. e —-e . 1-3e
@ lim ® lim
x-0 X x—0t e*-1

x_
=0 ® lim &=
x—-0 X
+ o0
= 0.
®lime"+e X -2

® lim 3x2e®Gx+D)

X—>—00
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3) Représentation de la fonction exp
La fonction exp est strictement monotone sur R . y

Car I'exp est la fonction réciproque de la fonction In qui est ]

strictement monotone sur ]0, 4o : )
eemmof
Les courbes Cy, et Cpxp sont symétriques par rapport a la A mam
L e
remiére bissectrice (A):y =x o i
p Q):y WAL -

exp(x) / II,-
1 =21

4) Dérivation de la fonction exp
On sait que la fonction exp est la fonction réciproque de la fonction In qui est dérivable sur ]0, 4oo[.

Et on sait que : (Vx €]0, +oo) (ln’x = %)

Donc la fonction exp est dérivable sur R = [n(]0, +oo[).

Soitx € Rona: exp'(x) = (In™Y)'(x) 1
1Y/ () —
— 1 (f ) (X) - fl(f_]_(x))

Inr(exp(x))

1
- 1
exp(x)

= exp(x).
Propriété :
La fonction exp est dérivable sur R et (Vx € R)(exp'(x) = exp(x))
Corolaire :
Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I alors la fonction exp(u(x)) est dérivable sur I et
(Vx € D(exp(u(x)))’ = u'(x) exp(u(x))
Application :
Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :

e f(x)=3x2%e"*
° g(x) = e(ﬁ)

e—x
* h(0)= e2X+x
Exercice :
Partie 1

-2
fx)=(+ 2)6(7) six>0
f(0)=0
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f a droite de 0.

2. Interpréter géométriquement le résultat obtenu.
3. Déterminer la limite en +oo

Considérons la fonction f définie sur R par :{
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4.
5.

6.

Déterminer la fonction dérivée de la fonction f puis dresser le tableau de variation de f.

a) Montrer que (Yt > 0) (0 <elt+t—1< %)
Ay ) —4 _ 42
b) En déduire que : (Vx > 0) ( —< fx)—x< = x)
c) Déterminer la nature de la branche infinie de la courbe Cr au voisinage de +co

Construire la courbe Cf.

Partie 2 :

Considérons la fonction f,, définie sur R* par : Ju

-2

2\ (&) .
(x) = (x+;)e(x) six>0
fa(0) =10
a) Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f,, a droite de 0.

b) Déterminer la limite en +oo
c) Déterminer la fonction dérivée de la fonction f,, puis dresser le tableau de variation de f,.

oun € N*

Montrer que I'équation f,,(x) = %admet une solution unique a,, dans |0, 4+oco[
2 2

a) Montrer que (Vx > 0) (fn+1(x) ——> fn(x) — Z)

b) En déduire la monotonie de (a,),

c) Montrer que la suite (a,), est convergente et que lima,, = 0.

/1) LA FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE a.

1) Définition et résultats :

Propriété et définition :

Soit a un réel strictement positif et différent de 1. La fonction log, étant continue et strictement monotone
sur ]0, +oo[ , elle admet donc une fonction réciproque de R = log, (]0, +oo[) vers ]0, +oo].

Cette fonction réciproque s’appelle la fonction exponentielle de base a et se note exp,

Résultats immédiats :

Soita>0eta+#1

La fonction exp, est définie sur R

(Vx € R)(exp,(x) > 0)

(Vx € R)(Vy € R™)(expa(x) =y < x =log,(x))
(Vx € R)(loga(expa(x)) = x

(Vx € R*™) (expy(log, (x)) = x

2) Une autre écriture de la fonction exp,,

Propriété :

Soita>0eta # 1;0na: (Vx € R)(exp,(x) = e*@)

Preuve :

Posons: y = expy(x) onadoncy > Oetx = log,(y) =

n(y)
In(a)

Dol : [ n(y) = x.In(a) ; finalement y = e*™(® ¢’ol la propriété.

Propriété :

exp, est dérivable sur R et (Vx € R)(expl,(x) = In(a)e*™(®)
4
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Monotonie et représentation :

Sio<a<1:

lim f(x) =+ et lim f(x)=0
xX——00 X—+00

X —co 0 1 +0oo
Al I e
+c0 ; :
expa(x) i
a
0

Onaln(a) < 0 et par suite : (Vx € R)(expy(x) < 0).

Si0<a<1:
Onaln(a) > 0 et par suite : (Vx € R)(expy(x) > 0).

lim f(x) =0et lim f(x)=+4o
X——00 xX—+00

expqa(x)

expqa(x)

Propriété caractéristique :

Soita>0eta+ 1;ona:(V(x,y) € R®)(exp,(x +y) = expy(x) X exp, ().

Conséquences :

Soita > 0eta # 1etxetydeuxréels,ona:

1

expq(x)
expg(x)
expq(y)

o expy(rx) = (expa ()

o expo(—x) =

o expg(x—y)=

3) Les puissances réelles.
Rappelle :

(Vx e R")(x° =1)

n fois

(vx eR)(vn e N) (x =)

xn

Puissances réelle : La notation a*

Soit a un réel strictement positif.

e Sia=1,onposepourtoutréelx >0:a* =1

e Sia#1,onposea* = e*n@

(VxE]R)(VnEN*)(xnzxXxx...><x

)

(vx eR)(vr e Q) (r = Pox = VaP) (g €N
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Exercice 1:
Soit La fonction f définie sur R par:

f:R* >R
{x = x* ,six#0
0~0
Etudier la continuité de la fonction f a droite de 0.
Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite de 0.
Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
Déterminer la nature de la branche infinie de la courbe Cf au voisinage de +oo.
Tracer la courbe Cy.
Résoudre dans R, I'équation f(x) = x
Soit la suite (u,,), définie par: uy = éet (Vn € N)(upyq1 = f(uyp)).
a. Montrerque: (Vn € N)(u, < 1)

N oubkwnNpE

b. Etudier la monotonie de la suite (u,),, ; puis en déduire qu’elle convergente.

c. Déterminer la limite de la suite (u,) .

Exercice 2 :

1 (In())"

Soit n € N* ; considérons la fonction f,, définie sur [1, +oo[ par: f,,(x) = = = et C,, sa courbe représentative dans

n!
un repére orthonormé R(0, 1, )).

Donner le tableau de variation de f;.

Déterminer I’équation de la tangente (T;) a la courbe C; en point d’abscisse 1.
Construire la courbe C; et la tangente (T;) dans le repére R(0, 1, )).

Dresser le tableau de variation de la fonction f,,.

a) Etudier sur I'intervalle [1, +oo] le signe de f,(x) — f1(x)

ukhwnN e

b) En déduire les positions relative des deux courbes C; et C, ; puis construire C,

6. Considérons la suite (4, )1 OU U, est la valeur maximale de la fonction f,.
s oeps 1 n
a) Vérifier que (Vn € N¥) (un = ;(i) )
fnt1(®)

fa(@)
1 nt1
c) Montrer que: (Vn € N*) [ u, 41 = Ef” (e 2 )

d) En déduire que : (Vn € N*) (un < ézin) ; En déduire limu,,.

b) Pour x €]1,4oo][ ; calculer

Exercice 3 :

Partie 1

1. En utilisant le T.A.F sur la fonction t - e~ ; montrer que : (Vx € R**)(30 € R*t) (e‘9 =

2. Endéduireque: (Vx > 0)(1 —x <e¥)etque (Vx> 0)(1+x < e¥)
3. Endéduireque: (Vx> 0)(0 < In (%) < x)

Partie 2
xe* .
Considérons la fonction f définie sur [0, +oo[ par : fe) = g SIXF0
f0)=1

1. Etudier la continuité de la fonction f sur [0, +oo|.

=)
1-e™*
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2. Déterminer la limite de f quand x tend vers +oo et étudier la branche infinie de la courbe Cr au voisinage de

400,
X

xZ 3 xZ
3. a)Montrer que (Vx > 0) (7 —= < eF+x—-1< 7)

b) Montrer que (Vx > 0) (f(x)_l = e_x;x_l.f(x))

X
c) En déduire que f est dérivable a droite de 0 et donner une interprétation géométrique au résultat obtenu.

4. a)Montrer que : (Vx > 0) (f’(x) = e((;—__ll)_zx))

b) En déduire que f est strictement croissante sur [0, +oo[. Dresser le tableau de variation de f.
c) Construire la courbe Cy.
d) Montrer que f est une bijection de [0, +oo[ vers ] = f ([0, +oo[).

Partie 3 :
Considérons la suite (u,), définie par : uy €]0, +oo[ et (Vn € N)(u,41 = In(f (uy))).

1. Montrer que la suite (u,), est strictement positive,
2. Montrer que la suite (u,),strictement décroissante, puis en déduire qu’elle est convergente.
3. a) Montrer que I’équation ln(f(x)) = x admet 0 comme seule solution.

b) En déduire la limite de la suite (uy),
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FONCTIONS EXPONENTIELLES
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I) LAFONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE
1) Définition et propriétés :

La fonction In est continue strictement croissante
sur ]0, +=[ et In(]0, +«[) =] Iirylnx; limInx [= R

Propriété et définition :

La fonction In admet une fonction réciproque
définie de] — «, +«[ vers ]0, +[ appelée fonction
Exponentielle népérienne notée : exp
Propriétés :

1) (Vx € R)(In(exp(x)) = x)

2) (Vx € R+x)(exp(In(x)) = x

3) (vx € R++)(Vy € R)(In(x) = y & x = exp(y))
4) exp(0)=1;exp(l)=e

Propriété : (monotonie) :La fonction exp est
continue strictement croissante sur R.
Résultat :

1) (Vx € R)(Vy € R)(exp(x) = exp(y) = x =)
2) (vVx € R)(Vy € R)(exp(x) < exp(y) & x < y)
Exemplel : Résoudre les équations

et inéquations suivantes dans R :

X+5 1 6
1 = — 2 2x+1)< —
)eXp(2x+3] exp[x_lj )exp(2x+1) exp(xj

Solution :1) In(x—2)=0

a)cette équation est définie ssi : 2x+3=0 et

x—1=0donc: x;t—g et x=1donc : D, =R—{—g;1}
b) Résoudre I'équation :

X+5 1 X+5 1
exp| —— |=exp = =

2xX+3 x—1 2x+3 x-1

X+5)(Xx—-1)=2X+3 <= x2+2Xx—-8=0
(x+5)(x-1)

A=b?—4ac=2% —4x(-8)x1=4+32=36>0

—2+6_ﬂ:2 et

X, = =
To2x1 2

-2-6 -8

Donc : S ={-4;2}

2)exp(2x+1)<exp (gj

a)cette inéquation est définie
D, =R

2)exp(2x+1) < exp(ﬁj < 2x+1< s
X

2 _
2X2+ X 6<

Ssi: x=0 donc:

X

<0
X
T -0 =2 0 3/2  +oo
2o+x—-6 - + + -
z — - + +
g(x) + 0 - o0 -

s - ]—w,—Z]u}O,g}

2) I’écriture : e*

Propriété :(Vx € R)(Vr € Q)(exp(rx) = (exp(x)))

Preuve :

In((exp(x))) = rin(exp(x))= rx= In(exp(rx))

Résultat :

1) (vr € Q)(exp(r) = (exp(1))=e)
2)On peut prolonger la propriété précédente a R:

(Vx € Q)(exp(x) = (exp(1))* =

ex)

Notation : Pour tout xdans R on a : exp(x) =¢e*

Propriété algébrique :
Pour tout .xet ydans Ron a

X+y

1)e

1 e
=e'xe’ 2) e'=— 3ev=—
e

X

X

ey

4ye™ =(ex)r (reQ) 5) (e'”X :x) (Vx> 0)

6) (In(e)=x) (vxeR)

7) (vy>=0)(vxeR)(e' =Y
8) (vy>0)(vxeR)(e' =e
9) (vy>0)(vxeR)(e >¢’
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Exemple : Résoudre les équations et inéquations
suivantes dans R :

1) e xe* =e 2) ——=e

3)e” -5e*+6=0
5)e””° —(e+1)e**+1<0

Solution :1) € xe* =e < 2 =¢'

e =e o x+l=1< x=0donc: S={0}
2-X
2) el+2X :ex_l P e(Z*X)f(lJrZX) — eX*l
€

& (2-%)-(1+2X) = x -1 4x=-2 < x =+
2

Donc : Sz{l}
2
3) e -5e"+6=0 < (e ) ~5e*+6=0 ON pose : e* = X
Donc: X?-5X +6=0 A=b’-4ac=25-24=1>0
x,-21 et x, _5=1 donc: x,-3 et x, =2
2x1 2x1

Donc:e* =3 ete*=2donc: x =In3 et x,=In2

Donc: S ={In2,In3}
4) cette équation est définie dans R

2 3 L \5 - 2 _ —
e (") =(e™) e’ e e =e e

X2+3X —5x-7

e =e < X24+3Xx=-5x-7

< X2+8x+7=0

=b?-4ac=82-4x7x1=64—-28=36>0
846 2 o, B6_ M
2x1 2 2x1 2

Donc : s ={-7;-1}
5) cette équation est définie dans R
c>e‘3(e2X —(e+1)ex*l+e3)<0
2X x+1 3 -3
oe —2(e+1)e +e®<0care?®>0
o () —(e’+e)er +e’ <0
On pose : e =t onaura : t*—(e” +e)t+e* <0

(e’ +e)t+e’ =(t-e)(e* —¢?)
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2)e”° —(e+1)e* *+1< 0 (e

< (e*—e')(e*-e?)<0

< (x-1)(x-2)=<0

< xel2[ donc: s=]52
Propriété : (limites usuelles)

1) lim e* =+ 2) lime*=0
X—>+00 X——0
. e e*

3) lim — =+ 4) lim — =+oo
X—>+0 X X~)+00X

5) lim xe* =0~ 6) lim x"e* =0
X—>—00 X——0
et -1 .

7) lim =1 avec: neN
x=>0 X

“—e)(e"—e*)<0

Preuve : ces limites se déduisent des limites de

La fonction In

X

Montrons que :

X—>+o0 ¥
X n
(e“] x\" X
e* en 1en
Ona.—n:—n: — :_n —
X X X n X

X
onpose:t=—
n

e 1(eY el
I|m—=I|m—T ona lim—=+w

x—>+0 XMt "

X

. e
lim — =+o0

X—>+o0 ¥

Donc :

Montrons que :

X—>—00

onpose : t=—x donc X >+t —>—w©

. nt"
— -t _ _
xILrone ILIIL( ) € _tILrIo]o( 1) e
et
m — = +o0
t—+o0 tn

. e .
lim —=+00 avec: neN" ?

lim x"e*=0 avec: neN" ?

=0 car:

Exercicel : Déterminer les limites suivantes :

X

1) lim —— 2 lim x%e VX
X—>+00 X +3x+4 X—»—00
sinx ex+1
3) lim 4) lim
x—0 X x—0 X
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Solution :1) e3 ; 29_2 31 .
X +3X+4 x2(1++2j 14242
X X X X
h 4
Etona: lim — =+w et I|m1+3+—:l
X—>+00 ¥ X—>+00 X X
Donc: lim ————=+wx
x>+ X2+ 3X + 4
=
2) lim x’e on pose : t=+-x
X—>—00
donc x > -0t —+0
lim x%¢ ™ = lim—t%™" = lim—— =0
X—>—© t—+o0 to+o @
sin x smx
i - . —1 sin X
3) ona:lim _lim®& _ —1x1=1
x>0 X x>0 sIn X X

sinx

_ . sinx
- lim =1 (on pose : t=sinx)et lim—=1
x—0 Smx =0 X

f(x)=e
Et: f’(X) :(X_'_l)' ex+1 :1ex+1 —

f(x)-f(0)

x-0

4)On pose : et donc: f(0)=e""=¢"=e¢

e et f'(0)=e

X+1

Donc : =lim

x—0

lim

x—0 X

= £'(0)=e

3) Représentation de la fonction exp

La fonction exp est strictement monotone sur R
Car I'exp est la fonction réciproque de la fonction
In qui est strictement monotone sur ]0, +«[

Les courbes Ci et Cexp SONt Symétriques par
rapport a la premiére bissectrice (A) : y = x

M 0 A

N
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Le Tableau de variation et L’exp:

X —o0 0 1

exp(x) el

4) Dérivation de la fonction exp
On sait que la fonction exp est la fonction
réciproque de la fonction (n qui est dérivable sur

10, +[.Et on sait que : (Vx €]0, +<[) (In x)’

Donc la fonction exp est dérivable sur
R = [n(]0, +=[).
Soitx e Rona:

exp'(x) = (In™*)'(x)= = exp(x)

_ 1
In’(exp(x))

Car: (f1) L
BRI
Propriété : La fonction exp est dérivable sur R

et (Vx € R)(exp'(x) = exp(x))

Corolaire : Si u est une fonction dérivable sur un
intervalle I alors la fonction exp(u(x)) est dérivable
sur I et (Vx € I)(exp(u(x)))'= u'(x) exp(u(x))
Exemple : Déterminer les dérivées des fonctions

\/2x+

avec f=In et In"1=exp

suivantes : 1) f(X) =e

X+1

—2x? _3e3x+l 3) h(X) — efx+3

2) g(x)=e
4) f(x)=(e* -4)er -1

Solutions : 1) f(x) =e¥>**™

la fonction : u, : X — ~/2x +1 est dérivable sur

(2x+1)' B 1
22x+1  2x+1

:|_1;+00|: et Ull(X) -
2
Donc la fonction f est dérivable sur

e~/2x+l

1 !
} 2’+ {Et f (X)_\/2x+1

2x? . 3 3x+1

2) g(x)=¢e" les fonctions:
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U, : X ——2x° et u, : X —> 3x+1sont dérivables
sur R etona:

u, (x) =—4xet u, (x) =3
Donc la fonction g est dérivable sur R

ot g’(X) _ _4Xe—2x2 _9e3x+1

X+1

3) h(x) = e+

1 .
est dérivable sur
—X+3

la fonction: U: X —>

4
(x=3)’

]3; +oo[ et]—oo; 3[ et u'(x) =

Donc la fonction f est dérivable sur ]3;+oo[et

X+1
—X+3

(x-3)

e -1

J-oc;3[ et h'(x) =

4) f(x)=(e"-4)

!

() Tl -9
(e-1)

X

e

Fr(x)=e*e* —1+(e* -4 N e A
(x)=e Ve -1+ (e )2 — e ~1+(e )2 -
f’(x): 2ex(eX _1)+eX (ex _4) i 262 _2e* 4 e? _ ag* ) 26 _ e
2 ex -1 2 ex -1 zm

5) Primitives et la fonction exp

Corolaire : Si u est une fonction dérivable alors
une primitive de u'(x) . e'® est eu®,

Exemple : Déterminer les primitives des fonctions

suivantes : 1) f(x) = Gl 3) g(x) = (ex)2
' Jx

3) h(x) = e Solutions : 1) e Si
1+ X2 =g

on pose : u(x):\/; Ona:

f(x) =2u'(x)e"™ six >0 donc
les primitives de f sont :
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F(x)=2e"® +1=2e%+1  1eR

2) g(x) =(e*)’

Si on pose : U(x)=¢*

Ona: g(x)=u'(x)u(x) donc les primitives de g

. _1 2 _1 X 2
sont : G(x)_Eu (x)+ﬁ—§(e ) +4  aeR

arctan x

> Sion pose : U(x)=arctan x

On a: h(x) =u’'(x)e"™ donc les primitives de h

sont: H(X) =™ 4+ 1 A1eR

Exercice2 : Déterminer une primitive des
fonctions suivantes :

1) 1=R;f(x)=2e>-e"

e2x

(1)

2) | =]0;+00[; f (x)=

2

3

3) 1=R; f(x)=e"(e-1)
4) 1 =[0;7]; f (x)=sinxe***

-1
- X

5)f (x)= &

e

| :]0;+oo[
Solutions :1) | =R; f (x)=2e* -~

!

f(x)=2e% e = %(3x)' e 4 (—x) e

2 —
F(x)==e"+e™ est une primitive de f sur |
3

2x

2) 1 =10:+00[; f (x)= €

e 0=

2x 1 e2x _1,

f(X)z : 2 :_( )2

] 2y
Donc : F(x)=—%er est une primitive de f sur |
3) I=}Ri;f(x)=ex(ex—1)3
Semestre2 4




(e _1)3*1 :%(ex _1)“ est une primitive de

fsur |

4) 1 =[0;7]; f (x)=sinxe™"

f (x) =sinxe** = —(cos x)' g
donc : F(x) =e™" est une primitive de f sur |
e’ -1
5) f = 1 =10
)10=51 1=Jod
f(x)= e -1_ (ex _X), donc: F(x)=Inle* —x| est
e —x e'—x

une primitive de f sur |
6) Etudes des fonctions qui contiennent exp
Exemplel: Considérons la fonction f définie par :

f(x)=(x-1)e"

1)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

2) Etudier les branches infinies de la courbe Cf au
voisinage de +«

3) Etudier la concavité de la courbe Cf

4) Construire la courbe Cy.

Solution : 1) D, =R

lim f(x)=lim (x-1)e* = lim xe* —e* =0

X—>—00 X—>—00 X—>—00

lim f(x): lim (x—l)eX =+o0 car lime* =+w

X—>+00 X—>+00 X—>+00

lime*=0" et limxe* =0

X—>—0 X—>—0

Car:

Donc : y =0 est une asymptote a (C) au

voisinage de —«
F(x)=((x-1)") =(x-1) e +(x-1)(e")

f’(x) =1e* +(x—1)eX =e* +xe* —e* = xe*

Le signe de : f'(x) est celui dex

Tableau de variation :
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f()

fz)

f(x) . (x=1)e* . x-1
2) lim —( ): lim —( ) = lim —=¢*
X=+0 Y X—>+00 X x>+ X

.o Xx=1 .. X .

Ona: lim——==1Ilim—==1et lime* =+ donc:
X400 X X—=>+00 X X—>+00

. f(x . ox-1

lim ( ): lim e* :1><(+oo):+oo

X—>+00 X X—>+0 Y

Donc : la courbe Cf admet une branche
parabolique dans la direction de I'axe des
ordonnées au voisinage de +«

3) Etudie de la concavité de la courbe Cf :

f"(x) :(xex)' (x)' " +x(ex)’ =e*(1+Xx)

Le signe de : f"(x) estceluide: x+1

X+1=0=x=-1

r |—00 —]1 4o
r+1 — (b +
Donc :

(Cf)est convexe sur [-1;+oo
(Cf)est concave sur ]-oo;—1] et A(—l, —2e‘1)est un

point d’inflexion de (Cf)
4)
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Exemple2: Considérons la fonction f définie
3

e +1

par: f (x)=x-1+
1)déterminer D, et calculer les limites aux

bornes de D,

2)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3 t S (WxeR); f =X+2-
)montrer que : (vVxeR); f (x)=x+ )

4) Etudier les branches infinies de la courbe Cf
Et étudier la position de la courbe Cf avec les

asymptotes obliques
Solutions :

1) D, ={xeR/e"+1=0}
e +1=0<¢e*=-1 pas de solutions car e* >0 Vxe R

Donc: p, =R

lim f(x)=lim x-1+ =400 Car lim x—1=+o0

X—>+50 X—>+0 ex +1 X—>+00
Et lim —>— =0

X—>+0 @ +1
lim £ (x) = lim x—1+ —>— = o car lim x—1=—o
X—>—00 X—>—00 ex 1 X—>—00
Et lim —> =3

x> gt 41

g e +1) x
2) f'(x):[x—1+ 3 ) =1-3< >2:1-3 ¢
e +1 (e"+1) (e"+1)

) (eX +l)2 — 3 (e*)2 +28" +1-3¢" (ex)2 e +1

f'(X)— 2 2 = 2
(e"+1) (e +1) (e"+1)

Le signe de : f'(x) est celui de : (ex)2 —e*+1

Onpose: e =x doncona: X?-X+1=0
A=b?-4ac=1-4=-3<0
Donc : X*-X +1~0(signe de a)

2 .
Donc : (") —e* +1>0 par suite: f'(x)>0

T —00 “+00
f'(z) +
+00
—0
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3e*

3 t S (WxeR); f =X+2-
)montrons que : (VxeR); f (x)=x+ =1

3
41

f(x):x—1+ =X+2-3+

e* +1 e
-3(e" +1)+3

e +1

-3¢* -3+3

f =X+2
(X)=x+2+ 1

=X+2+

f(x)=x+2-
(%) e* +1
4) Etude des branches infinies ?

3
e*+1

a)Ona f(x)=x-1+ donc f(x)—(x-1)=

“+1

=0

e
bonc : lim f(x)-(x-1)= lim

X—>+00 x—+o @% 11

Par suite :la droite d’équation (A)y =x-1 est une

asymptote oblique a la courbe Cf au voisinage

de += etonaaussi: f(x)—(x-1)= ex3+1

>0

Donc :la courbe Cf est au-dessus de la droite

d’équation (A)y =x-1

3ex 3e*
b)Ona f(x)=x+2- donc - -
)Ona f(x)=x+2- == donc f(x)-(x+2)=-
Donc : lim f(x)—(x+2)= lim— %’ =0
x>0 x> e 41

Par suite :la droite d’équation (D)y = x+2 est une

asymptote oblique a la courbe Cf au voisinage

X

<0

de —» etonaaussi: f(x)-(x+2)=—— ]
e* +

Donc :la courbe Cf est au-dessous de la droite
d’équation (D)y =x+2

Exemple3: Considérons la fonction f définie par :
f(x)=(e" —4)@

1)déterminer D, et calculer les limites aux

bornes de D,
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f(x)

e"—-4 e -1
2)montrer que : (VxeR;) = :
X Jer—1 X
3) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite
de O et interpréter géométriquement le résultat
obtenu

) 3ex(eX —2)
PN

5)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

6) Etudier les branches infinies de la courbe Cr
Au voisinage de +«

4) montrer que : (vxeR;) f'(x)

7)calculer : f(2In2) et construire la courbe Cy.

Solutions : 1) D, ={xeR/e*~1>0}

gf-1>0=e >l x>Inle x>0
Donc: D, =R"

lim f (x) = lim (e* —4)Ve* ~1=+o0

X—>+00 X—>+0

Car: lime*—4=+0 et lim+e* -1=+w

X—>-+0 X—>+0

() _(€-4)(e-1) e -4 e
X xye* -1 e*-1 X
3) lim (X)_f(o):lim e 4
X—0 X—0 x—0" et -1 X
: e -1 jim & =221

= lim

—4
x—0" /ex -1 x—=0" X

Et lime*-4=-3 et lim+ye*-1=0"

x—0" x—0"

. f(x)=1f(0

Donc : lim M =
x—0" Xx—=0

Donc la fonction f n’est pas dérivable

a droite de O

Interprétation géomeétriquement :

la courbe Cf admet une demie tangente vertical

puisque : ¢

—00

adroite du point O(0;0)dirigé vers le bas

Prof/ATMANI NAJIB Année Scolaire 2018-2019

car : lim )= (X)‘(‘; O ()x()=(1)

x—0' X —

B C%ex(eX —2) ,

4) montrons que : (vxeR;) f'(x)
2ve* -1

! !

f'(x)= ((eX —4)\/ex_—1) = (e —4)’ \/ex_—1+(eX —4)(\/ex_—1)

f'(x)=e"ye" —1+(eX _4)M: e Ve -1+

24e* -1

e (e -4)
2ye* -1

2¢’ (\/E)z +e'(e'-4) 2 (e -1)+e*(e*-4)
) 2\ 1

2e™ —2e* +e¥ —4e* 3™ —pe* 3 (ex - 2)
2\e* -1 2\e* -1 2¢/e* -1

f'(x)=

24e* -1

f'(x)=

5)le signe de : '(X) est celui de & -2

3e

24/e* -1
gf-2>0e >2<x%x>In2

f(In2)=(e" —4)Ve" ~1=(2-4)v2-1=-2

car >0(VXER:)

@€ | O In2 oo

S(x)
J(x)

6) Etude des branches infinies de la courbe Cy
Au voisinage de +« ?
f(x X
fim ) _ im (e——fj\/ex -1
X—>+o| X X

X—+0 Y

X

: . 4 )
Ona: |Ime—=+00 et lim—==0 et lim+ye*-1=+w

X+ ¥ X—>+0 ¥ X—>+0
o f()
Donc : lim ——= =+ Donc : la courbe Cf admet
X—>+00 X

une branche parabolique dans la direction de I'axe
des ordonnées au voisinage de +«

f(2In2) = (€™ ~4)Ve™ 1= (" —4)ye™ 1= (4-4)44-1=0

I~
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Donc : lim M =400

x—0" X—=0

Donc la fonction f n’est pas dérivable

3 a droite de O

> Interprétation géométriquement :

- la courbe Cf admet une demie tangente vertical

. < =O‘C':’) . . . fadroite du point O(0;0)dirigé vers le haut
A= (1.39, O)
N F(x)- (0
2 -\o/ car : |imM=+oo (+)x(+)=(+)
x—0" X —
3)Etude des variations de f :
Exercice3 : Considérons la fonction f définie par : , (e*X —ef“)'
s (=Yoo ) -2 )

f(x)=ve™-e N T,

—e X4 2e*2X _ e (267)( —1)
e —en 2deroen

le signe de : f'(X) est celui de 2™ -1

1)déterminer D, et calculer les limites aux

f'(x)=

bornes de D,

2) Etudier la continuité et la dérivabilité de la
fonction f a droite de O et interpréter

-X

€ +
géométriquement le résultat obtenu car W >0(vxeR})
3)Etudier les variations de f et dresser son ¢ ¢ se A=
tableau de variation. 1 G1—'-'-“ lj!
4) construire la courbe Cy. ona: Ze’x—lz—x(Z—ex) www.adirassa.com

e
Solutions : 1) D, ={xeR/e™ e >0}
2-e>0=e"<2ex<In2
¥ —e¥>0oe’>e ¥ o Xx>-2x= x>0

_ —In2 -2In2 __ 1 1 _ 1 1 _1
Donc : D; =[0; -+ f(In2)=+e™" —e _\/e'”z_ezw_\/__z_i

2

lim f (x)=lim+e™—-e™ =0

X—>+00 X—>+00 @ | (9] lra2 oo
Car: lime™=0 et lime® =0 U C + 1?‘)
'f(.’l",') / —‘\
2) a) lim f (x)=limye™—-e™ =0= f (0) = e
x—0" x—0"
Donc f est continue a droite de O 4) la courbe Cy:
b)
_ f(X)=f(0) . e*—e  |eF(l-e”
lim () ():Ilm © =% _lim g |
x—0" X — x—0" X x—0" X2

-X -X

. e )
ona: lim—=+wet lim
x-0" X x=0" =X

= lim gy

x—0"
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Exercice4 : Considérons la fonction f définie par :

1)déterminer D, et calculer les limites aux

bornes de D,

2)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3) montrer que f admet une fonction réciproque
définie sur un intervalle J que I'on déterminera

4) déterminer : f™(x) vxeJ

Solutions : f(x)=

€
,1_ er

D, ={xeR/1-e* >0}

1-e¥*>0ol1l>e* e’ >e” <= 0>2x < x<0

Donc: D; = ]-o0,0[

. e* 0

lim f = lim =
X—>—00 ( ) X—>—00 \/1 e \/1—0
lim f x = lim = lim

x—0"

x—0" [1 e Xx—0" ’ B
2x
. H 2X 1 +
Cal’ . I|m e 7—1 :0
x—0" e

’

2) (x) u*_ej’_(e*) 1—(31_;:;

’

1_62X )

(1—e2x), 2e (1 ezx)+2eX e
e*\1-e¥ —¢*
fr(x): 221—e2X — 2\/1—262X

( /—1_62x) 1-e¥*

f'(X): 2ex_22exsx+2e23:( - fxex 2X >0
241—e (1—e ) 241—¢e (1—e )
VX € J-o0,0[

Prof/ATMANI NAJIB

as —xO O
J(x) —+

. +oo
CON B

3)ona f estune fonction continue et strictement

croissante sur | = ]—oo,o[ donc f admet une

fonction réciproque f *définie sur I’ intervalle

f (0,00 = 0]

yel Xxeld

¢’ =X y Y 2y
V1-e¥ - <:>( ,_e j =x2 X2
ye]—oo O[ 1-¢” L-e

= x> —x%e¥ < e¥ +x%¥ =

X X
e (14%°) =X < e” P 2y=ln(1+xzj

Donc: f7(x)=1In o Vx € ]0;+o0]

Exerciceb : Considérons la fonction f définie sur
R par: f(x) = 1-In(1+e™) et soit (C) la courbe

De f dans un repére orthonormé (O 7, T) avec
i -2

1)a)montrer que : lim f (x)=1 et interpréter

géomeétriqguement le résultat
lim f(x)=—o0

X—>—00

b) montrer que :

Année Scolaire 2018-2019 Semestre2

2)a)vérifier que: WxeR ; f(x)=x+1-In(1+e*)
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b) en déduire la droite (D)d’équation : y=x+1

est une asymptote oblique a la courbe Cf au
voisinage de —o
c) étudier la position de la courbe Cf avec

la droite (D)

3)a) montrer que : VxeR ; f’(x):l 1 )
+e

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

c) Etudier la concavité de Cf

d) montrer que la courbe Cf coupe I'axe des
abscisses en un point a déterminer

4) Construire la courbe Crdans le repére(o;TT)

5) a)montrer que f admet une fonction réciproque
définie sur un intervalle J que I'on déterminera

b) déterminer : f™(x) vxeJ

Solutions : f(x) = 1—In(1+e‘x)

1)a)
) ] _X ] 1
lim f(x) = lim 1—In(1+e ): lim 1"”(1+_sz1
X—>+0 X—>+0 X—>+0 e
Car lim iX:O
X—>+0 @

Interprétation géométriguement :
y =1 est une asymptote a(C) au voisinage de +w

1)b) lim f (x) = lim 1—|n(1+ixj:—oo

X—>—00 X—>—00 e

.1
lim = =4

x——o0 @*

Car:

2)a)Montrons que: YxeR ; f(x)=x+1-In(1+e*) ?

f(x)=1-In(l+e*)= 1—|n[1+eixJ= 1_|n[eex+1]
f(x)=1-In(e*+1)+In(e*) = 1-In(e* +1)+x
Donc: f(x)=x+1-In(e*+1) vxeR
2)b)ona: f(x)= x+1—|n(ex +1)

Donc : f (x)—(x+1)=—|n(eX +1)

Prof/ATMANI NAJIB

Donc: lim f(x)-(x+1)=lim-In(¢' +1)=0 car: lime* =0

Par suite :la droite d’équation (D):y=x+1 est

une asymptote oblique a la courbe Cf au
\voisinage de —«

2)c) f(x)=(x+1)=—In(e* +1)
Ona:e*>0 VxeR donc:e‘+1>1
Donc: In(eX +1)> In1 Donc: In(eX +1)>0

Donc: —In(e* +1) <0
Donc :la courbe Cf est au-dessous de la droite

d’équation (D):y=x+1

3)a)montrons que : Vxe R, f/(x)= ! 5
1+e”

, I B
f (x):(x+1—|n(l+e )) =1- oo =1—1+ex
f'(x)zl-‘_e e _ 1 >0 VxeR,

1+e* 1+e"
3)b) Tableau de variation :
s — —F—
J(x) —+
S () _— !
e
3)c) Etude de la concavité de Cf :
' 1+¢") x
f”(x):( L ]:—( )2:— ¢ ~<0 VxeR,
L1+e’ (1+¢)

(l+ex)

la courbe Cf est convexe dansR,

3)d) f(x) =0<> 1-In(l+e™)=0< In(1+e)=1
& In(l+e™)=Ine< e =e—1<—x=In(e-1)

= x=—|n(e—1) Donc le point d’intersection de la

courbe Cf avec I'axe des abscisses est :

A(-In(e-1);0)
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5)a)ona f estune fonction continue et

strictement croissante sur R donc f admet une

fonction réciproque f ‘définie sur I’ intervalle

@{vﬂl(X)

Xxeld
{ 1—In(1+e‘y):x<:> 1—x:ln(1+e’y)<:>1+e’y =g
yeR

e’ =e"-le-y=In(e""-1)< y=—In(e"* -1)

Donc: vx e ]-o;1[ f*(x)=—In(e" 1)
Exercice 5BIS : Considérons la fonction f définie
sur R par: f(x) = 3-In(1+e™) etsoit (C) la

courbe de f dans un repere orthonormé (O i, T)
avec HTH =2cm

1) calculer : lim f(x) et lim f(x)et interpréter

X—>+00 X—>—0

géomeétriqguement le résultat

2)a)vérifier que: vxeR ; f(x)=x+3-In(1+¢")

b) en déduire la droite (D)d’équation : y=x+3

est une asymptote oblique a la courbe Cf au
voisinage de —o
c) étudier la position de la courbe Cf avec

la droite (D)

Prof/ATMANI NAJIB

3)a) montrer que : VxeR ; f’(x):l 1 -
+e

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

c) Etudier la concavité de Cf

d) montrer que la courbe Cf coupe I'axe des
abscisses en un point a déterminer

4) Construire la courbe Crdans le repére(o;TT)

5) a)montrer que f admet une fonction réciproque
définie sur un intervalle J que I'on déterminera

b) déterminer : f(x) vxeJ

Exerciceb :

Partie 1 : Considérons la fonction f définie sur R+
2

par: f(x)=(x+2)e* six>0 et f(0)=0
1) Etudier la continuité et la dérivabilité de la
fonction f a droite de O.

2) Interpréter géométriquement le résultat obtenu.
3) Déterminer la limite en +<

4) Déterminer la fonction dérivée de la fonction f
puis dresser le tableau de variation de f.

t2
5) a) Montrer que (vt >0) 0<e™' +t—1< >

b) En déduire que : (Vx > 0)
4 2

—4
Tt _
” =< (x) x<X2 <

c) Déterminer la nature de la branche infinie de la
courbe Cf au voisinage de +«

6) Construire la courbe Cy.

Partie 2 :

Considérons la fonction f, définie sur R* par :

;2
f.(xX)=(x+2n)e* six>0et f (0)=0

oun € N*
1) a) Etudier la continuité et la dérivabilité de la

fonction f, a droite de 0.
b) Déterminer la limite en +«

c) Déterminer la fonction dérivée de la fonction f

puis dresser le tableau de variation de f, .
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. . 2
2) Montrer que I'équation f,(X) = .

admet une solution unique «, dans ]0, +«[

3)a) Montrer que (Vx > 0)

b) En déduire la monotonie de («,),

c) Montrer que la suite (), est convergente et
que lim(e,),=0
N—-+oo

Il) LAFONCTION EXPONENTIELLE DE BASE a.
1) Définition et résultats :
Propriété et définition : Soit a un réel strictement

positif et différent de 1. La fonction log, étant

continue et strictement monotone sur ]0, +[ , elle
admet donc une fonction réciproque de

R=log, (]0, +[) vers ]0, +I.

Cette fonction réciproque s’appelle la fonction
exponentielle de base a et se note expa
Propriété: Soita>0eta#1;o0na:

xlna

(vx € R) exp,(x)=e
Preuve : Posons : y =exp, (X)

Iny

onadoncy>0et x=log, y=
Ina

xlna

Dou: Iny=xlIna; finalement y=¢
D’ou la propriétée.

Résultats immédiats :Soita>0eta#1
fonction exp, est définie sur R

1) vxeR exp,(x)>0

2)vxeR VyeR’ exp,(x)=y<x=log, y

3) VxR log, (exp, (x))=x

4)vx e R’ exp, (log, (x))=x

Prof/ATMANI NAJIB
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Propriété caractéristique :
Soita>0eta#1;0na: (V(x,y) € R2

exp, (X+Yy)=exp, (x)+exp, (y)

Conséquences :
Soita>0eta#1etxetydeuxréels,ona:
exp, (X)
exp, (Y)

1) exp, (-x)= 2) exp, (x—y)=

1
exp, ()

3) exp, (rx)=(exp, x)'
2) Une autre écriture de la fonction expa

Propriété : exp, est dérivable sur R

(vx € R)(exp, (x)) =(Ina)e*" =(Ina)a*
Exemple :

(exp, (x))’ =(In6)e*"® =(In6)6"
Monotonie et étude et représentation :

Sil<a<l:
Onaln(a) < 0 et par suite : (Vx € R)(exp,(x) < 0).
lim f(x)=

X=b=10

+oo et lim f(x)=0
K=t

bl - 0 |
exp,(x)

expg(x) 1




Si0<a<1:

X rm0

On a In(a) > 0 et par suite : (Vx € R)(exp,(x) > 0).
lim f(x)=0 et lilll f(x) =+
X=+00

X —00 0 | 400
expp()|  t+ i+ +
] *fﬁ
i - 4
exp,(x) =13
,-_,.- a
0~ 1

3) Les puissances réelles.

Rappelle:
1) (Vx € R+)(x° =1)

2) (Vx € R)(Vn € Nx) (X" =xxxx..xX : n fois)

3) (Vx € R)(Vn € Nx) (x™"

1
-=)
X

P

4) (Vx € R++)(Vr € Q) (x* =¥x" ) (q € N¥)
Puissances réelle : La notation a*

Soit a un réel strictement positif.

1) Sia=1, on pose pourtoutréel x>0: 1 =1

2)Sia#1,onpose a* =

Propriétés :

xIna

e

(Va € R++)(VYb € R«+)(Vx € R) (VY € R)

1)a*xa’=a""’

3) () =2 4)a* ==

!

6) (a*) =a*xIna
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2)(a><b)X =a* xb”

X

a
ay

o) -5

a) X — a" est strictement croissante si a>1

b) x — a" est strictement décroissante si 0<a~<1

Exemples : Résoudre les équations et
inéquations suivantes dans R :

1) 5 =15 2) 37 >5"% 3) 7" _77%<6
Solution : 1) 5* =15

_In15

5*=15< "™ =15< xIn5=In15< x = i
n

Donc: S = {Inﬁ}
In5

2) 3 25" < In(3)=In(5")

< 2xIn3>(1-x)In5 < x(2In3+In5)>In5

Donc: S= —In5 400
2In3+In5

3) 7X+1—7_X<6<:>7X+1—7—];<6 ona 7" >0

721 1< 6xT" = Tx(7*) ~6x7"~1<0
onpose:t=7" <7t —6xt-1<0

ona: 7t* —6xt—1=(t-1)(7t+1)

77 <6< (71 -1)(7Tx 7 +1) <0

<:>(7X —1)(7X+1+1)-<0 < 7*-1<0 car 7" =0
ST <1le T <7< x<0car x> 7" est

strictement croissante (7 >1)donc : S =]-o;0[

Exercice7 : Résoudre les équations et
inéquations suivantes dans R :

1) 27 =8 2) 3 =12 3) 5x2* +2"1-336=0
4)100* + 40 =14x10*

5) 2 >4 5)(0,5)" >(0,5)"
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Solution :1) 21 =8 & 2 =(2°) & 21 = 2”
1 1
x+1=3x<:>1:2x<:>§:x donc: S :{E}

2) 3*=12<x=log,12 donc: S ={log,12}

3) 2" -3x2-16=02"-6x2"-16=0
Onpose: 2 =X donc: X*-6X-16=0

A=b?~4ac =(-6)' +4x1x16=100>0

Donc: X, =8 et X, =-2

Donc: 2°=8 et 2* =-2 or 2* >0 donc
'équation 2* = -2 n’a pas de solutions

2' =8 x=log,8 < x=log,2* <>x=2 donc : S ={3}
4)100* +40 =14x10" < 10°* -14x10*+40=0
<:>(10X)2 ~14x10" +40=0 on pose : 10" = X
Onaalors: X*-14X +40=0
A=b*—dac=(-14) —4x40=36>0

_14+6 x, =24=% donc: X,=10 et X, =4
2x1

X
N 2

Donc : 10* =10 et 10% =4 donc : x, =1 et

X, =log,, 4 Donc : S ={1,log,, 4}

5) 27> 4 & 27> (2?) © 27 > 2% & x-1> 2x
< -1>x donc: s =0

6) (0,5)” >(0,5)"" < 2x<x+1 car x—(0,5)"est

strictement décroissante car : 0<0,5<1

x+1

(0,5)” >(0,5)" @ x<ldonc: S =],

Remarque : a est un réel strictement positif et
a=1.Si u est une fonction dérivable alors

—_ /() U0 L
une primitive de u’(x)a™"” est ™ aa

Exemple : Déterminer les primitives de la fonction

suivante : f (x) =372
Solutions : 1) f(x) =37 Sion pose : U(x)=x-2

Ona: f(x)=u'(x)3"" donc les primitives de f
1 u(x) 1 xX—2
sont: F(x)=—3"+1=—3"+1 J1eR
In3 In3

Exercice8: Soit La fonction f définie par :

f (X) — 4X _2X+1
1)déterminer D,

2) calculer les limites aux bornes de D,

3)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.
4) Etudier les branches infinies de la courbe Cf

5) construire la courbe Cr dans un repére(o;TT)

Solutions : 1) f(x)=e"" _ glxt)in2
Donc: D, =R
2)
lim f(X): lim e2x|n2 _e(x+1)ln2 — lim ex|n2(exln2 —2):+OO

Car: lim e* =+

X >+

2xIn2 x+1)In2

lim f(x)= lim e —e*" =0Car: lim X =0

X—>—00 X—>+00 X ——0

3) f est dérivable sur R car la somme de
fonctions dérivables sur R :

VKR f’(x):2In2><ex'“2x(ex'”2—1)

f'(xX)=0=e" -1=0<x=0

Tableau de variation de f :

@ — 00 0 —+oo0

f(x) — 0+
0] —+

(o ]

4) Etude des branches infinies de la courbe Cf :

aona: XIiﬁr_r!of(x):O donc: y=0

Prof/ATMANI NAJIB Année Scolaire 2018-2019 Semestre2 14




est une asymptote a(C)

o) _ lim ﬂ(ex"12 ~2) =+

lim
X—>+00 X X—>+0 ¥
X
. e . X
Car: lim —=+4w et lime" =+

X—+0 X X =400

Donc : la courbe Cf admet une branche
parabolique dans la direction de I'axe des
ordonnées au voisinage de +

Exercice 9: Soit La fonction f définie sur R* par :
fiR" >R

X—>X',six#0 et f(0)=0

1)Etudier la continuité de la fonction f a droite
de O.

2)Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite
de O.

3)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

4)Déterminer la nature de la branche infinie de la
courbe Cf au voisinage de +«.

5)Tracer la courbe Cf.

6)Résoudre dans R, I'équation f(x) = x

7)Soit la suite (un )n définie par : u, =

oD |

et (vn e N)( u,,, = f(u,)).
a)Montrer que : (Vvn € N)( u, <1)

b)Etudier la monotonie de la suite (U, )n , puis en
déduire qu’elle convergente.

c) Déterminer la limite de la suite (U, )

Prof/ATMANI NAJIB

Exercice 10 : Soit n € Nx ; considérons la
fonction f» définie sur [1, +«[ par :

I n
f,00 =+ (1)

six>0et f (0)=0

et (Cn) sa courbe représentative dans
un repére orthonormé R(0, i",j").

1. Donner le tableau de variation de f,.

2. Déterminer I'équation de la tangente (T1) a la
courbe (C1) en point d’abscisse 1.

3. Construire la courbe (C1) et la tangente (T'1)
dans le repére R(0, i",j7).

4. Dresser le tableau de variation de la fonction fx.
5. a) Etudier sur l'intervalle [1, +[ le signe de :

(0= 1.(x)

b) En déduire les positions relatives des deux

._|courbes (C1) et (C2) ; puis construire (C2)

6. Considérons la suite (U,)  ou U, estla valeur

maximale de la fonction f, .

a) Verifier que (Vn € Nx) : u, :i(i)
nt\ 2e
fn+l(x)
f. (X)

b) Pour x €]1, +[ ; calculer

n+l

c) Montrer que : (Vn € Nx) (u_,, :% fe2))

d) En déduire que : (v € N¥) (U, <= o)

Et en déduire limu,

Nn—-+o0o

Exercicell : Partie 1

1. En utilisant le T.A.F sur la fonction : t > e™:

X
—€e

montrer que : (Vx € R++)(36 € Rx+) (e’ = I

)

2. En déduire que : (Vx> 0)(1-x=<¢e ) et que

(Vx>0)(1+x=<e")

Année Scolaire 2018-2019 Semestre2




3. En déduire que : (Vx> 0)( 0< In(

xe*
< X)
e* —1}

Partie 2

Considérons la fonction f définie sur [0, +[
xe* .

Par : f(x):eX [ Six#0 et f(0)=1

1) Etudier la continuité de la fonction f sur [0, +e[.
2) Déterminer la limite de f quand x tend vers +«
et étudier la branche infinie de la courbe Cr au
voisinage de +.
3) a) Montrer que (Vx > 0)

X2 3 2

(——X—<e‘x+x—1< X—)
2 6 2

F(X)=1 e +x—
b) Montrer que (Vx > 0) ( ();) _¢ ;zx 1-f(x))

c) En déduire que f est dérivable a droite de O et
donner une interprétation géométrique au résultat
obtenu.

g* (ex ~x-1)

(e-1)

b) En déduire que f est strictement croissante sur
[0, +[. Dresser le tableau de variation de f.

c) Construire la courbe Cy.

d) Montrer que f est une bijection de [0, +=[
Vers ] = f([0, +<[).

4) a) Montrer que : (Vx > 0) (f'(x)=

Partie 3 :Considérons la suite (U, ) définie par :
Uy €10, +[ et (vn € N)( u,,, =In(f(u,))).

1) Montrer que la suite (U, )_est strictement
positive,
2) Montrer que la suite (U, ), strictement

décroissante, puis en déduire qu’elle est
convergente.

3) a) Montrer que 'équation In(f(x)) = x admet O
comme seule solution.

b) En déduire la limite de la suite (U, ),

Prof/ATMANI NAJIB
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« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et

exercices Que l'on devient un mathématicien
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Fonctions primitives A.KARMIM

FONCTIONS PRIMITIVES

) FONCTION PRIMITIVE D’UNE FONCTION
1) Activités :

Activité 1 :

1- Déterminer une fonction qui admet pour fonction dérivée la fonction f(x) = 2x3 — x*

2- Déterminer une fonction qui admet pour fonction dérivée la fonction: g(x) = T

3- a) Soit la fonction H(x) = %sin(Zx) + %; vérifier que H est dérivable sur R et que (Vx € R)(H'(x) = cos(2x)
La fonction H s’appelle une fonction primitive de la fonction h(x) = cos(2x) sur R
b) Montrer que H;(x) = %sin(Zx) + 10 est aussi une fonction primitive pour la fonction h
c) Donner une expression de toutes les fonctions primitives de h
Activité 2 :
Soient F une fonction primitive de la fonction f sur I'intervalle I c’est-a-dire (Vx € I (F'(x) = f(x))
et G une fonction primitive de la fonction g sur I'intervalle I, a et § deux réels.
1- Montrer que (aF + BG) est une fonction primitive de la fonction (af + fg) sur I.
2- Soient F; et F, deux fonctions primitives de la fonction f sur I'intervalle I ; Montrer que :
(Vx € I)(F,(x) = F;(x) + A1) ou A est un réel quelconque.

3- Démontrer que si f admet une fonction primitive sur I et x, € I ; alors il existe une unique fonction F,, fonction
primitive de f telle que Fy(xy) = ¥, oU y, un réel quelconque.

2) Définition et propriétés
Définition :

Soit f une fonction définir sur un intervalle I ; On dit que la fonction F est une fonction primitive de la
fonction f sur I'intervalle I si :

e [ estdérivable sur [

o (VXeDF'® =f()
Théoréme :(admis)

Si f est continue sur I alors f admet une fonction primitive sur [

Remarque :

La continuité dans le théoréme précédent est une condition suffisante qui n’est pas nécessaire.

Exemples :
0 Soit {f(x) = 2xsin (i) — cos (%) six#0
f(0)=0

1- Vérifier que f n’est pas continue en 0

2- Soit F(x) = x*sin G)
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a) Montrer que F est dérivable sur R.

b) Montrer que F est une fonction primitive de f sur R

Propriété :

Si f admet une fonction primitive F sur I alors toutes les fonctions primitives de f sur [ s’écrivent de la
forme :F + A ou 4 est un réel.

Propriété :

Si F, et F, sont deux fonction primitive d’une fonction f sur I alors (Vx € I)(F,(x) = F;(x) + ) ouA € R

Exemple de fonction qui n’admet pas de primitive

) . (fx)=2x+1six<1
Soit la fonction f définie par ; {f(x) oy —1six>1

Montrons que f n’admet pas de primitive sur R.

Remarquez que f n’est pas continue sur R ; (elle n’est pas continue en 1)
F;(x) = x? 4+ x + A4 est une fonction primitive de la fonction f sur | — o, 1].
F,(x) = x? — x + 1, est une fonction primitive de la fonction f sur |1, +oo[.

F(x)=x?>+x+1; six<1
F(x)=x?—x+21, six>1

Si f admet une primitive F sur R alors ils existent A;et 1, tels que : {
et que F soit dérivable sur R et (Vx € R)(F'(x) = f(x))

On a F est dérivable sur ] — oo, 1[ et (Vx €] — o0, 1[)(F'(x) = f(x))
et F est dérivable sur ]1,4+oo[ et (Vx €]1,4+o)(F'(x) = f(x))

Le probléme il faut déterminer (s'ils existent) A;et A1, dans R pour que F soit dérivable en 1 et que :
FF()=f1)=3.

OnaF(1)=2+1

d’autre par pour que f soit dérivable en 1, il faut qu’elle soit continue en 1, ce qui implique

lir{1+F(x) = lir{l_F(x) = F(1) on en déduit que 2 + A; = A, d’autre part
x> x>

. F(x)-FQ1 . x24x+A—2-1
lim £0O7FQ) gy XAt 2274
x->1t  x-1 x-1* x-1

x24x-2

x—1t x-1

= lim &2 = 3= pi(1)

x-1t x—1

— 2_ —2—
lim F(x)-F(1) — lim xe—x+A,—2-14

x->1- x-1 x-1" x-1
2
. X“—x—2+A,—21
= lim T (3, =2 4+ 4y)
x—1 x—1
2
X“—x—2+2+11—-A
= lim ——~=——~"~"1 71
x-1" x—1
. x%2—x
= lim
x-1" x—1
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. ox(x-1
= lim xa1) _
x-1- x—-1

A.KARMIM

1=F,'(1)
Donc pour tous réels Aet A, ; Fg(1) =3 #1=F;/(1)
D’ou F n’existe pas et par suite f n’admet pas de primitive sur R

Propriété :

Si f admet une fonction primitive sur I et x, € I ; alors il existe une unique fonction F; fonction primitive de f
telle que Fy(xg) = yo ol y, un réel quelconque.

Exercice :

Déterminer la fonction primitive de la fonction f(x) = 2x? + x + 1 et qui s’annule en 3

Propriété :

Si F est une fonction primitive de la fonction f sur I'intervalle I et G une fonction primitive de la fonction g sur
I'intervalle I et a un réel alors :

e (F + G) est une fonction primitive de la fonction (f + g)sur [
e (aF) est une fonction primitive de la fonction (af) sur [

Remarque :

Ce sont les seules opérations sur les fonctions primitives.

3) Tableau des fonctions primitives usuelles.

La fonction Sa fonction primitive Intervalles
a (x eR) ax +c¢ R
xn (nEN) an*’l_{_c R
n+1
Vx §\/x3 +c R*
Yx o Rfen+1 Rt
n+1
x" (reQ/{-1} — x4 ¢ R**
r+1
sin(ax + b) %Cos(ax +b)+c R
cos(ax + b) %sin(ax +b)+c R
. a X arctan(x) +c R
1+x

4) Opérations sur les fonctions primitives.

Les seules opérations sur les fonctions primitives sont : la somme et le produit par un réel. Mais grace au tableau des

opérations sur les fonctions dérivées on peut en déduire :

La fonction Sa fonction primitive
u +v u+v+Ct
au’ au + Ct®
u'u™ (n € N) 1 ntl 4 cte
n+1
ur -1
g Pl
ur
Vo Vu + Cte
U,IW (n € N*) % n,¢un+1 + Cte
"u” — 1 r+1 t
uu (r = Q/{ 1}) mur +C** Cette ligne est une généralisation des 4 lignes précédentes
u' X v'ou vou + C*®
;‘_' arctan(u) + C
u2+1
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5) Application :

© Déterminons une fonction primitive de f(x) = 7x33x2 +5

On doit remarquer que la fonction u(x) = 3x? + 5 donc u’(x) = 6x
et par suite fx) = 2 X 6x X V2x2 +5

= %(3362 +5)' xV2x2+5  (Cestde laforme: u'Yu (n = 3))

Donc les fonctions primitives de f s’écrivent de la forme : F(x) = 2 % (Bx2+5*+C = g (Bx2+5)*+C
4x+1

(2x2+x)%

@®Déterminons une fonction primitive de g(x) =

On doit remarquer que la fonction u(x) = 2x? + x doncu’(x) = 4x + 1

o _ (@x%+x)
Et par suite : glx) = ErEEeT
=(2x%2+x) x (2x*+x)™* (Cestdelaforme:u'u" (r = —4))
. L o X 1 2 —441 _ 1
Donc les fonctions primitives de g s’écrivent de la forme : G(x) = e (2x* +x) +C = saeis T C

© Déterminons une fonction primitive de h(x) = 7x cos(mx? + 3)
On pose u(x) = mx? + 3 donc u'(x) = 2mx et par suite :
h(x) = 7x cos(nx? + 3)

= % x 2mx X cos(mx? + 3)
= % (mx? + 3)' X cos(mx? + 3) (Cestde laforme:u’ X vou)

Donc les fonctions primitives de h s’écrivent de la forme : H(x) = % sin(mx?+3)+C

Malheureusement ce n’est pas toujours aussi "directe" ; Par fois il faut faire d’autres calcules.

2

@® Déterminons une fonction primitive de h(x) = Tizrra

A remarquer que h(x) = ce que nous laisse a penser a la fonction arctan

2
(x+1)2+3
2
(x+1)2+3

h(x) =

2
- 3[5(x+1)2+1]

G

(Fe+5)

5 RIS

=5 X f—f (C’est de la forme : u:—;l
(\/_x+\/_) +1

)

Donc les fonctions primitives de la fonction h sont les fonctions : H(x) = TArctan (\/_ j_) +C

4
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e , . a N . .. .
On peut utiliser cette méthode pour toutes les fonctions de la formes —Zrpere OV le discriminant A est strictement
négatif.
Exercice : Déterminer les fonctions primitives des fonctions u(x) = ey

Remarque :

v" Sile discriminant A est strictement positif, il faut factoriser ax? + bx + c et on va faire appel a d’autre
fonctions qu’on va voir par la suite.

. . .. ops ur . . ; . . e el
v" Sile discriminant A est nul : on utilise la forme -z comme application : Déterminer les fonctions primitives de la
6

fonction f(X) = m

Exercices :

Déterminer les fonctions primitives des fonctions :

x%+5

LSO =
sinx
2. g = 3 2+cosx
3. k(x) = tan®x
e 1 2
4. u(x) =cos*x (utiliser: cos?x = 252X
2

5. v(x) =sin3x ( Remarquer que : sin® x = sinx sin’x)

Il) THEOREME DE ROLLE ; THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS (T.A.F)
1) Approche :

Activité 1 :
La courbe ci-contre est la courbe de la fonctions : f(x) = —x? —x + 3

1- Vérifier que f(—=2) = f(1).

2- Trouver le réel c dans | — 2,1 tel que f'(c) = 0 W IEIE
3- Interpréter géométriguement résultat.
Activité 2 :

La courbe ci-contre est la courbe de la fonction g(x) = x3 —4x2 + 3x + 1

1- vérifier que : g(0) = g(3).
2- Déterminer les réels c; et ¢, dans ]0,3[ tels que g'(c;) = g'(c,) =0
i 0 ¥ 2 :
3- Interpréter géométriquement résultat. \/
Activité 3 : f

Dans la courbe ci-contre ona f(0) = f(4) b
Quelle est la valeur logique de I'assertion :(3c €]0,4))(f'(c) = 0)? 3
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2) Le théoréme :
Théoréme de Rolle

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et telle que : f(a) = f(b). Alors il existe un réel

¢ €la,b[telque: f'(c) =0.

Preuve :

Puisque f est continue alors ils existent m et M dans R tels que :f ([a, b]) = [m, M], oum = g%ir})]f(x) et
x€[a,

M = max_f(x).

x€[a,b]

e Sim = M alors f est constante sur [a, b] d’ou (Vx €]a, b[)(f'(x) = 0)
e Sim=+# M (alorsm < M)onaalors f(a) >mou f(a) < M.

o Sim < f(a) alors : il existe c dans ]a, b[ tel que : f(c) = m Aa)= A
(vx €la ) (f(x) —fl&) _fx)—m < O>
x—c x—c
. fO)=fl0) _
et donc ler?—T =fy(c) <0

D’autre part :
(Vx €]c, b)) <

et donc xlgg% =fy(c)=0

X—C X —C

f(x)—f(C):f(x)—mZO)

figure 1

et puisque f est dérivable en c alors f;(c) = f;(c) =0

o Sif(a) <M méme démonstration.
Remarque : 7""{
e IIny a pas, a priori, unicité du point c tel que f'(¢) = 0. figurel "
2 -1 1] 1
e Lafonction x = V1 — x? sur [—1, 1] nous donne un exemple de situation
figure 2 )
ou f n’est pas dérivable au bord. figure 2
1
e Le théoréme n’est plus vrai si f n’est pas dérivable sur Ja, b[ tout entier comme le s
montre 'exemple de la fonction f définie par f (x) = |x|sur[-1,1] figure3
figure3 _,

3) Applications du théoreme
Exercice1:

Soit P la fonction polyndmiale définie par : P(x) = 3x* — 11x3 + 12x? — 4x + 2.
Montrer que P’ s’annule au moins une fois sur |0, 1]

Exercice 2 :

sinx+cosx

Soit f : R — R lafonction définie par: f(x) = oo

Montrer que, pour tout a € R, la fonctions f' s’annule au moins une fois sur l'intervalle Ja,a + 27].
Exercice 3 :

Considérons une fonction f continue sur [0,1] et dérivable sur ]0,1] telle que f(0) — f(1) = —1.
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Montrer en utilisant le théoréme de Rolle (3¢ €]0,1]) (f EC) = (c2i1)2)

o 1O __* _
Indication : — (c2+1)2 & f'(c) (c2+1)2 =

Considérer g(x) = f'(x) — déterminer une fonction G fonction primitive de g et appliquer Rolle sur G.

( 2+1)2
Exercice 4 : Détermination d’une limite.

Considérons les deux fonctions : u(t) = Arctan(t) —tet wv(t) = t? et soit x € R*

u(x) U]

v(x) i)

1- Montrer qu’il existe ¢ compris entre 0 et x tel que :

P . . Arctan(t)-t
2- En déduire la limite : lim ————
x—0 t

YO s u(x).v' () — v(x).u'(£) = 0

L eno o U(X)
Indication : o 7o)

a = inf(x, 0)

Considérer la fonction : g(t) = u(x).v(t) — v(x).u(t) sur[a, b] ou {b — sup(x, 0)

Exercice 5 : Convergence d’une suite :

Soit la suite (u,,),, définie par: (Vn € N*) (un = ﬁ Q=1\/§),

1- En utilisant le T.A.F sur la fonction f(x) = x+/x sur les intervalles [k, k + 1] ; montrer que :
1 _2 2 1
<t < -

(u” n—3 3n/n_ Un nx/r_l)'

2- En déduire que (u,), est convergente et déterminer sa limite.

4) Inégalité des accroissements finies |.A.F :
Théoréme :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Si f est dérivable sur I et (Vx € I)(|f'(x)| < k (ou k € R**)

V() € 2)f () — fOI < klx — y])

Preuve :

Soient x et y deux éléments de [

Six #y

On a f est continue sur l'intervalle fermé de borne x et y et dérivable sur I'ouvert de borne x et y.

Donc, et d’apreés le T. A.F, il existe ¢ compris entre x et y tel que : f(x) — f(y) = f'(c)(x — y) et puisque c € |
alors :|f'(c)| < k ; donc:

lfC) = fFM =1f"Ollx =yl < klx -yl

Si x = y l'inégalité est vraie.

D’ou la preuve du théoreme.

Exercice

En utilisant le I.A.F, montrer que (Vx € R)(|sinx| < |x|
Applique le I.LA.F sur l'intervalle de borne 0 et

Applique le I.LA.F sur l'intervalle de borne O et .
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CALCULS INTEGRALES

) INTEGRATION D’UNE FONCTION CONTINUE.
1) Approche :

1.1 Les ensembles quarrable

On veut encadrer la surface S d’une ellipse, pour cela en va utiliser plusieurs niveaux quadrillage :

4<§5<121

, , uneunité de surface
La surface d’un carré =

22

Un encadrement de S d’amplitude 0 _

de I'encadrement tend vers 0.

La surface d’un carré = une unité de surface

Un encadrement de S d’amplitude 21 —4 =17

26 _ 17
4 2
La surface d’un carré = une unité de surface
u u = Y
138 209
el 2
16 16
. 209 138 71
Un encadrement de S d’amplitude — — — = —
16 16 16

On peut continuer ainsi (tant qu’on a la patience), et a chaque fois on s’approche de la surface S. Théoriquement on

obtient la surface S lorsque on divise I'unité de surface par 22" et on fait tendre n vers l'infinie dans ce cas I'amplitude

1.2 Calcul d’une aire sous une parabole

On veut encadrer I'aire du domaine (en bleu dans la figure) limité par : I'axe des

abscisses les droites (A;):x = 0; (Az):x = 2 et la courbe (C¢) ol f(x) = x?. Pour cela
on subdivise le segment [0,2] selon des segments de méme longueur.
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Soient s, I'aire des rectangles contenus dans le domaine A et S,, I'aire des rectangles qui contient dans le domaine A

Pourn=1 Pourn =2 Pourn =3 Pourn = 4
A ' ! [ .'I ‘ 4 l‘l‘
i 1 \ & ' f

v. v,l‘

\ ___./f ) e . L p - ‘_‘ . [ P s en - . } -“' |

F] 1 [] 1 2 i 2 1 ) 2 ] > > R ] 2 1 0 ]
51.=0So‘lS51=8 Sz_=1Sa‘lSSz=5 s3 =148 < A < S3 = 4.15 s, =175<A<S, =375

Amplitude §; = S; —s, =8 Amplitude 6, =S, — s, = 4 Amplitude 8 = S; — 53 = 2.67 Amplitude 8, = S, — 5, = 2

Pourn =8 Pourn =16 . Pourn =32 Pourn = 64
7z i
- A '
} 4 }
[ e
—;"‘.! s -
\ Vi% N AN A1t o ¢
: N LB WP i I
55 = 2.19 S‘u‘l < S5 =3.19 S16 =242 < A <816 =292 | S32 = 254 <AL S3, =279 Sea = 2.6 < A < Sgq = 2.73
By = Sy — 5y o 1 S = Sic — 516 = 0.5 835 = S35 — S35 = 0.27 864 = Ses — Seq = 0.13

Théoriqguement ; lorsque on prend des valeurs "assez grand " de n la suite s,, tend vers S,, et si on fait tendre n vers
I'infini on obtint la valeur exacte de A.
Activité :
1- Exprimer s, et S,, en fonction de n.
2-a) Démontrer que pourn > 1lona:12+22 + .-+ n? = w
b) En déduire les limite de S,, et s, (n = +00) puis en déduire la valeur de A.
3- Déterminer une fonction primitive F de la fonction f(x) = x? puis calculer F(2) — F(0) que remarquez-vous ?

Soit f une fonction continue sur [a, b], t € [a, b], on suppose
dans cette étude que f est strictement croissante.

e Considérons S(t) I'aire du domaine défini par :
L’axe des abscisses, la courbe Cr et les droitesx = aetx =t

e Considérons A(t) I'aire du domaine défini par :
L’axe des abscisses, la courbe Cf etlesdroitesx =tetx=t+h
On voit bien que S(a) = 0 et que S(b) est 'aire du domaine
définie par : L’axe des abscisses, la courbe C et les droites

x=aetx=>»
OnaA(t) =S({t+h)—S()
D’autre par:
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e L'aire du plus grand rectangle contenu dans la surface A(t) est h X f(t)
e L’aire du plus petit rectangle qui contient la surface A(t) est h X f(t + h)
Etdecefaitona:h X f(t) < A(t) < h X f(t+h)
D'ou :
f() < %t) < f(t + h) ce qui est équivalenta: f(t) <

Et comme f est continue sur [a, b] alors :}lirr(l)f(t + h) = f(t)

S(t+h)-S(t)
TR < f(t+h)

Donc:
S(t+h)-S(t)

Jim, —=——— = f(t)
De méme on montre que :
. S(t+h)-S(t) _

lim TR =0

Et finalement on peut conclure que :

. S(t+R)-S(t) _
lim X0 = £(1)

Et cela signifie que la fonction t — S(t) est dérivable sur [a, b] et que (Vt € [a, b])(S'(t) = f(t))
Donc S est une fonction primitive de f sur I'intervalle [a, b].

2) Définition et interprétation géométrique.

Définition :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de [ ; et F une fonction primitive de f
sur I. Le nombre F(b) — F(a) s’appelle I'intégrale de la fonction f entre a et b on écrit :

[2f)dt = [F(©)]5 = F(b) — F(a) on lit somme f(t) d(t) de a a b
Le réel a s’appelle la borne inférieure de I'intégrale et le réel b s’appelle la borne supérieure de I'intégrale.

Remarque :

/ . b . ) . 7 ’
ODans I'écriture : fa f(t) dt la variable t s’appelle une variable muette, on peut le changer par n’importe qu’elle
variable tant qu’elle ne figure pas dans I'une des deux bornes.

b b
J,f®dt = [ fe)dx = =[F)]§ =F(b) - F(a)
@® Si F; et F, sont deux fonctions primitive de f sur I alors :(Vx € I)(F,(x) = F;(x) + C) (C constante )
Etonaura: F,(b) — F,(a) = (F{(b) + C) — (F,(a) — C) = F;(b) — F;(a) donc pour le calcul d’une intégrale, on
prend C = 0.

Propriété :

. . o T ) . -
Toute fonction continue sur [a, b] est intégrable sur [a, b] c’est-a-dire fa f(t) dt existe et finie.

Propriété :

Soit f une fonction continue, strictement monotone et positive sur [a, b] et soit Cr sa courbe représentative
dans un repére orthogonale (0,1,]). L'aire du domaine limité par : L’axe des abscisses, la courbe Cr etles

droite x =aetx = bestA = f;f(t)dt (u.m.s)

(u.m.s) unité de mesure des surface égale a ||7|| x |||
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3) Régles de calculs

Propriété :
Soient f, g deux fonctions continues sur un intervalle I, a, b et c trois éléments de [ et ¢ un réel,on a:
a
J, f®)dt=0
b
fy f@©dt =~ [ f(©)dt
b b b
JLf+®dt= [, f®dt+ [, g(t)dt
b b
fa af (t)dt = afa f®)dt
[ f f®de+ [ f(©dt = [T f(t)dt (Relation de Chasles)

Preuve : (En exercice)

Généralisation :

e Soient (fi)1<i<n une famille de fonctions contenues sur [a,b] ona:

| b(iﬁ-(t)dt) -3 [ Ao
a \i=1 i=1"¢

1=
e Soit f une fonction continue sur les intervalle [x, Xx4+1] k € {1,2,....,n}ona:
It Xk+1 Xn
> reax =" reo ax
k=1"*k *1

Il) TECHNIQUES DE CALCULS D’UNE INTEGRALE.

1) L’utilisation directe des fonctions primitives :

Tableau des fonctions primitives usuelles

La fonction Sa fonction primitive Intervalles
a (a €R) ax+c R
n 1 n+1
x" (n€N) — Xt R
Vx %\/F +c R*
n _Nonn+l +
G o R
xT (r € Q/{-1}) x4 R**
sin(ax + b) %cos(ax +b)+c R
cos(ax + b) %sin(ax +b)+c R
a
T a X arctan(x) +c R
= In(x) 10, 00]
e* e* R
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Opérations sur les fonctions primitives.

La fonction Sa fonction primitive
u + v u+v+Cte
au’ au + Ct®
u'u™ (n €N) L_yntl 4 cte
n+1

! — e

u u

ur

a Vu +Cte

u'Nu (n € N%)

n n
m 1/un+1 + Cte

u'u” (r € Q/{=1}

1
uT+1 + Cte
r+1

u' X v'ou vou + Ct¢
ur
1 arctan(u) + C
ur
= In(lul)
u'e® e¥
Exercice 1 : Calculer les intégrales suivantes :
_ (1! 2 3 _
Iy = [ 3x(2x* +3)% dx I =/, T
1 1
Iy = [ |3%* — x| dx Is =f_1x\3/x+1dx
Exercice 2 : Calculer les intégrales suivantes :
In2 ¢e* n2 1
]1_f1 1+e"dx ]2_‘[1 14e* ]3_

Ju= folx\3/2x+ 1dx

Exercice 3 :

1x343
16 = fO 1 dx

foz(tanx)4 dx

ex

n2
Js =1\ i

Vs ™ ™
Considérons les intégrales suivantes : I = [#(cos* x)dx ;] = [#(sin* x)dx et K = [*(cos® x sin’x)dx

1-CalculerI —J;I1+]J+2Ketl +] - 2K
2- En déduire les valeursde I, ] et K.

2) Intégration par partie :

Introduction :

Considérons l'intégrale I = ff x In(x) dx ; on ne peut pas trouver une fonction primitive usuelle de la fonction

x » x In(x) donc on ne peut pas calculer I en se basant directement sur le tableau des fonctions usuelles.

Preuve : (d’une propriété)

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I et u’ et v’ sont continue sur I et soient a et b deux éléments

de l'intervalle I.

Onsaitque (Vx € N((u.v) (x) = u'(x).v(x) + v'(x). u(x)
Parsuite : (Vx € D' (x).v(x) = (u.v)'(x) —v'(x). u(x)

En passant a l'intégrale :
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b b b
f u' (x).v(x) dx =f (u.v)'(x) dx—f v (x). u(x)

Or u. v est une fonction primitive de (u.v)’ donc:

b b
f u'(x).v(x) dx = [u(x) x v(x)]} —f v’ (x). u(x)

Cette égalité porte le nom d’une intégration par partie

Propriété :
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I et u’ et v’ sont continue sur I et soient a et b deux
éléments de 'intervalle  on a:

b b
f u'(x).v(x) dx = [u(x) x v(x)]2 —f v (x). u(x)

Exemple :
On se propose de calculer [ = flex In(x) dx
1
=1 vl(x) ==
On pose{ v,(x) n(x) donc 7
u'(x) =x u(x) = Exz
€ 1 € €1 1
= [y ax = [t x| - [ (2a22) a
jlx n(x) dx X n(x)1 ) Sx". ) dx
e e’ 1 e? 1 e?+1
I = l dx=——=[x?]¢=——=(e?-1) =
| xin@ dx =5 -0 =G -3t -n ="
Remarque :
Pour le choix des fonctions on utilise A.L.P.E.T
A: Arctangente L: logarithme  P: polynéme E: exponentielle T: fonctions trigonométrique
Exercice :
En utilisant une intégration par partie calculer :
QL = fol xVeXdx @I, = fof(xzsinx)dx QI3 = fle(xlnx)dx @ f01 xArctanx dx

Ol = fle cos(Inx) dx

3) Intégration par changement de variable :

Propriété :
Soient g une fonction dérivable sur [a, b] telle que g’ continue sur [a, b] et f une fonction continue sur
g([a,b]) ona:

b g(b)
f (fog)(D).g'®de= [ £ dx

g(a)

Cette propriété s’appelle propriété du changement de variable.

Preuve :
Soit F une fonction primitive de la fonction f sur g([a, b]) ona:

[ (fog)(®).g'(M)dt = [ (F'og)(D)g' ()de
= [J(Fog)'(t) dt
= [(Fog) ()1}
=F(g(b)) - F(g(a))

= [FW190)
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b
fg( ) (X) dx

y(a)
Exemples.
3 d
OCalculer: I; = fl (1+—;ﬁ poser: x =/t

t=1=>x=1

Ona: x =+t donc{t_3:> \/§ etdx = fdtonendedwtque dt = 2x dx

. _ V3 2xdx _ V3 2 _ V3 _ T _ T
Donc: Iy = [ T fl — dx = [24rctanx])® = 24rctan(V3) — 24rctan(1) = = — =<
® Calculer: [, = [y t=e*

alculer: I, = J, oo X poser:t=e
= = = , . dt
Ona:t=¢e* donc{x 0=t=1 et dt = e”* dx on en déduit que : dx = —
x=n2=t=2 t
In2 e3*+e?¥+3¢* 2 t3+t243t _ dt
I = fO 1+e2r _fl 1+t2 T
fz t2+t+3
- 1+t2
- fl ( 1+t2) de
2
1 .
= [E t2 + 3Arctant] (Continuer les calculs)
1
Exercice :
En utilisant les changements de variables indiqués, calculer les intégrales suivantes :
3 dx 1 dx
Il_flm poser: t =+/x Iz_fom poser: t =2 ++/x
2 ,/ 5
13:f dx poser : tzi I4=f4\/x3—12x—16dx poser: t =+vx —4
_ rln2 e3¥4e?*43¢% . x _ % sinx L
I = fo T dx poser:t=e Ie = ); Ry dx poser: t = cosx
_ 1 3 o, 3 _ ¥e x2inx dx o 3
I; = fo Arctani/x dx poser: t = Vx Ig = fl (Laa3)3 Poser: t=1+x

Ill) ORDRE ET INTEGRATION

Propriété :
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a et b deux éléments de I tels que : a < b. Si f est positive

sur [a, b] alors f;f(x)dx est positif

Preuve :
Soit F une fonction primitive de la fonction f surl.ona: fff(t) dt = [F(t)]2 = F(b) — F(a)
Et comme f(x) = F'(x) est positive alors F est croissante et par suite (a < b) F(b) — F(a) = 0

Corollaire :
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et a et b deux éléments de [ tels que : a < b.

Si f = g sur [a, b] alors f; fx)dx = f:g(x)dx

Preuve :
On pose h(x) = f(x) — g(x) et on applique la propriété précédente

Exercice :

On pose I, = fol Vx + 3 dx Pourtoutn dans N*; I, = fol x" 3+ x dx
7
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1- a) Calculer I,
b) Calculer I, en utilisant une I.P.P
2- Montrer que la suite (1,,),, est décroissante.

- . 3
3- a) En utilisant un encadrement adéquat, montrer que : ;\/_1 <I, <
b) En déduire la limite de la suite (I,,),,

Propriété :

Soit f une fonction continue sur [a,b] ona: |fab f(x) dx| < f:lf(x)l dx

Preuve :

Ona (Vx € [a, b)) (—If(x)] < f(x) < |f(x)]) on passant a I'intégrale on en déduit :

—[f)ldx < f] f(0) dx < [ 1f (0] dx

Et par suite :
b b
| £ G dx| < [1F ()] dx
Exercice :
7L . B 1 enx
On définie la suite (u,) par: (vVn € N) (un =Jo T7eox )

1- Montrer que (Vn € N)(Vx € [0,1]) (1+e < 1e+ex < T)

2- En déduire lim u, et lim (&)

n-—-+oo n—-+oo n

IV) DERIVATION DE F(x) = [ v(x) ) f(dt

1) La fonction primitive d’une fonction continue sur I et qui s’annule en a

Considérons une fonction f continue sur I et a € I. Soit F la fonction primitive de f sur I et qui s’annuleenaona:

(vt € D(F'(t) = f(t)) et par suite f; F'(t)dt = f;f(t) dt et par suite :
[ f®dt=[F®)]E =F(x)—F(@) =F@x) (F(a)=0)

Propriété :

primitive de la fonction f qui s’annule en a.
La fonction F est dérivable sur I et (Vx € I)(F'(x) = f(x))

Soit f une fonction continue sur I et a € I ; la fonction F définie par F(x) = f;f(t) dt est la fonction

Exemple :
On veut déterminer la fonction primitive de la fonction Inx qui s’annule en e.

La fonction primitive de la fonction Inx qui s’annule en e est F(x) = fex Int dt
On va procéder par une I.P.P

Fua)=1 {uﬁ)=t

v(t) = Int  |v'(t) ==

f Int dt = [tint]¥ f tX L de

= xlnx —x — [t]if

=xlnx—x—x+e
=xlx—2x+e
La fonction primitive de la fonction Inx quis’annuleeneest F(x) = xlx —2x + e

www.adlrassa.cnm




Calculs intégrales A.KARMIM
L. . v(x

Dérivée de la fonction F(x) = fu ((x)) f(t)dt

Preuve : d’une propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle J, u et v deux fonctions définie, dérivable sur I telles que u(l) c J et

v(I) < J. On définit sur I la fonction : F(x) = f;g))

f(t)dt ; Montrons que F est dérivable sur I et déterminons sa

fonction dérivée.
Soit ¢ une fonction primitive de f sur J on a : ¢ est dérivable sur J et (Vx € J)(¢'(x) = f(x)). d’autre part :
FO) = [ f®dt = (o]0
=pWx)) — pu(x))
= (pov)(x) — (pou)(x)
La fonction (@ov) et (pou) sont dérivables sur I car ¢ est dérivable sur J et u et v sont dérivable sur I et u(l) c J et
v(l) cJet:
F'(x) = (pov)'(x) — (pow)'(x)
=v'(x) x @' (v(x)) — u' (x) x @' (u(x))
=v'(x) X f(v(x)) —u'(x) X f(ux)

Propriété :
Soit f une fonction continue sur un intervalle /, u et v deux fonctions définie, dérivable sur I telles que

u(l) c Jetv(I) c J. Lafonction F(x) = fv(x)f(t)dt est dérivable sur [ et :

u(x)

(Vx € D(F'(x) = v'(x) x f(v(x)) — ' (x) X f (u(x))

Exemple :

Inx _ - . 1 - X : -
F(x) = flnxe t* dt est dérivable sur R** car x —etx o Inx sont dérivables sur R** et la fonction f: t - e

X

2
t est

continue sur R soit ¢ une fonction primitive de f.
On a: (Vx € R™)(F(x) = [p(D)]F™)

= om0 — o ()
Donc:

(vx € R™)(F/(x) = (In' ) (tnx) — (2) o' (2) o' =f

x x

= % e—in?x 4 %e(;_;)

Soit la fonction f définie sur ]1, +oo[ par (Vt €]0, +oo[ ) (f(t) = e%)

1- Etudier les variations de f sur |1, +oo|.

2- Considérons la fonction définie sur |1, +oo[ par: F(x) = f;“f(t).
a) Montrer que (Vx €]1,+oo[ )(f(x + 1) < F(x) < f(x))
b) En déduire xEToo F(x)

3- a) Montrer que (Vt €]0,+oo[)(ef >t + 1)
b) En déduire que : (Vx > 1)(F(x) — 1= [

4- a) Montrer que : (Vt €]0,+)(Int <t —1)
b) En déduire que (Vx > 1)(F(x) —1 = In (—)

X
x—1

x+1 1
—dt
Int

c) En déduire liril+ F(x)
X—
5- Montrer que F est dérivable sur ]1, + o] et calculer F'(x) pourx > 1

6- Dresser la tableau de variation de la fonction F
7- Construire la courbe Cr.
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V) LA VALEUR MOYENNE ET THEOREME DE LA MEDIANE

Théoréme et définition :
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b].

Il existe au moins un élément c de ]a, b[ tel que : f(c) = ﬁf: f(x)dx

2 1 b p .
Le réel Efa f(x)dx s’appelle la valeur moyenne de la fonction f entre a et b.

Preuve :
Ona: f est continue sur [a, b] donc 3(m, M) € R? telsque m < f(x) < M en passant a I'intégrale :

f;mdt < f:f(x)dx < f:Mdt
d’ou:

(b—aym < [° fx)dx < M(b - a)
Finalement :

1 b
mSEfaf(x)deM

\ . . 1z b
Donc et d’apreés le T.V.I Il existe au moins un élément ¢ de ]a, b[ tel que : f(c) = ﬁfa f(x)dx

Interprétation géométrique :

Si f est positive alors: (b —a)f(c) = f; f(x)dx quiest lasurface (en rose dans la figure) du domaine limité par :
x=a;x=0>b;(0x)etC
est contenue dans le rectangle de dimension M et (b — a) et contient le rectangle de dimension m et (b — a).

T

Exercice :

~t
Considérons la fonction F définie sur [0, +oo[ par: F(0) = 0 et (Vx > 0)(F(x) = f4xe—

o dt

1- a) Montrer que (Vx > 0)(3c €]x, 4x[) (F(x) = 3x e—\/__:)
b) En déduire que : (Vx > 0) G\/E e ™ < F(x) < 3vx e‘x)
c) Calculer les limites lim F(x) et lirgl+ F(x)
X—

X—+00

. F(x P
d) Calculer : lim Q.que pouvez-vous en déduire ?
x-0t X

2- a) Montrer que F est dérivable sur ]0, +o] et calculer F'(x)
b) Dresser la tableau de variation de F.
¢) Construire la courbe Cp

10
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VI) SOMMES DE RIEMANN

Théoréme définition :

Soit f une fonction continue sur [a, b].

On pose : s, =b;naZ’,;‘;6 (a +S(b —a)) et S, = bn;a }cl=1f(a+§(b —a))
Les sommes s, et S, s’appelle les somme de Riemann.

Les suites (s,,), et (S,), sont convergentes et :

b
lim s, = lirP Sn =f fx)dx
n-+oo
a

n—-+oo

Preuve :
On suppose que f est positive.

Xog=a etx,=»b
On pose : __b-a
Xi+1 = Xk = 7~ ;

Ona:
17X =
X, — x3 = 222 - YAz, : L
2 37 n a X1k X3 X7,
. _‘\’:
k k-1 — n
En faisant la somme
b-a . .
X — Xg = k e Dans la figure ci-dessus :
b-a k
Orx,=a SBZTZ%:Of(a‘l'g(b_a))
- b—-a k
Donc : x, = a + k (=) So =238 f(a+Eb-a))
n

. b-a
e s, estla somme des rectangles contenus le domaine (D) la largeur de chaque rectangle est (T) et sa longueur

est f(xy) = f(a + k(b_Ta)> ouk €{01,..,n—1}

a

L’air de chaque rectangle est a;, = (b%) f (a + % (b — a))donc :

su= 2028 (50) fa+ 5 0 -0) =050z £ (a+ 30 - )

. . . b-
e S, estlasomme des rectangles qui contient le domaine (D) la largeur de chaque rectangle est (Ta) et sa

longueur est f(x;) = f (a +k (?)) ouk € {1,2,..,n}

L’air de chaque rectangle est A, = (b;—a) f (a + % (b — a))donc donc:

b— K b— K
Su= 2kt (59) £ (0450 - 0) =2 8hey £ (a+ 50— @)
OnaS,—s, = (b;—a) (f () — f(x0)) (Tous les termes vont se simplifier sauf le premier et le dernier)
Orx, =betx,=a:donc:S, —s, = (b;—a) (f(b) — f(a)
Donc lim (S, —s,) =0donc: lim S, = lim s,
n-+oo n—+oo n—-»+oo

Finalement et puisque : I'aire du domaine (D) est f:f(x)dx (f positive)

Alors :
b
lim s, = lim §, = J. f(x)dx
n—-+oo n—+oo a
Exemple :
1- En utilisant les somme de Riemann calculons :
n
lim Y7%_
n—+oo Zk_l n2+k?

11
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Pour cet exemple il faut faire apparaitre les bornes (a et b) puis I'expression de la fonction f:
Si on factorise par n a l'intérieur de la somme on aura :

a=0
n 1 1 1 1 . . =
Uy = Die155 = 2h=1—| —= | = =Xk=1| —==| et d’apres cette expression on conclut que : b=1
ne+k n k n k 1
1+(3) 1+(3) fO) =12

: n .1 1
Onaura: lim % ,——= lim - —
n—+oo Zk—l n2+k2 no+oon k 1 1+(E)2
n.

1 1
——dx
0 1+x?

= [Arctanx]y ==

Exemple 2 :
. 1 1
Calculons :lim Zi’:‘nlm
On pose (changement d’indice) j = k — n on obtient : Z] -0 ]+12 m+k=n+j+n=2n+j)
Donc:
; on-1_1 _ n-1_1
n1—1>r-|1:loo Zk=n k+n nl—l>r—+1-’loo J=0 jian
a=0
= lim Z de I'expression on peut remarquer que : b= 1
n-+oon (n)+2 f(x) —-
24X
= fO mdx

= [In(2 + )]s = In (;)

1 - 1 1 .
Remarque : Dans le calcul de la —Z}L(} 7 = _sur I'intervalle [2,3]
()+2
car: =y} = Z et:

HEe T U

lim 322 7.1:1—](3 2)) f31dx—ln()

Exercices :
OCalculer les limites des sommes suivantes :
S — n—1 k

1 k=0 ,vanz—kz

1 k

S — n_1

2 k—O n2+k2
(2]

- L . s
1- Calculer en utilisant un intégration par partie :fO In(1+ x»dx

. . . 1 1 . , .
2-En déduire la limite de la suite : u,, = - "_,(n? + k®)n (Introduire In dans I'expression de uy,)

VII) INTEGRALE ET SURFACE.

Dans tout ce qui va suivre : Cr est la courbe représentative de la fonction f sur [a, b] dans un repére orthonormé

(0,7,)) ; S est la surface du domaine limité par :Cs , 'axe des abscisses et les droites : x = aetx = b et u? =177
Rappel :

. . o b
Si f est continue positive sur [a, b] alors S = fa f(x)dx u? £

Jla)

12
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Propriété :

Propriété :
Si f est continue sur [a, b] alors S = f:lf(x)l dx u?

Preuve :
Il suffit de déterminer les racines de I'équation f(x) = 0 dans l'intervalle
[a, b] et d’appliquer les deux propriétés précédentes et la relation de Chasles.

Propriété :

Si f est continue négative sur [a, b] alors S = f; —f(x)dx u? ' | e

Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b] et soit S la surface du
domaine limité par Cr ; C; et les droitesx = a; x = bona:
b
S = [I1f () — g(x)ldx
Preuve :
Il suffit d’étudier les cas : |
Parexemplesif > 0etg=>0etf>g
sur [a, b]
On aura:
b b b b
, - S=J, f@®dt—A= [ f(O)dt - [, g®)dt = [/If () — g(®)ldt
[ Et de la méme fagcon on étudie les autres cas.
o
[
Exercice :
X
Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = %

1- Déterminer la fonction dérivée de la fonction f et vérifier qu’elle est strictement croissante.
2- Déterminer la surface S; du domaine limité par I'axe (Ox) ; la courbe Cf et les droite x = O et x = 1.

3- Déterminer la surface S, du domaine limité par la droite (A) y = x ; la courbe Cf et les droitex = 0 et x = 1.

13
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VIII) INTEGRALE ET CALCUL DES VVOLUMES
1) Volume d’un solide T

L’espace est muni d’un repére orthonormé R(0,7,, k) b} O
On considere un solide § compris entrelesplanz =aetz=b (a < b) vl
Soit t un élément de [a,b] et h > O telque t + h € [a, b]
Soit S(t) la surface de I'intersection du solide § et du planz = t. ¢ NE=t
v(t) le volume du solide compris entre les plansz =t etz =t + h. .
V(t) le volume du solide compris entre les plans z = a etz = t. )
Remarquez que V(t + h) — V() = v(t) at s —
D’autre part : (pour h > 0)

hxS(t) <v(t)<hxS(t+h)

Donc:
St <22 < St +h)
Et donc:
S(t) < ZEUO < 5t + )

Et comme la fonction t + S(t) et continue sur [a, b] alors : hlir(r)1+ S(t + h) = S(t) On aura donc:

. V(t+h)-V(t) _
TS
V(t+h)-V(t)

De la méme fagon on montre que : hli%l_ =5(t)

Donc:

. V(t+h)=V(b) L , .
}lllrr(l)T = S(t) etdonct ~ V(t) est dérivable sur [a, b] et (Vt € [a,b] )(V'(t) = S(t)) et par suite :

b b
f V'(t)dt = f S(t)dt
a a
Ce qui signifie que :
b
[ s@dc=vor=ver-ve
a
Et comme V(a) = 0 et V(b) = V-5 le volume du solide, alors :
b
Vs = | s
a

Propriété :
Soit § un solide compris entre les plans Z = a et z = b e volume par unité de volume du solide § est

b
Vg = f S(t)dt

Ou S(t) est la surface de I'intersection du solide S et duplanz =t

Applications &

[1BVolume d’une sphérejg

Soit S la sphére de centre () et de rayon R

Apres découpage de la sphere (suivant le plan x = 0)

on obtient la figure suivante :

Le plan z = t coupe la sphere suivant un cercle

de rayonr

D’apres le théoreme de Pythagore dans le

triangle QMN on a:

MN? = R?> —QN? donc 12?=R?—(t—R)?
= 2tR — t*

D'ou s(t) = nr? = 2mtR — mt?

et le volume de la sphére S est :

14
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2R 2R
V= [ s®dt = [ (2rtR — mt*)dt
1 2R
= [TL’tZR - —rrt3]
3 0
=2nR?
3
Remarque :
. . . R R
On pouvait prendre = O le centre du repére et le volume de la sphére sera: V = [ s(t)dt = [ (R* — t*)dt
et on trouvera le méme résultat.

(22Volume d’un céne

Soit (C) le cone de rayon R et de hauteur h

z = t coupe le cone (C) suivant un cercle I'(t) de rayon r
1- En utilisant le théoréeme de Thalés, déterminer

r enfonctionde h,R ett

2- Déterminer la surface S(t) de ['(t)

3- Calculer le volume du céne (C)

2) Volume d’un solide engendré par la rotation d’une courbe

Soit f une fonction continue sur [a, b]
La rotation de la courbe C; engendre
un solide (). &
Le plan x = t coupe le solide (§)
suivant un cercle de rayon f(t) donc
s(t) = n(f()?

Et le volume du solide (§) est

V= [ n(f(®)? dt

Q-------
o
o

Propriété :
Soit f une fonction continue sur [a, b].
La rotation de la courbe C au tour de I'axe des abscisses engendre un solide de volume (par unité de volume)

V= [ n(f(©)* dt

Exemple :

fx) =vx

La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des abscisses entre a = 1 et b = 3 engendre un solide de volume (par
unité de volume)

v =[r(VD)" dt = [>ntdt
= - [nt?];

=4mu®  (u® unité de volume)

15
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NOMBRES COMPLEXES

Partie 1

) L’ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES
1) Approche historigue :

L'histoire des nombres complexes commence vers le milieu du xvi€ siecle avec une premiere apparition en 1545, dans
I';euvre deCardan, d'une expression contenant la racine carrée d'un nombre négatif, nombre qu'il appelle sophistiqué.
C'est Raphaél Bombelli qui met en place les régles de calcul sur ces quantités que I'on appelle alors impossibles avant
de leur donner le nom d'imaginaires.

Durant trois siecles, ces nombres sont regardés avec méfiance, n'en étant pas vraiment mais permettant des
raccourcis intéressants tant en algebre que dans la toute nouvelle branche du calcul infinitésimal. Les mathématiciens
du xvii® siecle tentent avec audace de généraliser les fonctions de la variable réelle a la variable imaginaire, tant6t
avec succes, comme pour I'exponentielle complexe, tantot avec plus d'aléas, comme pour la fonction racine n-ieme ou
la fonction logarithme complexe.

Durant la premiére moitié du xIx® siécle se succedent les tentatives de légitimation des nombres complexes comme
représentation du plan, ensemble de polynémes ou structure algébrique définie sur des couples de réels. Cependant
leur utilité dans tous les domaines de I'algébre et I'analyse et I'utilisation qu'en font les physiciens, tant en optique que
dans le domaine de I'électricité, en avaient déja fait des outils essentiels des sciences mathématiques et physiques.

fr.wikipedia.org

2) Définition d’'un nombre complexe.

On admet gu’il existe un ensemble noté C ses éléments s’appelles des nombres complexes qui vérifie :
e RcC
e On définit dans I'ensemble C deux opérations appelées la somme et le produit et qui prolonge la somme et le
produit dans R .
e L’ensemble C contient un nombre non réel noté i et qui vérifie i = —1
e Tout nombre complexe z s’écrit et de fagon unique comme : z = a + ib ou a et b sont des réels
o Leréel as’appelle la partie réel du nombre complexe z ; on écrit : a = Re(z)
o Leréel a s’appelle la partie imaginaire du nombre complexe z ; on écrit : b = Im(z)
o L'écriture:z = a + ib s’appelle I'écriture algébrique du nombre complexe z .

. a+ib=a’+ib’<:>{2fz,

° a+ib:0<:>{gi8

Re(z) = Re(Z'
e omr o R =R

Im(z) = Im(z")
e Lensemble R est totalement ordonné, c’est-a-dire : (V(x,y) ER?)(x <youy < x)
e L’ensemble des nombres complexe n’est pas ordonné.

e L'ensemble R I'ensemble des nombres réels est une partie de C; (Vx € R)(x = x + 0i)
zeEReIm(z) =0

e L'ensemble iR est une partie de C, s’appelle L'ensemble des imaginaires purs ; iR = {iy/ y € R}
z€EIR S Re(z) =0

e RUIREC RNiR={0} (& veutdirestrictementinclusstrictement2+3i & R et2+ 3i € iR)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_complexe
https://fr.wikipedia.org/wiki/XVIe_si%C3%A8cle
https://fr.wikipedia.org/wiki/Girolamo_Cardano
https://fr.wikipedia.org/wiki/Rapha%C3%ABl_Bombelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/XVIIIe_si%C3%A8cle
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_r%C3%A9elle_d%27une_variable_r%C3%A9elle
https://fr.wikipedia.org/wiki/Exponentielle_complexe
https://fr.wikipedia.org/wiki/Racine_d%27un_nombre
https://fr.wikipedia.org/wiki/Logarithme_complexe
https://fr.wikipedia.org/wiki/XIXe_si%C3%A8cle
https://fr.wikipedia.org/wiki/Polyn%C3%B4me
https://fr.wikipedia.org/wiki/Structure_alg%C3%A9brique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Couple_(math%C3%A9matiques)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_r%C3%A9el
https://fr.wikipedia.org/wiki/Optique
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89lectricit%C3%A9
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/1) LES OPERATIONS DANS R,
1) L’addition dans R.

Définition :

Soient z=a+ib et z' =a’ + ib’ deux nombres complexes.

La somme des hombres complexes z et z’ est le nombre complexe noté z + z' définie par :
z+zZ =(a+a)+i(b+b")

Re(z +z") = Re(z) + Re(z")

Im(z+z') = Im(z) + Im(z")

On en déduit que : {

L’addition dans I'ensemble C est :

e Associative :(V(z,21,2,) € C3)((z+ 21) + 2, = 2+ (21 + 23))

e Commutative: (V(z,z') €EC*)(z+ 2z =z' + 2)

e 0 estl’élément neutre pour I'additiondans C: (Vze€ C)(0+z=2z+ 0 =2)

e Chaque élément z dans C a un symétrique appelé 'opposé de znoté (—z) ;z+ (—z) = (—z) +z=0
On dit que € muni de I'addition est un groupe commutatif, on le note par : (C,+)

Soient z et z’' deux nombres complexestelsque:z=a+ib et z' =a’ +ib’

La différence de z et z’ est la somme de z avec le symétrique de z’ c’est-a-dire : z + (—z') qu’on lanote : z — 2’
z—7z =(a—a)+i(b-Db")

2) La multiplication dans C.

Comme la multiplication dans C prolonge celle dans R on peut définir la multiplication dans C par:
Soient z=a+ib et z' =a’' + ib’ deux nombres complexes.
Le produit des nombres complexes z et z' est le nombre complexe noté z X z' définie par :
zxz = (a+ib) X (a'"+ib")
=aa' +ab'i + iba’ + bb'i* (i*=-1
(aa" —bb") +i(ab' + ba')

zx 2z = (aa' — bb") +i(ab’ + ba)

La multiplication dans I'ensemble C est :
e Associative :(V(z,21,2) € C3)((z X 21) X 2y, = 2 X (21 X 7))
e Commutative: (V(z,z') € C?)(zx z' =z' X 2)
e 1 estl’élément neutre pour la multiplicationdans C: (Vz € O)(1 X z=2zX 1 =2)

14 . 1 , (1 _
e Chaque élément non nul z dans C a un symétrique appelé I'inverse de z noté : (E) ouz

zx(3)=(3)xz=1
VA Z
On dit que C* muni de la multiplication est un groupe commutatif, on le note par : (C *,X)

En plus des 8 propriétés que vérifient 'addition et la multiplication dans I'ensemble C il y a une propriété commune
entre les deux opérations :

e La multiplication est distributive par rapport a I'addition dans C :
(V(2,21,23) EC)(zX (2, + 23) =2z X 2z, + 2 X 23)
Définition :

Puisque (C, +) est un groupe commutatif et (C*,X) est un groupe commutatif et a multiplication est
distributive par rapport a I'addition dans C; on dit que (C, +,X) est un corps commutatif.

Soientz=a+ib et z' =a'+ ib’' deux nombres complexes ol z’ # 0 le quotient des nombres z et z’ est le
produit de z et de I'inverse de z’ et se note iou z(z'™1)
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(C, +,%) étant un corps commutatif ; toutes les régles de calculs gu’on a connu dans R sont vraies dans C.

e 7zz77=0=2z=00uz =0
o z0=1let(VnEN)(z"=2zX2zX..Xz

n fois
— 1
[ ] Z n_—_-—
ZTL
o ZNtm _— ,n . m

— zm

o M —Z_

Zm

o (zM)M = gmxn

o zM—zl=(z—2z)(@E"V 1+ 2" 2%z + -+ 2z} 2 4+ 2
1—zn+1

o Siz#lalorsS=14+z4+2z2+23 4+ 427" = -

o (z+z)"=X}_oCRz* z"k formule de binéme

Exercice 1:

1- Calculer i3 et i*, en déduire i™ en fonction de n.

2- Calculer lasomme S = 1 + i + i%2 + -+ + {2918 ; écrire S sous sa forme algébrique.
Exercice 2 :

1- Factorise 2x* + 5

2- Résoudre I'équation 2x2 +5 =10

Exercice 3 :

1- Effectuer la division Euclidienne de P(z) = 323 + 2iz? — 3z + 2i par (z + 2i)

2- —2i estil une racine de P.

I1l) INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES.

1) L’interprétation géométriqgue.

Le plans () est muni du repére R(0, e, e;,) ; et soit V, le plan vectoriel associé a (P).

Soit z = a + ib un nombre complexe le couple (a, b) est associé a un point unique M dans le plan (P).

C->(®)

e L’application: 2z M(a,b)

e Le point M s’appelle 'image du nombre complexe dans le plan (), et I'application

oua = Re(z) et b = Im(z) est une bijection

e Le complexe z s’appelle I'affixe du point M on écrit : z = af f (M) on écritzy, = a + ib

somme des termes d’une suite géométrique

M

' C-7, i
e L'application : 7 ﬂ(g) oua = Re(z) etb = Im(z) est une
bijection
e Levecteur U s’appelle limage du nombre complexe dans le plan (P), et
I"application
e Le complexe z s’appelle I'affixe vecteur U on écrit : z = af f (i) on écrit
Zg =a-+ ib

e Le plan (P) s’appelle un plan complexe
e Laxe (0,e;) s’appelle I'axe des réels
e L'axe (0,e;) s’appelle I'axe imaginaire
Dans tout qui va suivre le plan complexe est muni d’un repére R(0,e;, e3)
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2) Les opérations sur les affixes.
Propriété :
Soient U et ¥ deux vecteurs dans V, ; M et N deux points dans le plan (P) et @ unréel ;Ona:
e aff(A)=aff(B)A=B et affW)=affW)=uUu=v
o aff(@+v) =aff@) +aff(®)
e aff(ad) =axaff(d)
o aff(AB) =aff(B) —aff(A) =z — z,
Preuve : En exercice.
Propriété :
e Soient [AB] un segment de milieu/;ona:z; = @.
o SiG = Bar{(Ax, ax)1<k<n} €tz = aff(A;) alors:z; = Z"Tll—a(’;zk
k=1%k
o Cas particuliers 2 points pondérés : G = Bar{(4,a); (B,B)}ona:z; = %
o Cas particuliers 3 points pondérés : G = Bar{(4,a); (B,B); (C,y)}ona:z; = %

Preuve : En exercice.

3) Condition complexe d’alignement de 3 points

Soient 4, B et C trois points distincts du plan d’affixes respectifs : z,, zp et z

On sait que :

A, B et C sont alignés & (3a € ]R)(R = a AB)

Propriété :

& (Fa € R)(z¢ — 24 = a(zg — z4))
@(HaER)(ﬁza)

Zc—Z
&= AR,
ZB—ZA

Soient 4, B et C trois points distincts du plan d’affixes respectifs : z4, zg et z. ; les points 4, B et C sont alignés
si et seulement si X4 ¢ R

ZB—ZA

Exercice :

Soit les points Az_3;) ; B(1+i) €t C(1420)-

1- Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

2- Déterminer I'affixe de I, milieu de [AB].

3- Déterminer le barycentre de {(4, 2); (B, —1),(C, 3)}

4- Déterminer |'affixe du point D pour que le quadrilatéere ABCD soit un parallélogramme.

V) LE CONJUGUE D’UN NOMBRE COMPLEXE.

Définition :

Soit le nombre complexe z = a + ib (a et b sont des réels) ; le nombre complexe qu’on note Z et qui est
égalea Z = a — ib s’appelle le conjugué du nombre complexe z

Exemple :

e 7z, =3 —2i sonconjuguéest z; =3+ 2i
e 2z, =30+ 1 sonconjuguéest 7, = —3i+1
e 23 =3—+/2 sonconjuguéest 7z =3 —+2
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Propriété : (Regles de calculs)

o z+z7 =72+4+7

° VA —-Z':: Z—2Z M

HEEEEEEREaN

o zXzZ =ZXz

.« @M=" |
V4 Z '

. B)- |

e (2)= i

e Z=z77z€ER .___________i.II'

e Z=—-27Sz€IR ! s

Propriété :

e z+Z=2Re(2)

o z—27=2ilm(2)

e SiM,) estlimage de z et MEZ—) alors M et M’ sont symétrique par rapport a I'axe des réels.

Exercice :
O Résoudre dans C les équations suivantes :
1. 2z—-3z+1+2i=0
2. z+(1—-i) z+3-2i=0
3. 3+1i)z +z_=%
® Déterminer les ensembles suivants :

_2'

1L M) ={My/ =T €R}
-2i .

2. ) =M/ Zzﬂ-l € iR}

V) LE MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE.

1) Définition et applications
Définition :

Soit z = a + ib un nombre complexe, le réel positif \/x2 + y? s’appelle le module du nombre complexe z
et on le note |z|

Propriété :

Soit z = a + ib un nombre complexe ;ona |z| = /x? +y%2 =+/z2Z
Preuve : en exercice

Exercice :

O Déterminer les modules des complexes suivants :
1. z;=3++2i
1
2. z,==-—+3i
27,
1
3. Z3 =—
37 140
4, z,=x oux€R

@ Ecrire sous la forme algébrique les complexes suivants puis déterminer leurs modules :

2+5i

1. uy =——
1+3i

1+i

2. Uy =——
27 -3v2

3. uz =2 —-V3)W2+1)

© Déterminer I'ensemble des points M, tels que : M(,) Nz et Q( ) soit alignés.

1
Zz
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2) Régle de calculs

Propriétés :

Pour tous complexes z et z' et pour toutn dans Non a:

o |zI?°=2z2Z

o z|l=1=2= 2
Z

o |z] =|-z| =|z|

o |z.2'| =z|.|Z|

1

z!
Z

1.

=—ouz #0
|z7|
zZ N

=l ouz #0
|z7|

z!

o 2% =Iz|"

Remarque :

o |z+Z'|<|z|+ |7
b |Z;CL=OZR| S Z;cl=0|Zk|

Propriété :

Pour tous points A et B d’affixes respectifs z4 et zg ona: AB = |z, — zp

Applications :
Déterminer les ensembles suivants :

O @) ={My/ |lz+3—i| =4}

@ [I,) ={My)/ | —z—+3—2i| =3}

O [3)={My/ lz—1=|z—-1-2i]}
@[y =M/ |lz—1] = |2i —z|}

O, = {M(z)/ |2iz — 1| = |2z + 4 — 6i|}

VI) FORME TRIGONOMETRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

1) L’argument d’un nombre complexe non nul.

Définition :

Le plan complexe est menu d’un repére R(0, e, e;)

Soit z un nombre complexe non nul et M,y son image. On appelle argument du nombre complexe z une

mesure (en radian) de I'angle (e, W(z)), On le note par arg(z)

Exemples :

2) Forme trigonometrique d’un nombre complexe non nul

z € R*t & arg(z) = 0 [27]
z ER"” & arg(z) = [27]
z € iR & arg(z) = g [m]

arg(2 + 2i) = % [27] (figure ci-contre)

]

Fa

Soit z = a + ib un complexe non nul, on a donc |z| = Va? + b%? # O eten

suite :

z=\/a2+b2( 42 );Or:siarg(z)z@[Zn]

alors : cosf =

vaz+b? Vaz+b?

a . b
et sinfd = ——
va2+b? va2+b?

et finalement z = |z|(cos@ + i sinf)

fa
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Propriété :
Tout nombre complexe non nul z a une écriture de la forme z = |z|(cos6@ + i sinf) ; ol arg(z) = 0 [2m]
Cette écriture s’appelle la forme trigonométrique du nombre complexe non nul z

Exercices :
Donner la forme trigonométrique du nombre complexe z dans les cas suivants :
1. z=3+43i
2. z=+/3-1i
3. z=—-4+44i
4. z=-2-23i
5. z=7
6. z=-12
7. z=2

2i
3) Régles de calculs sur les arguments :
Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls tels que arg(z) = 0 [2r] et arg(z’) = 6' [27]
On donc:
z = |z|(cosO + i sin@) etz = |z'|(cosf' + i sinb")
et par suite :
zz' = |z||Z'|(cosO + i sinB)(cosO' + i sinb")
= |z||z'|(cosBcosO' + i cosO sinb' + i sinb cosO — sinh sinh") (en utilisant les formules

= |z||Z'|(cosOcosO' — sinb sinf’ + i (cosO sinb' + sind cosh)) de transformations)
= |z||Z'|(cos(8 + 8') + i sin(6 + 6"))

Propriété principale :
Soit z et z' deux nombres complexes non nuls,ona: arg(z X z') = arg(z) + arg(z') [27]

Propriété Regles de calculs pour les arguments :
Soit z et z’' deux nombres complexes non nuls :

e arg G) = —arg(z) [2r]

e arg (i) = arg(z) — arg(z’) [2m]
e arg(z™) =narg(z) [2n]

o arg(—z) =arg(z) +m [2m]

o arg(?) = —arg(z) [2m]

Preuves (en exercice)

Notations :

Soit z un nombre complexe dont la forme trigonométrique est : z = r (cosf + i sinf) c’est-a-dire

{arg(glzzer[Zn] on écrit: z = [r, 0]

Régles de calculs

e [r0]x[r,0']=][rr 60
1 1

* e [?’_9]

° [T,G] — I:L 9 — 9/]

[r1,61] rr’
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Ces propriétés ne sont que I'assemblage des propriétés sur les calculs des modules et les calculs des arguments.

4) Applications :
Exercice 1 :
Déterminer le module et I'argument du nombre complexe z et placer le point M,y dans le plan complexe muni d’un

repére R(0, U, V) dans les cas suivants :

1. z=2+4+2i
3 3V3.
2. z=-———I
2 2
3. z=-5-05i
4., z=—6+6V3i
Exercice 2 :

Déterminer le module et I'argument du nombre complexe z dans les cas suivants :
1. z=(B-3D)*

2. z:@—%gi)(—lﬂ)

3, A4
YT 6-6v3i
Exercice 3 :
1. Ecrivez les nombres complexe u = —2 — 2i et v = 3 — 3+/3i sous leurs formes trigonométriques.
2. En déduire une écriture trigonométrique des complexes :
a) z=uv
u
b) z=-=
v
c) z=udv®

. u , . . , . [ . Vs
3. Ecrire le complexe z = - sous sa forme algébrique puis en déduire cos (E) et sin (E)

5) Les formes trigonométriques des racines carrées
Définition
On appelle racine carrée d’un complexe z tout complexe u tel que u? = z

Remarque
Un complexe non nul admet deux racines carrées.

Preuve d’une propriété :
Soit z = [r, 8] un complexe non nul et u = [p, @] une racine de z donc u? = r ce que se traduit par :

e ek
a

20 =0 + 2kn =§+kn
p=Ar
= 6 0
a:E[Zn] oua =-+m[2n]

Propriété :
Soit z = [r, 8] un complexe non nul ; les racines carrées de [r, 0] sont les complexes :

uy = [Vr. 2 etu, = [Vr, S+ n
1[’2] 2['2 ]

Exercice :

Soit le complexe u = (v/3 — 1) +i(1 +/3)
1. Calculer u? puis déterminer le forme trigonométrique de u?
2. En déduire la forme trigonométrique de u

www.adirassa.com
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VI) INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES

1) Angles orientés et argument.

On sait que si le nombre complexe z est non nul alors (e7,0M ;) = arg(z) [2m]
. Soit z et z' deux complexes non nuls d’images respectives M et’ ,on a:

(oM, oM") = (0M,&;) + (e,0M")  [2n]
= —(e;,0M) + (e7,0M") [2n]
= —arg(z) + arg(z’) [2m]

=arg (Z?’) [2r] o /

. Soient A et B deux points dans le plan complexe d’affixes respectifs 1 // 8 é o
a et b, on sait qu’il existe un unique point M tel que AB = OM et M aura “/
pour affixe le complexe (b — a) o iy
E—— E—— 1 ol 1 | F]
Donc : (el,AB) = (el, OM) [27]

=arg(b —a) [27] '

. Soient A, B et C trois points distincts dans le plan complexe d’affixes
respectifsa,b et ,ona:

(4B,4c) = (4B,&)) + (e1,4C) [27]
= —(e1.4B) + (e,AC) [2n]
= —arg(b—a)+arg(c —a) [2m]

=arg (E) [2m]
) Soient, B, C et D quatre points distincts dans le plan complexe d’affixes respectifsa,b,c etd,ona:
(4B,cD) = (4B, 4C) + (4C,CD) [2n]
= (E, A_(f) + (C_A, C_D)) + 7 [27] (@,7)=(=uv)+n [2n]

=arg [(%) X (g) X (—1)] [2m]
=arg (g) [2m]

Propriété :

Soit z et z' deux complexes non nuls d’images respectives M et , on a: (O_M W) =arg (Z;’) [2m]
(e_lﬁ) =arg(b —a) [2m]
(—B), ﬁ) =arg (%) [2m]
( ,EB) =arg (g) [2m]

oS

>
>
>
>

=l

Exercice :
On considére dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé R(0, U, V) les points A, B et C d’affixes
respectifs: z;=—V2 <z =1+iet z3=1—1i
1. Placerdansle repére R les points A,B et C
2. Déterminer le module et I'argument du nombre complexe % et déterminer une mesure de I'angle (ﬁ)

3. Montrer que la droite (0A) est la médiatrice du segment [BC] et en déduire que : (ﬁ, ﬁ) = g[Zn]

Z1—27; T T

sous sa forme algébrique puis en déduire cos (8) et sin (8)

4. Ecrivez le nombre -~
1
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2) Applications

Corolaire :
Trois points A(q), B(p) et C(c) sont alignés si et seulement si % est un réel.

Preuve :
On sait que (EE) =arg (E) [27] et que g = r(cosb + i sinf) ou (E R) =0 [2r]etr =

c—a

b—a

Ay, By et Cc) sont alignés < (ﬁ, R) =0 (2] ou (E, ﬁ) = [2m]
e L=rou ==y
b—-a b—-a
o Z2eR
b—-a

Exercice :
1- Vérifier que les points A(s 435y, B(2+i) et C(—1—;) sont alignés
2- Les points M(_342iy, N2—;) et Ni_;) sont alignés.

Rappelle :
Soit (C) le cercle qui circonscrit le triangle ABC, le point D appartient au cercle (C) si et seulement si

(E,A_C)) = (ﬁ, D—C)) [27] ou (E,R) =1 — (ﬁa’,p_c’) [27]

(E,A_C)) = (ﬁ, ﬁ‘)) [2m] (E, ﬁ) =m— (D—C), ﬁ) [2m]
1 . "
-
E ]
Ceci se traduit par: Ceci se traduit par:
arg (g) =arg (%) [2m] arg (%) =m—arg (g) [2m]
S arg (ﬁ) —arg (g) =0 [2m] S arg (g) +arg (%) —n=0 [2m]
& arg [(%) X (g)] =0 [27] © arg [(%) X (g) X (—1)] =0 [2n]
= () < () em = (=) < () e~
Théoréme:
Soit A(q), Bv), C(¢) €t D(q) quatre points dans le plan complexe.
Les points A(q), By, C(c) et D(q) sont cocycliques si et seulement si : (,C,_Ta) X (g) € R*

Exercice :
1- Montrer que les points : A(;), B243i), C(e+i) €t D(a-3i)
2- Montrer que {3 est le centre du cercle qui circonscrit le quadrilatere ABCD

10
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NOMBRES COMPLEXES

Partie 2

/) LA FORME EXPONENTIELLE D'UN COMPLEXE NON NUL.

1) Notation et conséguence :

Définition :

Soit 8 un réel ; on pose : cosf + i sinf = et
Soit z = [r, 8] un complexe non nul, ona: z = r(cosf + i sinf) = re
Cette écriture s’appelle la forme exponentielle du complexe non nul z

io

Tous les résultats qu’on a vus au paravent concernant les modules et les arguments des nombres complexes non nuls

on peut les rapporter en utilisant la notation exponentielle.

Propriété :

- - oy
Soient z = re'® et z’ = r'e’® deux nombres complexes non nuls, on a :
. ’
o zz' =1rei6+0)
o N — yneind
1_1 -6
* 7T r¢
. !
o 1’ — 561(9_6 )
z
o Z=re®
o —z=rei@tod)

Propriété :

Pour tout réel @ ona: (eie)n = e d'ol: (cosh + i sinf)" = (cos(n@) i sin(nB))

Soit z = e

= cos0 + i sinB un nombre complexe non nul et son conjugué Z = (cosf — i sinf) = e~

io

En faisant la somme membre 3 membre on obtient : 2cos@ = e® + e~ ; puis en faisant la différence membre a

membre on obtient : 2i sinf = e — ¢~10
Propriété :
, elf o160 . eif_o—if
Pour tout réel @ ona: cosf = — et sinfg = —

Application :

Linéarisation de cos* x

Ona (a+ b)* =a* + 4a3b + 6a?b? + 4ab® + b*
ei6+e—i6)4’

2
1—6(61494-361396 19+661296 129+36196 139+e 14—9)

:116 ei49+3ei29+6+3e—i29+e—i49)

1 (@40 4 o—i40\ 3 120 ,—i26 6
- e
8 2 8 2 16

3,1 3
=<+ gcos(49) + 5 cos(26)

Donc: cos*x = (

1

31

G4 1
10105 1
triangle de Pascal

e
£y N

L
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Exercice :
4

Linéariser sin™ x
Exercice :

Montrer que (V(a, ) € R?) (ei“ + el = e"(g+§) [ei(%‘g) + e“(%‘é)])

Cette égalité nous permet de déterminer la forme géométrique de la somme de deux complexes de méme module
Exemple :

iZ iZ
u=3es et v=3e~

Ona: u+v= 3ei(%+%) ei(f_o_%) + e_i(f_o_%)]
= 33"(2_751) [el(:_s) + e_i(%)]
bid

= 6cos (%) ei(g_g) et puisque 6¢cos (35) > 0 alors
_6

|lu + v| = 6cos (%) etarg(u +v) = % [27]

Exercice
Déterminer le module et I'argument des complexes :

.TT
1. Zl == 1 + elg
.TT
2. z,=1—¢'s
.TT
3. zz=i+e's

=
4, zy=i—es

/1) LES EQUATION DU SECOND DEGRE DANS C :

1) Les racines carrées d’un complexe :
Définition :

On appelle racine carrée d’un complexe A tout complexe & qui vérifie : 62 = A.

Propriété :
Tout complexe non nul admet exactement deux racines carrées opposés.

Preuve :
Soit z = a + ib un complexe non nul
e I1°cas:b=0eta>0
A =a=(va)* donc §; =+aetd, = —Va sontles racines carrées de A
o 2XMcas:b=0eta<0
A=a=—(—a) = (iv—a)* donc &§; = iv—aetd, = —iv/—a sont les racines carrées de A
e 3*"cas:a=0donc b>0
On sait que : (1 +i)? = 2i donc A = bi = %(1 + i)?

2
Et comme b > 0 alors A = < /(g) a1+ i))

et par suite les racines de A sont §; = ’(g) Q+i)etd, =—6;
e 4°cas:a=0donc b<0
Onsaitque: (1 —i)? = —2idonc A = —b(—i) = %b(l —i)?

Et comme —b > O alors A = (@ 1- i)>2

et par suite les racines de A sont §; = (_TD) (1—-i)etd, =-96;

2
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o 5cas:qa#+0etbh+#0

On pose § = x + iy une racine de A donc 62 = x% — y? + 2ixy = A |62| = |A| et par suite :
x2—y?2=Re(A) =a
2xy =Im(A) =b
x?+y? =|A| =Va? + b?

On en déduit :
2x2 = a ++/a2 + b?
2y? = —a ++a? + b?
Stg(xy) = Sig(b)

D'ou:
x=+a ’ \/az+b2
y=zp
Sig(xy) = Sig(b) \ _—a+v aZ+b?
o Sib>0
{x =a ou {x = —a
y=p y=-p
61 =a+if et &, =—a—if sontlesracines carrées du complexe A
o Sib<O
{ X =« ou {x = —a
y=-p y=8
61 =a—if et &, =—a+if sontlesracines carrées du complexe A

Exemple :

On va déterminer les racines carrées du complexe A = 2 + 3i
Soit § = x 4+ iy uneracine carréede Aona:

( 4 [213
x?—y?=2 2x2 =2 ++/13 =4
x2 + yZ =+/13 parsuite: 2y2 = —2 ++/13 etonaura 4 2413
2xy =3 2xy =3>0 lx—— 2
xy >0
Donc les racines de A = 2 + 3i sont :
5, = \/2+\/_ 2+\/_ et 8, = -5,
Exercice :
Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :
O Z1 = —-12

o Z, =cosa — 2
(@] Z3=4_2i
o

Z4 = _4 - 3l
Remarque :
Dans certain cas on peut déterminer les racines carrées du complexe A sans passer par la procédure précédente :
.0
. i . ., ol
e Si A=re' alors les racines carrées de A sont §; = \1 e( 2) etd, = -6
e Sionremarque une identité remarquable par exemple A = -8+ 6i ona6i=2Xx1X3i

et 12 4+ (3i)2 = —8 donc A = —8 + 6i = 12 + 2.1.3i + (3i)? = (1 + 3i)?
donc les racines carréesde Asont: 6; =1+ 3ietd, = —§;
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2) Les équations de second degré
Considérons I'équation P(z) = az? + bz + ¢ = 0 (E) ol a, b et ¢ sont des complexes avec a # 0

Ona: P(z)=a(zz+§z)+c

o r2g e (2 () e

2a 4a
. b\? b%-4ac _ 2
=a (z + Za) wa On pose A = b* — 4ac
2
=a [(z + —) - iz
2a 4a
e SiA = 0/I'équation (E) admet racine double : z, = —2%

e SiA =+ 0;soit § I'un des deux racines carrées de A, on aura :
2 2
P(z)=a [(z +%) —%]
=e|(z+3) - ()]
=a|(z+r) ()]
-b-6 —b+8

Donc I'équation P(z) = 0 aura deux solutions : z; = —. etz =—

Propriété :

Considérons dans Cl'équation az? + bz + ¢ = 0 (E) ol a, b et c sont des complexes avec a # 0
et soit A = b? — 4ac son discriminanton a :

. . . . b
Si A = 0 alors I'équation (E)) admet comme solution le complexe z;, = ~%a
. . . . -b-§ —b+5 . . ;
Si A # 0 I’équation (E)) admet comme solution les complexes z; = —a €tz =——ou é une racine carrées
de A
Exercices :

Résoudre dans C les équations suivantes :
0:2+2z4+45=0
®2z2+3iz+(1-0)=0
©3iz2+(1—-20)z+5i+1=0

Remarque :

Si les coefficients a, b et ¢ sont des réels et A < 0 alors I'équation az? + bz + ¢ = 0 admet deux racines complexes
L, —-b—iv=A —b+iV=A

conjugué z; = ———etz; = ———

Propriété :

—b
Z1 + Z2 = —
Si I’équation (E) admet deux racines distinctes z; et z, alors a

_c
Z1.2y =7

Exercice :

Soit P(z) =z3+ (V3 —i)z2+ (1 —V3i)z—i=0
1. Montrer que I'équation P(z) = 0 admet un imaginaire pur comme racine.
2. Résoudre dans C I'équation (E).
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I11) LES RACINES N-EME D’UN COMPLEXE NON NUL

1) Les racines n-eme de ['unité :

Définition :

On appelle racine n-éme de I'unité tout complexe u qui vérifie : u™ = 1

Autrement dit ; les racines n-éme de I'unité sont les solutions de I'équation z" — 1 =0

Exemples :
e Lesracines carrées de l'unité sont 1 et —1

e Les racines cubique de l'unité sont: 1, j et j> ol j = _71 + i\/; = [1,2—”

Preuve (d’une propriété)
Soit n € N* et considérons I'équation : z" = 1
u = 0 n’est pas une racine de I’équation précédente. On pose u = e'® (a remarquer que si u est une racine ; |u| = 1)
Onadonc:
"=1<[1,a]™ =[1,0]
S na=0 [2r]

@a:¥ (oU k € 7)

2k
Donc les racines n-éme de I'unité sont les complexes u; = e(lT) ouk €{0,1,2,..,(n—1)}
Propriété :

.2km
L'unité admet n racines n-éme qui s’écrivent de la forme : u;, = e(lT) ouk €{0,12,..,(n—1)}

Exemple :
Les racines 4™ de I'unité sont : uy, = uy, = e(iZRTn) ouk €{0,1,2,3}
o ug=eld) =
0wy =el) = ( D=
0w, = el = elm = _q
o uy = el = o(F) =

Exercice :
Ecrire sous les formes algébriques les racines 6°™€ de I'unité.

Exercice :

Considérons I'équation : (E) : z6 = Z.

1- Montrer que si z # 0 et z solution de (E) alors |z| = 1
2- Résoudre I'équation (E)

2) Les racines n-éme d’un nombre complexe non nul.
i0

un complexe non nul (r > 0) et considérons I'équation (E): z" = a
i0

Soita =re
Siu = pe'® est une solution de I'équation (E) alors : (pei“)n =re
(pei“)n =rel? o [p,a]® = [r,0]

< [p" na] = [r,0]

pt=r N
= OukeZ
{na=9+2kn (ou )
p=Nr
g =bp2km
n n
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Propriété :

Le nombre complexe non nul a = re'® admet n racines n — éme (n € N*) différentes qui sont :
0 , 2km] .

we = [Vr 2+ 2 otk € {0,1,2,..., (n — 1)}

n

3) Applications :
Exercice 1 :
1- Résoudre dans C I'équation : z3 = 42 + 42 i

. . , . , . T . Vs
2- Ecrire les solutions sous leurs formes algébrique et déterminer cos (E) et sin (E)

Exercice2 :
1- Résoudre dans C I'équation : z2 —iv/3z—1—iV/3 =0
2- En déduire sous les formes trigonométriques et algébriques les solutions de I'équation : z® — iv/3z3 — 1 — ivV3=0

V) LES TRANSFORMATIONS DANS LE PLAN COMPLEXE.

1) La translation :

Définition :

Soit 1 un vecteur de V, ; on appelle translation la transformation dans le plan qui associe a tout point Mdu

—

plan le point M’ tel que MM' = U

il un vecteur de V, tel que : af f (U ) = a et ty la translation de vecteur . La translation t; transforme M, en MEZ,)
tel que : MM’ = 1.
MM’ =1 & aff(MM) = af f @)
sSzi—-z=a
=z'=z+a

Propriété :
Soit 1 un vecteur de V, tel que aff (i ) = a, la translation t3 transforme M, en Méz,) si et seulement si :

z'=z+a

Cette égalité s’appelle I'écriture complexe de la translation t;; de vecteur U tel que aff(U) = a

Exercice :
1- Donner I'écriture complexe de la translation t qui transforme A(1_z;) en B(_443))
2- Déterminer I'image du point C(_ﬁ”ﬁ i) par la translation t.

2) L’homothétie

Définition :
Soient (), un point dans le plan et k un réel non nul ; on appelle Fhomothétie de centre ( et de rapport k,

la transformation dans le plan qui associe a tout point Mdu plan le point M’ tel que QM' = k QM et se note
hk

e Sik = 1alors latransformation h(q 1) est I'identité de () et tous les points du plan seront invariants
e Sik # 1alors le seul point invariant par h(q i) est le point Q le centre de la transformation h(q ).

6
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Q) un point dans le plan complexe et k un réel non nul et different de 1. I’homothétie de centre Q) et de rapport

k, transforme le point M(,yen M(Z,) tel que QM’ = k QM et se note
OM' =k QM < af f(AM") = af f(k QM)
=7z —w=k(z—-w)
=z =kz+w(l-k)
Propriété :

I’'homothétie de centre () et de rapport k, admet une écriture complexe de la forme : z' = kz + w(1 — k)

3) La rotation :

Définition :
Soit ) un point dans le plan et 8 un nombre réel, la rotation de centre (2 et
d’angle 0 est I'application qui transforme tout point M en M’ tel que :
QM = oM’
{(W am’) = o [2m]

On la note par : R(q )

Remarque :
e Sif = 0 [2m] alors la rotation d’angle nul est I'identité de () et tous les points du plan seront invariants.
e Sif % 0[2x] alors le seul point invariant par R(q g) est le point () le centre de la rotation R(q g).

Soient () un point dans le plan complexe et 6 un réel non nul. la rotation de centre (), et d’angle 8, transforme le
QM = QM’

point M, en Méz,) tel que: {(W, Q—M;) =0 [2n]

aM = oM’ |z —w| =z — ]
_>——; (=1 —
{(QM, aM’) =6 [2n] * |arg (222) =0 [2n]
=1
= .
arg (ZZ :) =0 [2n]
Z —-Ww _ eig
YA (]
oz —w=e¥z-w)

Propriété :

La rotation de centre () et d’angle 6, admet une écriture complexe de la forme : z’ = el(z-w)+w

Exercice :

1- Montrer qu'il existe une rotation R de centre (3, ;) qui transforme A, 44y en B(g42i)-

7
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2- Donner I'écriture complexe de la rotation R

3- Déterminer I'image de C(_143;).

4) Etude de la transformation qui transforme M,y en M telque:z' = az + b :

La transformation f est une constante, elle lie chaque point M, au point fixe B

f est la transformation qui transforme M, en MEZ,) telquez' =z+b

Donc z’' — z = b ce qui se traduit par MM' = 1 ot af f (1) = b (constant)
Dans ce cas la transformation f est une translation de vecteur i tel que : aff(i) = b
Propriété

La transformation plane f qui associe a tout point M, le point MEZ,) tel que z’' = z + b est la translation de

vecteur U telque aff(u) =b

Soit f une transformation plane qui transforme M, en Mézl) telque:z' =az+boua€€R" —{1}etb €C

Ona:f(M(Z))=MéZ,)(=>z’=az+bsoitw=1f;a ona:
b

1-a

ab+b—ab _ b
1-a  1-a

Le point £, ou est un point invariant par f car: 0’ =a ( ) +b= =w

[— —_— _
D’ou {CZU __;laz) + l;) en faisant la différence on obtient: z’' — w = a(z — w) qui se traduit par QM’ = a QM donc :

- N b
f est ’homothétie de centre (), et de rapport a ot w = T

Propriété

La transformation plane f qui associe a tout point M, le point M(Z,) telque z' = az + b ol a est un réel non

nul et different de 1 est I’'homothétie de rapport a et de centre () tel que w = 1%

Exercice :
1- Donner I'écriture complexe de I'homothétie de rapport 2 et qui transforme A¢;_z;) en B(_443;)
2- Déterminer I'image du point C(_145;) par I'homothétie h.

Soit f* une transformation plane qui transforme M,y en MEZ,) telque:z' =az+boua€Cetlal=1;b€eC
! I . — L . e . . — .
Ona .f(M(Z)) = M(Z,) &z =az+ bsoit:w = Ta (w est la solution de I'équation: =az+ b )ona:

Q) est un point invariant par f. On pose a = e'® olua # 2km (cara # 1)
z'=az+b

!

Ona: {a) — 4w+ b en faisant la différence on obtient: z' — w = a(z — w) on en déduit : ZZ__::) = q et par suite :
ZZ__:| = |a| =1 parsuite |z — w| = |z’ — w| ce que se traduit par QM’ = M
et: arg (ZZ__(Z)) = arg(a) [2m]
=a [2n]
Ce qui se traduit : (W, QM’) =a [2m]

QM = QM’

et finalement : {(W,W) = a [27]

donc la transformation f est la rotation de centre Q(L) et d’angle a.

1-a
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Propriété

La transformation plane f qui associe a tout point M ,)le point MEZ,) telque z' = az+ b olia estun

. b
complexe tel que |a| = 1 est la rotation d’angle a = arg(a) [2m] et de centre Q) tel que w = Ta

Soit f une transformation plane qui transforme M, en M(Z,) telque:z' = az + b ou € C,onpose a = re'®
Ona:f(My) = Mézr) &=z =az+b
&z =re®z+b
sSzi= r(ei“z+g)
X . . . i b .
D’apres le 4°™ cas ; la transformation plane qui transforme M) en Ml(zl) telque:z; = e'*z + —est la rotation R de
. i b N
d’angle a et de centre le point Q) tel que : w = e**w + - () est le point fixe par R). (**)
Donc:
N i b
f(My) = M{Z,) oz =rz otz =ez+-
D’aprés le 3™ cas ; la transformation plane qui transforme Ml(zl) en M(Z,)tel que:z' =rz; estl’homothétie h de

rapport 1 de centre le point O () (O() est le point fixe par h).

Donc:

f(M(Z)) = MEZ,) (=4 Z’ =az + b
o z' =r(R(2))
& z' = h(R(2)

& z' = (hoR)(2)

Finalement f est la composition de la rotation R d’angle a = arg(a) [2n] et de centre Q) tel que w = >

r(1—ei®)

(**)

w = IaIL—a; et de 'homothétie h de rapport r = |a| et de centre O ().
Théoréme :
Soit a un complexe (a € R). La transformation plane f qui transforme M, en Méz,) telque:z' = az + b est
la composition de la rotation R et de I’'homothétie h ; f = hoR ou :
® Restlarotation d’angle a = arg(a) [27] et de centre Q) ol w = o a
e hestI'homothétie rapport r = |a| et de centre O ).
Exercice :

Soit u un complexe non nul, et f la transformation plane qui transforme M, en M{Z,) telque:z' =uz+i—1u

Déterminer la nature de la transformation f et ses éléments caractéristiques dans chacun des cas suivant :
1. u=1

2. u=-3

3. u=j

4, u=4—-i4/3
Probléme :

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct R(0,1,]). soit a un complexe non nul ; Pour tout

nombre z de C \ { a}, on pose f (z) = z = Za__za :

1. Montrer que f (z) € iR & 1z|>Re(a) = |al*Re(2)

2. Soitz un élémentde C* \ {a}, onpose: |z —a| = retarg(z — a) = 0 [2n]
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a. Calculer |f,(z) — a] en fonction de r est |a|

b. Calculer arg(f,(z) — a) en fonctionde 6 err.

3. onposea = —1+ i et considérons les ensembles des points M) définis par :

3
(D) = {M(y);arg(z—a) = Tn [2m] }

(©) = My |f,(2) —a| =2}
&) =M;f,(2) €iR}
a. Déterminer les ensembles (€) et (C) et montrer que (D) est une demi droite d’origine A, privée de
A et déterminer son équation cartésienne.
b. soit zy un élément de C \ { a},et B(,,) tel que B € (D) N (C) ; écrire f _(zy) sous sa forme algébrique
puis déterminer z,.
c. Construire les ensembles (D); (C) et (§) .
4. Déterminer la représentation complexe de la rotation p de centre a et d'angleg

5. Déterminer la représentation complexe de la translation t de vecteur u d’affixe a.

6. Déterminer la transformation top et ses éléments caractéristiques.

10
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

) DEFINITIONS ET NOTATIONS.
1) Définition :

Définition :
Une équation différentielle d’ordre n est une relation entre la variable réelle x, une fonction inconnue
x - y(x) et ses dérivées d’ordre inférieure ou égale a n.

Remarque :
Pour s’simplifier I’écriture d’une équation différentielle on note I'inconnu (qui est une fonction) y au lieu de y(x).

Exemples :
e L’équation différentielle : y' = sin(2x) a pour solution les fonctions primitives de la fonction x + sin(2x)

quisont:x - _71 cos(x) +c¢
e y' + 2y = 0 est une équation différentielle de 1" ordre sans second membre.
e y'+ 2y =3x2+ x est une équation différentielle de 1°" ordre avec second membre.
e y" — 3y’ + 5y = e est une équation différentielle de 2™ ordre avec second membre.

Il) EQUATION y' = ay+bOUa € R*

!

1) L’équation y' = ayoua € R*
Soit a un réel non nul et Considérons I'équation différentielle (E) y' = ay
(E) & (vx e R)(y'(x) = ay(x)
o A noter que la fonction nulle 8 (Vx € R)(6(x) = 0) est une solution de I'équation différentielle.
o Onsuppose que y ne s’annule pas sur R on aura :
(E) & (vx e R)(y'(x) = ay(x)

< (Vx € R) (3;(—(;;) = a) On passe au primitives

= (Vx e R)(In|ly(x)| =ax +¢)
& (Vx € R)(ly(x)| = e®**¢
= (Vx e R)(y(x) = te€e®™) ouceR
S WxeR)(yx)=21e**) ou 1 ER
Et puisque méme la fonction nulle 6 peut s’écrire de la forme 6(x) = 1e%* (1 = 0), on peut conclure que :

Propriété :

Soit a un réel non nul et (E) y' = ay une équation différentielle définie sur R.

La solution générale de I'équation différentielle (E) est I'ensemble des fonctions x = y(x) = 1 e** ol A est
un réel.

Applications :
Résoudre les équations différentielles suivantes :
1. (Ep:y' =3y
2. (E)):y'—y=0
3. (E3):3y'—2y=0
2) L’équation y' =ay+boua € R* et b € R

Soient a un réel non nul, b un réel quelconque, Considérons I'équation différentielle (E) y' =ay + b
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(B) & (vx € R)(' () = a (y() + 2 )
< (Vx ER) (y(x) +§)I = a(y(x) +§)
o (Vx € R)(Z'(x) = az(x)) ouz(x) = y(x) +§
= (Vx ER) (y(x) +§ = /leax)
S (VxeR) (y(x) = Ae®¥ —g)

Propriété :
Soit @ un réel non nul et b un réel, (E) y' = ay + b une équation différentielle définie sur R.

. - )l . e L , . b .
La solution générale de I'équation différentielle (E') est I'ensemble des fonctions x = y(x) = 41 e — _ou A

est un réel.

Remarque :
Le réel A dans la solution générale de I'équation différentielle (E) peut-étre déterminé par les conditions initiales

Exemple :
1- Résoudre I'équation différentielle y' + 2y = 3
2- déterminer la solution ¢ de (E) telle que ¢ (1) = —1.

Solution :
1- d’apreés la propriété précédente : La solution générale de I’équation différentielle (E) est I'ensemble des fonctions

_ 3 . .
xpyx)=2e 2x+50u/1estunreel.

2- ¢ est une solution de (E) donc @(x) = 1 e~ 2* + % et puisque ¢(1) = —1 alors: 1e™? + % =-1
2 _ 532

- _ce2 -
doncle™@ = 75 doli A = % et par suite : @(x) = —

_ 3
e 2x + 2
Exercice :
Considérons les équations différentielles (Ey):y' —y =0et (E):y' —y =2x% + x
1- Résoudre I'équation différentielle (Ey)
2- a) Soit P une fonction polyndme, quel sera le degré de P affin que P soit une solution de (E)
b) Déterminer le polyndme P pour que P soit une solution de (E)
c) Montrer que : y est solution de (F) si et seulement si (y — P) est solution de (E)
d) En déduire la solution générale de I'équation (E)
3) déterminer la solution ¢ de (E) telle que ¢ (0) = 2

IIl) LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES : ay” + by'+cy =0

Soit a un réel non nul et b et ¢ sont des réels quelconques.

Définition :

Considérons I'équation différentielle : (E): ay” + by’ + cy = 0 I'équation (1):ar? + br + ¢ = 0 avariable
réelle r s’appelle I’équation caractéristique de I'équation différentielle (E).

Exemple :
e I’équation caractéristique de I’équation différentielle (E): —3y"” + 2y’ —4y =0est (1):=3r2+2r—4=0
e I’équation caractéristique de I’équation différentielle (E):y"" +y = 0est (1):r2+ 1 = 0.
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1) Résolution de 'ED (E): ay”’ + by' + cy =0

L'équation ay" + by’ + cy = 0 est dite a coefficients constants car a,betc sont des réels donnés. On
supposera a # 0 (sinon, I'équation est du premier ordre).

L'équation ay" + by' + ¢y = 0 posséde la propriété suivante :

Si y, et y, sont deux fonctions solutions de I'équation : ay" + by' + cy = 0, alors, pour tous nombres A et B, la
fonction Ay, + By, est aussi une solution.

La démonstration de cette propriété est facile et utilise les propriétés de la dérivation.

A cause de cette propriété, on dit que I'équation : ay" + by’ + cy = 0 est linéaire.

Par analogie avec une équation du premier ordre, on cherche une solution de la forme : y(x) = e™ ou r est un
complexe.

La fonction g(x) = e™ est deux fois dérivables sur IR, et, pour tout réel x : y' (x) = re™, y" (x) = re™
Donc, dire que y est solution équivaut a dire que, pour tout réel x : ar?e™ + bre™ + ce™ = 0

soit encore, puisque e” n'est jamaisnul, a:ar? + br+c =0

La résolution de I'équation ar? + br + ¢ = 0 permet donc de trouver des solutions (a priori a valeurs complexes). De plus,
lorsque I'on connait deux solutions y, et y, de I'équation ay” + by’ + cy = 0, on en connait une famille car toutes les

fonctions Ay, + By,, avec A et B complexes, sont aussi solutions.

e Premier cas : Si A > 0 alors I'équation ar? + br + ¢ = 0 a deux racines, 7; et 1, réelles et distinctes.
D'aprés ce qui précede, les fonctions y et y,, définies sur IR par : y;(x) = e"* et y,(x) = e™* sont des solutions
(a valeurs réelles dans ce cas).

Nous admettrons que toute autre solution réelle s'écrit : y(x) = Ae™* + Be™* ol A et B réels.

e Deuxiéme cas : SiA < 0 alors I'équation ar? + br + ¢ = 0 a deux racines, z; et z,, complexe conjugués.
Alors les fonctions g, et g, définies sur R par : g; (x) = e%*, et g,(x) = e??* sont des solutions a valeurs complexes.
. . -b V=A .
Notons z; = a +iw oua = -~ etw = —— sont des réels.

g1 (x) = e%1% = elatio)x — pax piox — paX (cos(wx) + isin(wx)) et

ga(x) = %1% = e(@7iw)x — pax p=iwx — paX (ro5(wx) — isin(wx))
V= M et y, = %igz(x) sont aussi des solutions de I'ED (E) et a valeurs réellesetona:

(Vx e R)(y1(x) = e cos(wx) et  (Vx € R)(y,(x) = e* sin(wx)

Nous admettrons que toutes les solutions s’écrivent de la forme : y = Ae*co s(wx) + Be®** sin(wx)
Pour résumer : siz; = p + iq alors toutes les solutions de I'ED s’écrivent de la forme :

y = eP*(Aco s(gx) + Bsin(gx)) ou A et B sont des réels.

N . . . . -b
e Troisieme cas: Si A = 0 I'équation ar? + br + ¢ = 0auneracine doubler = 2a

La fonction y; = e"™ définie sur R est solution de I'ED (E) ; nous admettrons que la fonction y, = xe™ est aussi
solutions de (E) et que toutes les solutions de (E) s’écrivent de la forme y = (Ax + B)e™ ou A et B sont des réels
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Théoréme :

Soit I'équation différentielle (E) ay’’ + by’ + cy = 0 et soit (E;): ar? + br + ¢ = 0 son équation
caractéristique. A = b? — 4ac le discriminant de (E;)
o SiA > 0Véquation (E;) adeuxracines, r; etr,, réelles et distinctes et les solutions de I'équation (E)
sont les fonctions y(x) = Ae™* + Be™* ol A et B réels

o SiA < 0/l'équation (E;) adeux racines, z; et z,, complexes conjugués et si
7z, = p — iq alors les solutions de I'équation (E) sont les fonctions
y = eP*(Aco s(qx) + B sin(px)) ol A et B réels

: . . : —b : , .
o SiA = 0/I'équation (E;) admet une racine double r = S et les solutions de I' ED (E) sont les fonctions :

y = (Ax + B)e™ ouU A et B sont des réels .

Exercice :

Résoudre les équations différentielles suivantes :

2y"+y' =3y =0
y'+2y'+2y=0
y'+4y' ' +4y =0
y'+2y=0

el
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L’ARITHMETIQUE

|) REPPEL
1) Divisibilité dans Z.

Définition :

Soient a et b deux entiers relatifs tels que b # 0 ; on dit que I'entier relatif b divise a s’il existe un entier relatif k
tel que a = kb ; on écrit : b|a.
On dit que a est divisible par b ou a est un multiple de b

Définition :

e Sib|m et b|n on dit que b est un diviseur commun de m et n
e Siblmetb'|m, on dit que m est un multiple communde b et b’

Propriété :
Etant donnés des entiers relatifs non nuls. On a les assertions suivantes :

alb _

® {50 =lal = Ibl
alb

@ {blc:a|c

alm . . .
3 {a||n = alam + fn ol a et f§ sont des entiers relatifs quelconques.

Application :
Soienta, =2n+1leth, =5n+4

1- Montrer que tout diviseur commun de a,, et b,, divise 3.
2- Déterminer tous les diviseurs communs de a,, et b,
Propriété :

dla
®{5|b = db|ab

@ alb & a™|b"

dl|a
®{d|a+b=>d|b

2) Division Euclidienne
Propriété :
Considérons a et b deux entiers relatifs tels que b # 0 ils existent un entiers relatif q et un entier naturel r
telsque:a=bq+rou0 <r <|b|
e L’entier a s’appelle : Le divisé
e L’entier b s’appelle : Le diviseur
e L’entier q s’appelle : Le quotient
o L’entier r s’appelle : Le reste

Exercice 1 :
Montrer que le reste de la division euclidienne de n? par 3 ne peut pas étre égale a 2.
Exercice 2 :
a) Montrer que tout nombre premier s’écrit de laformep =6n+ loup = 6n+5
b) L'inverse est-il vraie ?

3) Les nombres premiers
Définitions

» Ondit que I'entier d est un diviseur effectif de 'entier relatif a sid|a et |d| # 1 et |d| # |a]
» On dit qu’un entier relatif non nul p est premier s’il est différent de 1 et s’il n’admet pas de diviseurs
effectifs.

Remarque :
e Un nombre premier p admet exactement deux diviseurs positifs 1 et |p]|.

1
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e Sip est un nombre premier positif alors p n"admet pas de diviseurs effectifs de méme —p n’admet pas de
diviseurs effectif d’oli : —p est aussi premier ;
Pour I'étude des nombres premiers on se contente d’étudier les nombres premiers positifs.

Propriété :
Soit a un entier naturel non nul différent de 1 et non premier, le plus petit diviseur de a different de 1 est un
nombre premier
Propriété :
Soit n un entier naturel non nul, different de 1 et non premier, il existe un nombre premier p qui divise I'entier 1
et qui vérifie p? < n.
Remarque :
Cette propriété nous permet de déterminer si un nombre est premier ou non.
Corolaire :
|Si un entier n n’est divisible par aucun entier premier p et qui vérifie p?> < n alors n est premier.
Crible d’Eratosthéne. Les nombres premiers inferieurs a 100

1 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10
11(12|13|14|15|16|17|18|19| 20
21122(23(24|25(26(27(28|29| 30
31|32|33|34|35|36|37|38|39| 40

41|42 (43|44 |45|46|47|48|49| 50 -1 —
L]
51|52|53|54|55|56(57|58|59| 60 CLI-“I'].I!

61(62|63|64|65|66|67|68|69| 70 www.adirassa.com
7172|7374 |75|76(77|78|79| 80
81[82|83|84(85|86(87|88|89| 90
91(92|93|94|95|96(97|98|99|100

Application : Montrer que le nombre 2003 est premier.
Théoréme :
| L’ensemble des nombres premiers est infini. |

4) Plus grand diviseurs commun

Définition :

On dit que le nombre d est le plus grand diviseur commun de deux entiers relatifs a et b lorsque d divise a et d
divise b et qu’il n’y a pas d’autre plus grands diviseurs de ces deux nombres. On noted = PGDC(a,b) =aAb

Propriétés :

e aAla=|al

e 1Aa=1

e (aAnb)Ac=aAn(bAc)

e SiblaalorsaAb = |b|
{Z:Z=>d|(a/\b)

e aAb=aA(a—Db)

Exercice :
1- Montrer que tout diviseur commun de a = 2n 4+ 3 et b = 5n + 1 est un diviseur de 13
2- Déterminer tous les diviseurs commun de a et b.
3- Déterminer les valeurs de n pour lesquelsa A b = 13.

Définition :

|On dit que deux entier relatifs a et b sont premiers entre euxsia A b = 1.

5) L’algorithme d’Euclide.

Théoréme :
Soit a un entier naturel et b un entier naturelnonnulona:a=bg+rou0<r<bona:aAb=bAr

2
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L’algorithme d’Euclide.

Soient a et b deux entiers naturels (b # 0) ona:
a=bqy+r sir, # 0alors:
b=r1q, +1, si r, # 0alors:
L =Tyq3 +13 si 13 # 0alors:

Tpp = Tmh_1qn + 1y si 1, # 0alors:
Tn—1 = Tqqn+1 + Tne1 SiThe1 = 0 on arréte le processus.
Et d’aprés la propriété précédente: aAb =b AT =T ATy = =Ty 1 ATy, =Ty car 1 1|11
Propriété :
Soient a et b deux entier naturels non nuls.
Le plus grand diviseur commun de a et b est le dernier reste non nul dans les divisions euclidiennes successives.
Application :
1- Trouver le PGDC (362154 ,82350).
2- Déterminer tous les diviseurs commun de 362154 et 82350.
Propriété :
Soient a et b deux entier relatifs non nuls et § = a A b, on a les diviseurs communs de a et b sont les diviseurs
de §. On peut dire que : D, N Dy = Dypp

6) Le plus petit multiple commun.
Définition :
On dit que le nombre entier naturel m est le plus petit multiple commun de deux entiers relatifs a et b lorsque

m est un multiple de a et de b et qu’il n’y a pas d’autre plus petit multiple non nuls de ces deux nombres. On
note: m = PPCM(a,b) =aVb

Propriétés :

e aVa=]al

e aVb=bVa

e aVvl=|a|

e SiblaalorsaVb = |a|

e av(bvc)=(avb)Vvc

e al(avb); bl(avb)et (aVb)|ab

Propriété :
Considérons a et b deux entiers relatifs.
SiaV b =metM un multiple commun de a et b alors m|M.

7) la congruence modulo n.
Définition :
Soient a et b deux entiers relatifs ; et n un entier naturel non nul. on dit que : a est congrue a b modulo n si
n|(b—a).Onécrit:a=b [n]
Propriéte :
|Si a =b [n]alorsaetb ontle méme reste de la division euclidienne sur n
Propriété fondamentale :
e (Va€Z)(a=a [n]) onditquelarelation de congruence est réflexive.
e (V(a,b) €Z*)(a=b [n] © b=a [n]),onditque larelation de congruence est symétrique.

 cwnoen (§20 0

S>a=c [n]), on dit que la relation de congruence est transitive.

Définition :
Puisque la relation est de congruence est réflexive, symétrique et transitive on dit que la relation de congruence
est une relation d’équivalence
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Propriété et définition :
Soit n un entier naturelnonnul.Sia =b [n]et c=d [n] alors;
e a+c=b+d [n];Onditquelarelation de congruence est compatible avec I'addition dans Z
e ac = bd [n]; Ondit que la relation de congruence est compatible avec la multiplication dans Z

Corolaire :
[Sia=b [n] alors pourtout k dans N ona: a¥ = b* [n] |
Applications
© Déterminer le reste de la division euclidienne de 45872918 par 9
@® Déterminer le reste de la division euclidienne de 25614312 par 13
© Montrer que pour tout n entier naturel : 321 4 27%2 est divisible par 7
O Montrer que pour tout n entier naturel, 5n3 + n est divisible par 6
© Montrer que si n n’est pas un multiple de 7, alors : n® — 1 est un multiple de 7
® Montrer que pour tout entier naturel, le nombre n(n?+ 5) est divisible par 6

8) Les classes d’équivalences.
Définition :
Soit n un entier naturel non nul. L'ensemble des entiers relatifs qui ont le méme reste r de la division
euclidienne par n s’appelle la classe d’équivalence de r et se note: ¥ our
r={meZ/m=r [n]}={nk+rouke€Z}

Définition :

Soit n un entier naturel non nul. On définit dans Z/nZ les deux lois :

e L’addition:Onpose: a+b =
e La multiplication : On pose : a

a+b
Xb=axbh

Exemple :
DansZ/6Z: 3x4=0 5+4=3
Exercice :

1- Dresser les tables des opérations de Z/7Z

2- Résoudre dans Z/7Z les équations :

a) 2x =1 b) 4x+1=x+3 c) 5x2+3x+1=0

9) Décomposition d’un entier en facteurs des nombres premiers
Théoréme :

e Chaque entier naturel m non nul s’écrit d’une fagon unique comme le produit des facteurs premiers

comme suite : m = p;t X py2 X Pp3® X . X Py = [[Re1 Pp*
e Chaque entier relatif m non nul s’écrit d’une fagon unique comme le produit des facteurs premiers
comme suite: m = ep;t X py? X Ps® X . X Py = e [[Roy pp¥ ol e € {—1,1}

Propriété 1:
Soit a un entier relatif dont la décomposition est de la forme : a = ¢ pfl X p;xz X pg3 X X pff” ; un entier d
non nul divise I'entier a si et seulement si d a une décomposition de la forme :

d=¢pl xpd? x p2* x ..xpi" ou (Vi€ [1,n])(0 < 6; < a;)

Soit a un entier relatif dont la décomposition est de laforme : a = ¢ pfl X pgz X pg3 X ...X py" et

d=¢ pfl X pfz X p§3 X ... X p;fn un diviseur de a le nombre des valeurs possibles de §; est a; + 1
On en déduit que :
Propriété 2:

Sia=¢ pfl X pgz X pg3 X ....X py™ est un entier, le nombre des diviseurs de a est :
2, + D(ay, +1) ... (a, + 1)

Application :

1- Décomposer le nombre 2975 en facteurs des nombres premiers

4
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2- Déterminer le nombre des diviseurs de 2975.

3- Déterminer tous les diviseurs positifs de 2975.
Propriété 3 :
Soit a un entier relatif dont la décomposition est de la forme : a = ¢ pfl X pgz X p?3 X ... X p,'f" ; un entier m

est un multiple de a si et seulementsi  m = &' pi* X p)? X p§® X .. x ph™ ou (Vi € [1,n] )(a; < w;)

Soienta = e[[p_ 1 p < et b = &' [}, p,f" deux entiers ; sid = €"[[}-; p,f" est un diviseur commun de a et b alors :
0< 61( < (24%

ke LD g Sy S P

On en déduit que le P.G.D.C (a, b) est I'entier § = []}-; p,f" ou (Vk € [1,n] )(8x = inf(ay, Br))

Propriété :

Sia=e[l}_1p; et b=¢Tlr, p,f" deux entiers alorsa A b = [[¢-; p,'cnf(a"’ﬁk)

Exercice :

1- Décomposer les nombres 362154 et 82350 en produit des facteurs premiers
2- Déterminer le P.G.C.D de 362154 et 82350

3- Déterminer tous les diviseurs communs de 362154 et 82350

Soienta = e[[p_ py<et b =¢ ]’[Llpf" deux entiers ; sim = &"[[}_; p* est un multiple commun de a et b alors :

g =< Hi
et
(ke [LaD {2 L
On en déduit que le P.P.C.M (a, b) est I'entier u = ]'[’,3=1p,’:" ou (Vk € [1,n] ) (i = sup(ay, fr))

Propriété :

Sia=¢e[l}1p,cet b=¢ H’,\}:lp,f" deux entiers alorsa Vb = ’,§=1p;uP(a"'ﬁ")

Propriété :

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls, on a les assertions suivantes :
e (aAnb)x(aVb)=|ab|
e caVch=c(aVvb)
e caAcb=c(aAb)

Exercice :
Sid|aetd|b alors:d|(a A b).

/) THEOREMES PRINCIPAUX.

1) Théoreme de Bézout :
Théoréme 1:

Soient a et b et des entiers relatifs non nuls :
a=ad
a/\b=d(=>3(a,,B)EZZ;{ b =pd
aAB=1

Preuve :
(=) OnsupposequeaAb =d
Onad|aetd|bdonc3(a,f) € Z? telque:a = ad et b = fd donc:

d=adApd
= |d|(a AB) etpuisqued € N*alorsa A =1
a=ad
(<) On suppose que 3(a, B) € Z?; { b=pfd Ona:
anf =1

aAb=adABd=|d|(aAB)=dcar(ld|=detanB =1)

5
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Théoréme 2 :

Soient a et b et des entiers relatifsnonnuls: aAb=d = 3(u,v) € Z%;d = au + bv

Preuve :
1-SialbalorsaAb = |b|
e sib>0alorsb=0a+1b
e sib<Oalorsh=0a+ (—1)b
2- Si b|a (méme raisonnement)
3-Onsupposequeb tatelque0 < b <a
d’aprés I'algorithme d’Euclide on a
a=bqy+ry sirg # 0alors:
b=r1yq;+1 si iy #0alors:
To =T1q, + 175 si 1, # 0alors:
Tpp = Tm_1qn + 1y si 1, # 0alors:
Tn—1 = Tqqn+1 + Tna1 SiThe1 = 0 on arréte le processus .

Et d’aprés la propriété précédente: aAb =b ATy =T ATy =+ =Ty 1 ATy, =T, Car 1 1|11
et0<r <1< -<n<r<b
On obtient :

o =a—bgy =uga+voboluy,=1letvy=—gq

1 =b—1yq1 =b—(a—bqo)q, = —aq, + b(1+ qoq1) =w,a+vb ouu; =—qqetv; = (1+qoqq)
On répéte le processus et a chaque fois on montre que : 1, = au, + bu, cette opération est valable pour tous les reste

7, en particulier pour le dernier reste 7;, qui est a A b donc : A(u,,, v,) € Z2 ;a Ab = au, + bv,.

Remarque
e Dansl'écriture 3(u,v) € Z2;a A b = au + bv le couple (u, v) n’est pas unique.
12A9=3 ona3=1x%x12+(-1)Xx9 et3=(-2)%x12+3 %9
e Llaréciproque du théoreme n’est pas vraie :
2X12+4+(—2)X9=6mais12A9=3+#6

Théoréme (Théoréme de Bézout)

Soient a et b et des entiers relatifsnonnuls: aAb=1< 3(u,v) €EZ?;1 =au+ bv

(=) Cest le théoréme précedent.
(<) On suppose que 1 = au + bv

dla donc {dh;;jl par suite d|lua + vb = 1doncd =1 (d € N¥)

Soitd:a/\bonaura:{dlb d|

etdoncaAb =1

Exemples :
o 5n+3)A(2n+ 1) =1car:2xGn+3)+(-5x2n+1)=1
e m+2)AM*+2n—1D=1lcarnx(n+2)+ (- xn?+2n-1)=1

Application :
O L' utilisation de I'algorithme d’Euclide pour déterminer les coefficients de Bezout

Montrons que : 360 A 84 = 12 et déterminons u et v dans Z tels que 360u + 84v = 12
ona:360 =23.32.5 et84 = 22.3.7 donc360A84=2%23=12

D’autre part :
360 = 84 x 4 +[24] > 24=[a—(bx4)

v

84=24><3+

24
b—(a—(bx4))x3=12
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24 =12%x2+4+0
Donc:—3a+ 13b =12

® Considérons dans Z? I'équation (E):  17x + 36y = 1 et détérminons une solution particuliére de (E).

Ona 17 A 36 = 1 donc d’apres le théoreme de Bézout ; il existe u et v tels que : 17u + 36v = 1 donc (E) admet une

solution.

On posea = 36eth = 17 on obtient :
a=2b+2
b=8x2+1

Donc:2=a—2beth=8x%x(a—2b)+1

D'ou:—8a + 17b = 1 donc le couple (—8,17) est une solution de I'équation (E).

2) Application du théoreme de Bézout :
Théoréme de Gauss

Soient a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls : {c

Preuve :

Ona:cAa = 1dapresle théoréme de Bézout : (3(u,v) € Z?)(au + vc = 1) d’ot bau + bvc = b
Et puis que c|ab alors ab = kc (oU k € Z) donc kcu + bvc = b d’oli c(ku + bv) = b et ku + bv € Z donc c|b.

Remarque :

La condition ¢ A b = 1dans le théoreme de Gauss est indispensable ; 6[4 X 3 mais6t3et6+t 4

Théoréme

Soient a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls : {

alcetb|c
aNb=1

= ab|c

Preuve :

Ona:alcetb|cdoncils existent k et h tels que: ¢ = ka = hb et puisquea Ab = 1 alors :

Aw,v) € Z*»)(au+vbh = 1)
Donc : (on multipliant par ¢) ¢ = cau + cvb
= hbau + kavb

= ab(hu + kv) et par suite ab|c

Remarque :

La condition ¢ A b = 1dans le théoréme précédent est indispensable ; 6|12 et 3|12 mais6 X 3 =18  12.

Propriétés :

Soient a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls :
O{Zﬁgfi@a/\bc=1 ® aAb=1=aAb"=1 ® aAb=1Sa"Ab™=1 (n€N)
Preuve :

(=) On suppose que {a Ab=1

donc : AW, v) € Z*)(au+vb = 1)
anc=1°"" (A(a,B) € Z*)(aa + fc = 1)

Par le produit on obtient : (au + vb)(aa + Bc) = 1; d’ou aprés développement on obtient :
a’ua + aufc + vhaa + vbfc = 1 et donc (aua + ufc + vha)a + (vB)bc = 1 donc et d’aprés Bézout a A bc = 1

(<) On suppose que a A bc = 1 donc (3(u,v) € Z?)(au + vhc = 1)
D'olau + (vb)c =1donc aAc=1etau+ (vc)b =1 doncanb =1
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(2]

(=) On suppose que a A b = 1 et on montre par récurrence que :a A b™ =1

e Pourn =1 la propriété est vraie.
e On suppose que la propriété est vraie pour n
e On montre qu’elle est vraie pourn + 1

n _—
Ona:{a/\b —1d0ncetd’apré500na:a/\bbn:1dloua/\bn+1:1
anb=1

DoncsiaAb = 1alorsa Ab™ = 1 pour tout n dans N*.

(<)
On suppose que a A b™ = 1 donc et d’prés le théoréme de Bézout (3(u,v) € Z?)(au + vh"™ = 1)
Donc: au + (vb™ )b = 1 donc (A(u/,v") € Z?)(au' + v'b = 1) et parsuitea A b = 1

© Est un résultat immédiat de @.

3) L’équation ax + by = ¢
Théoréme : (fondamental)
L’équation (E) : ax + by = ¢ admet une solution si et seulement si (a A b)|c

Preuve :
e Onsuppose que d = (aAb)|calors: (3k € Z)(c = kd) etona: (A(u,v) € Z*)(au + vb = d)
kd = k(anb) = (ku)a + (kv)b
C'est-a-dire : ¢ = (ku)a + (kv)b donc I'équation (E) admet (xg, yo) comme solution ou {;0 i i:j
0=

e Inversement: On suppose que : ax + by = ¢ admet une solution (xg,y,), donc:
(aADb)|a lors {(a A Db)|xya

axy + by, = ¢ puisque : {(a A B|b a (a A b)|yob donc (a Ab)|(axy + byy) = ¢ donc: (a Ab)|c.
Théoréeme :
Si le couple (xg, yy) est une solution de I'équation (E) : ax + by = c alors, 'ensemble des solutions de (E)

est:S:{(xo+%,yo—%)/ kEZ}

Démonstration :

Onpose:4 = {(xo +%,y0 —%)/ k€ Z} et on montre que {? Ej
e Montrons que A C S : il suffit de montrer que le couple (xo + %bb,yo - %) est solution de I'équation (E) :

Ona: a(xo+%)+b(yo—ﬂ)=Clxo+%%+b}’o—;Z

aAb anb
=axy+by,=c

kb ka : )
Donc le couple (xo T Yo~ m) (pour k € Z) est solution : d’'ou: A C S.

e Inversement : On suppose que le couple (x,y) € S
Donc (x,y) es solution de I'équation (E) d’ou ax + by = c; or: (xg,Yo) est une solution de I'équation (E),
donc: axy + by, = ¢ donc (différence membre a membre) a(x — xy) = —b(y — ¥o)
Soitd =aAbona:(3(a,p) €Z?) {a —Zcf\ﬁet:bl—ﬁd
Donc:
(x,y) €S = alx —x0) = =b(y — ¥o)
& ad(x —xp) = —pd(y — ¥o)
Salx—x) =—-By—yo) (*) (d#0)
On conclut que : B| a(x — x) et puisque : @ A § = 1 alors (d’aprés T. Gauss) B|(x — xg)
Donc (3k € Z)((x — x¢) = kPB) et parsuite: (*) akB = —B(y —yp) dol: y—y, = —ka

a
— =k a par—

Parsuite: (x,y) €S & {(y Yo) * ol k € Z en remplacant p Onobtient:
(x —x0) = kB B par-

8
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(xx,y)ES = x=1x +kd—b ety=y0—% C.Q.F.D.

Exemple :

Considérons 'équation (E): 756x — 245y = 14
1- Montrer I’équation (E) admet une solution.
2- Déterminer une solution particuliere de (E)
3- Résoudre I'équation (E)

Solution :

756 =22x33x7et245=5x72

1-Ona: 756 A 245 = 7 et 7|14 donc I'équation (E) admet une solution dans Z?.
2- En utilisant I'algorithme d’Euclide on obtient a = 756 et b = 245
a=3%Xb+21

b=11x21+14

21=14+7

On adonc:

21=a—-3b

b=11%x(a—3b)+ 14 & 14 = 34b — 11a
7=(a—-3b)—(34b—11a) & 7 =12a—37b

Finalement :

14 = 24a — 74b et donc le couple (24,74) est une solution particuliére de (E) d’'ou

S = {(24 _ x2S gy "”56)/ ke Z} = {(24 — 35k, 74 — 108k)/ k € 7} = {(24 + 35k, 74 + 108k)/ k € 7}

7’ 7

4) La congruence modulo n ,complément.
Théoréme :

Soient a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls.etn € N*etd =nAcona:ac=bc[n] = a=b [g]

Preuve :

=)

On suppose : ac = bc [n], donc n|(ac — bc) = c(a — b) donc%|§(a — b) et comme % /\g =1
Alors :( D’apres théoréme de Gauss)

2|(a—b) donc:a=bl[5]

()

Onsupposeque:aEb[g] donca=b+k% (k€Z)doncda=db+kn (d=nAc=>c=uad)

Donc: ada = adb + akn d’ou ca = cb + hn donc ac = bc [n].

Propriété :
P {ac = bc [n]
cAn=1

a=b[n]

=>a=b|n] 9{ il

_ ac = be [p] _
=>a=b[m] e{ppremierethfc =>a=b[m]

Preuve :
Ce sont des résultats immédiats du théoreme précédent.

5)Le P.G.D.C et le P.P.M.C de plusieurs nombres.

Définition :

Soient a4, a,, ..., a, des entiers relatifs non nuls, le plus grand entier naturel d qui divise en méme temps tous
les nombres a4, a,, ..., a, s’appelle le plus grand diviseur commun des nombres a4, a,, ..., a, et se note :
d=a;ANa, AN ...\ a,

Théoréme :
Soient a4, a,, ..., a, des entiers relatifs non nuls ; on a :
aiNaz AN ap=(agNag Ao\ ap_y) A(Ap_q1 A ay)

9
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Exemple :

756 A350 A 616 = 756 A (350 A 616) = 756 A 14 = 14
Théoréme (Généralisation de Bézout)
Sid=a; Aay A ...\ ay alors 3(a;) <i<n telle que : d = Y-, a;a;
Preuve : par récurrence

Définition :
On dit que les entiers relatifs non nuls a4, a,, ..., a, sont premiers entre euxsi a; Aa A ...A a, =1

Remarque :
Les entiers relatifs non nuls a4, a,, ..., a,, sont premiers entre eux ne veut pas dire que les entiers a4, a,, ..., a, sont
premiers entre eux deux a deux.

Exemple :
3,5 et 6 sont premiers entre eux.

Théoréeme (Généralisation de Bézout)
Sia; Aay A ...\ a, = 1sietseulement si3(u;)i<i<n telleque: 1 =Y w;a;

Définition :

Soient a4, a,, ..., a, des entiers relatifs non nuls, le plus petit entier naturel m qui est multiple en méme temps
tous les nombres a4, a,, ..., a,, s’appelle le plus grand diviseur commun des nombres a4, a,, ..., a, et se note :
d=a;Va,V..Va,

6) Propriétés des nombres premiers.

Théoréme :

@ Si p et g sont des nombres premiers positifs alors ils sont premier entre eux.

@ Si p est premier alors il est premier avec tout nombre entier non nul a tel quep t a

Preuve : En exercice.

Remarque :
La réciproque de @ n’est pas vrais ; 14 et 9 sont premiers entre eux mais aucun d’eux n’est premiers.

Propriétés :

p premier
plab = p|b
pta

(1) = pla oup|b = 3i € {1,2,..,n} pla;

o {p premier

o { p premier
plab

plaia, ...a,

p premier = 3i€f{l2,..,nlp=p;

Vi € {1,2, ..., n}; p; premier
o{
plp1bz P

Preuve : Résultat du théoréme de Gauss.

7) Le petit théoréme de Fermat.
Théoréme :

Si p est un nombre premier et a un entier relatif non nul et pas divisible par p alors :aP~! — 1 est divisible par
p c’est-a-dire a?~1 = 1 [p] ou encore : aP = a [p]

10
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Preuve :

Soient p un nombre premier et k un entier natureltelque 1 <k <p—1
On ap premieretp > k donc p t k et par suite p A k = 1 d’autre part :

p! o px(@-1I k-
Kp—k)! (k—Dl(p—k) Pre-
Donc p|kCz’,‘ et comme p A k = 1 alors d’aprés T. Gauss p|Cz’,‘

kCk =k i
Montrons que p|(a + 1)P —aP — 1
On a d’preés la formule de binéme Ona: (a 4+ 1) = a? + CyaP™* + CiaP™? + - + Cg_la +1
Donc(a+1)P —a? —1=CpaP~t 4+ ClaP™* + - + Cf,’_la
Et comme p|Cz’,‘ pourl<k<p-1 alors pl(a+1)P —aP -1
Onadonc:(a+ 1)’ —1=aP [p].
Montrons par récurrence sur a (On prend pour le moment a € N) quea? = a [p]
e Poura = 0 la propriété est vraiecar 0P =0 =0 [p]
e On suppose que la propriété est vraie pour a c’est-a-dire a? = a [p]
e Montrons que le propriété est vraie pour (a + 1) c’est-a-dire (a+1)P =a+1 [p]
On a : d’aprés les questions précédente (a + 1)P = a? + 1 [p].
Ord'apresH.RaP =a [p]donc: (a+ 1)’ =a+1 [p].
Donc (Va € N)(Vp € P)(aP = a [p])
Sia <0alors—a >0
o Sip=2onauraa’?=(-a)? = (—a)[2] et—a=a [2] car (2|(a — (—a)) = 2a)
o sip = 3alors p estimpaire et (—a)? = —aP et (—a)? = (—a) [p] on en déduit que —aP = —a [p] et
finalement a? = a [p]
D’ou le théoréme.
Exemple :
Montrons que : (Yn = 2)n° =n [30]
On a : d’aprés le petit théoréme de Fermat : n° =n [5]
Donc 5|n° —n
Dautrepart:n® —n=nn*-—1) =nn?>-1)n?*+1) =n(n—-Dn+1)(n?*+1)
Donc 2[n(n — 1) et 3|(n — Dn(n + 1) et puisque 2 et 3 sont premiers alors 6 = (2 x 3)|n° —n

Finalement :
5 _ 5 _
{6|n n et5n’—n _ (30|n5 = n)
6A5=1
Exercices

© Soient p et g deux nombres premiers distincts ; montrer que p?~! + q?~! = 1 [pq]

@® Considérons dans Z I'équation (E): x* + 781 = 3y* et soit S son ensemble de solution :
1- Montrer que (Vx € Z)(x* =1 [5] ou x* =0 [5])
2- Montrer que (Vx € Z)(x* + 781 = 2 [5] ou x*+ 781 =1 [5])
3- Déterminer I'ensemble S.

Remarque :

La réciproque du théoréme de Fermat n’est pas vraie : 72° = 1 [24] mais 25 n’est pas premier.

11
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I11) SYSTEMES DE NUMERATION

1) Théoréme et définition

Théoréme :

Soit b un entier naturel telque: b > 1

Chaque entier naturel non nul n s’écrit d’'une fagon unique de la forme :
n=anb™+ ap_1b™ 1+ -+ a;b+ag

Ou : les (a;)1<i<n SONt des entiers naturel 0 < a; < b—1leta, #0

Preuve :
En utilisant la division Euclidienne de n sur b on obtient:n = q:b + agou0 < ay < b
o Sigi<b-—1lonsarréteeta; =q,
o sigy = b, On effectue une autre division Euclidienne de g4 sur b on obtient: q; = q,b + a4
et par suiten = (q,b + a;)b + ag = q;b* + a1 b + a,.
e Sig; <b-—1lons'arréteeta, =q,
e Sinon on continue le processus

Notation :
Sin=apbh™+ ap_1h™ 1+ -+ a1b+ay onécrit:n = aya,_1...a ) cette écriture s’appelle I'écriture de

I’entier n dans la base b

Exemple :

Le nombre n = 2987 s’écritn = 2987 gy carn = 2 x 10* + 9 x 10% + 8 x 10% + 7
Essayons d’écrire n dans la base 6 :

Ona: 20g7| 6
2987 =6x497 +5 s 497 | 6
497 =6x%x82+5

82=6x13+4

13=6x2+1

2=6%x0+2

Donc2987 = 2 X 6* + 1 X 63 + 4 X 6% +5Xx 6 + 5 = 214554,

Cette succession de divisions Euclidiennes se représente comme ci-contre :

2) Les opérations dans une base de numération

On peut effectuer la somme dans une base donnée b par deux fagons différentes :
e La décomposition :

2534(7) + 6317y = @X7P+5x7*+3X7+4)+(6X7*+3x7+1)
=2X73+(5+6)x72+(B3+3)x7+(4+1) 5+6=7+4
=3X73+4X7°+6%X7+5
= mﬁ)

e  Calcul direct avec le retenu

12
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Il est préférable d’effectuer le produit en utilisant le calcul direct avec le retenu car la décomposition risque d’'étre
longue :

Pour vérifier :

327(g) X 5605y = (3%x8%24+2x8+7)x (5x8+6)
= 9890
= 232425)

Pour effectuer des opérations dans différentes base on développe les deux nombres dans la base 10 ; on effectue
I'opération et on écrit le résultat dans la base demandée.
Exemple : effectuer dans la base 9
64320y X Sh@gy = (6 XT3 +4x724+3x7+2)x(5x8+4)
=100188
=1x95+6%x9*+2%x9%3+3%x92+8x9+0
= 162380

IV) CRITERES DE DIVISIBILITE DES NOMBRES 5,25,3,9,11 ET 4

Théoréme :
Soit x un entier naturel non nul tel que : x = a,. 10" + a,,_;. 10" 1 + -+ a;. 10 + gy ot 0 <a; <9;o0na:
e x=0[5]e aqy,=00uqgy=>5
e x=0[25] < aa, € {0,2550,75}
e x=0[3]le Yl,a;=0]3]
e x=009]e Yl,a;=0]9]
[
[

e x=0[11]1e Y, ,(-Dia;=0][11]
e x=0[4] = @a,=0][4]

Preuve en exercice :

V) L’ENSEMBLE Z./pZ OU p EST UN NOMBRE PREMIER.

Théoréme :

Pour tous entiers relatifsnonnulsaetb;aAn=1< (Am € Z)(am = 1 [n])

Preuve :
(=) On suppose que: a An = 1, alors d’prés T. Bézout (3(m,u) € Z?)(ma +un = 1)

Donc: (3(m,u) € Z?)(un = 1 — ma) donc n|ma — 1 et finalement: am = 1 [n]
(<) On suppose que : (3m € Z)(am = 1 [n]) donc n|(am — 1) donc (3k € Z)(am — 1 = kn)

donc:am — kn = 1 et d’apres T. Bézout inversea An =1

13
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Théoréme :

Si p est un nombre premier positif alors tout élément X # 0 admet un inverse dans Z/pZ — {0}

Preuve :

Soit p un nombre premier positif ; on pose E = Z/pZ — {0}

XEE=S @ae{l2,..p—1H(x= @)

p étant, premier donc p ne divise aucun nombre de I'ensemble {1,2,...,p — 1} doupAa =1
Et d’aprés la propriété précédente : (3y € Z*)(ya = 1[p])

Donc:ay =1

Dou:ay =1etcomme X =adoncxy =1

14
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PROBABILITES — EXERCICES CORRIGES

Vocabulaire des probabilités

Exercice ni.

Dans chacune de situations décrites ci-dessous, énoncer I'événement contraire de I'événement donné.

1) Dans une classe, on choisit deux éleves au hasard. A : « Les deux éleves sont des filles ».

2) Dans un groupe de suisses et de belges, on discute avec une personne. B : « La personne est un homme belge
3) Au restaurant, Luc prend un plat et un dessert. C : « Luc prend une viande et une glace ».

4) A une loterie, Elise achete 3 billets.

D : « L'un des billets au moins est gagnant » , E : « Deux billets au maximum sont gagnants.

Exercice n2.

Une urne contient des boules blanches, noires et rouges. On tire une boule de I'urne. On note :
A : « Tirer une boule blanche ».

B : « Tirer une boule ni blanche ni rouge ».

C : Tirer une boule noire ou une boule rouge ».

1) A et B sont-ils incompatibles ?

2) B et C sont-ils incompatibles ?

3) Traduire par une phrase ne comportant pas de nég_élt'fﬂri_B.

Exercice n3.

Lors d'un jet de deux dés cubiques, on s’intéresse aux événements suivants :
A : « La somme obtenue est au moins égale a 5 ».

B : « La somme obtenue est au plus égale a 5 ».

C : « La somme obtenue est strictement inférieure a 3 ».

1) A et B sont-ils contraires ?

2) B et C sont-ils incompatibles ?
3) Traduire par une phrase.
4) A et C sont-ils incompatibles ?

Dénombrements simples et probabilités - équiprobabté

Exercice n4.

On choisit une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes. On note :

A I'événement : "La carte choisie est un pique".

B I'événement : "La carte choisie est rouge (coeur ou carreau)".

C I'événement : "La carte choisie est une figure (valet, dame, roi)".

1) Présenter un modéle mathématique décrivant I'expérience aléatoire.

2) Déterminer les probabilités des événements A,ByB/An C,ALB,ALC.

3) Déterminer la probabilité de I'événement D "La carte choisie n'est ni un pique ni une figure".

Exercice n5.

On jette une piece de monnaie 3 fois de suite.

1) Donner la liste de tous les résultats possibles en notant P pour Pile et F pour Face (exemple : PPF).
2) Donner la probabilité des événements suivants :

A « le tirage ne comporte que des Piles ».

B « le tirage comporte au moins une fois Face ».

Exercice n6.

Dans une assemblée de 250 personnes, on ne remarque que les hommes portant la cravate ou ayant les yeux ble!

120 hommes qui portent la cravate, 85 hommes qui ont les yeux bleus, dont 50 portent la cravate.

On discute avec une personne choisie au hasard dans cette assemblée.

1) Quelle est la probabilité que ce soit un homme portant la cravate.

2) Quelle est la probabilité que ce soit un homme aux yeux bleus et portant la cravate.

3) Quelle est la probabilité que ce soit un homme aux yeux bleus ou portant la cravate.

4) Quelle est la probabilité de discuter avec une personne qui n'est ni un homme aux yeux bleus, ni un homme por
cravate ?
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Exercice n7.

Lors d’'un référendum, deux questions étaient posées.

65 % des personnes ont répondu « oui » a la premiére question, 51 % ont répondu « oui » a la seconde question, ¢
ont répondu « oui » aux deux questions.

1) Quelle est la probabilité qu'une personne ait répondu « oui » a I'une ou l'autre des questions ?

2) Quelle est la probabilité gu’une personne ait répondu « non » aux deux questions ?

Autres situations
Exercice n8.

On lance un dé a 6 faces. On ngtela probabilité de sortie de la face marqué€e deé est truqué de telle sorte que les
probabilités de sortie des faces som =0,1; p,=0,2; p,=0,3; p,=0,1; p,=0,15.

Quelle est la probabilité de sortie de la face marquée 6 ?
Quelle est la probabilité d’obtenir un nombre pair ?

Exercice n9.

On lance un dé a 6 faces. On suppose que la probabilité d’apparition de chaque face est proportionnelle au numéro
sur elle.

Calculer la probabilité d’apparition de chaque face.

Calculer la probabilité d’'obtenir un nombre pair.

Arbre pondéré
Exercice ni0.
Dans un lycée, quel que soit le niveau, un éléve peut 035 03 01
externe ou demi-pensionnaire. i - :

L'arbre ci-contre indique la répartition selon le niveau et . .
" ) Z1A . . . - . . seconde premiere terminale post bac
gualité de I'éleve (E: externe ; DP: demi-pensionnaire)

1) Recopier et compléter cet arbre. /\E /\ELE /\D,E /\?
E DPF E DP E DPF E DP

2) a) Déterminer le pourcentage d'éléves externes dans ce lycée.
b) Déterminer la part des Terminales parmi les externes.

Probabilité conditionnelles.

Exercice nil.

Dans un magasin d'électroménager, on s'intéresse au comportement d’'un acheteur potentiel d'un téléviseur et
magnétoscope. La probabilité pour qu’il achéte un téléviseur est de 0,6.

La probabilité pour gu’il achéte un magnétoscope quand il a acheté un téléviseur est de 0,4.

La probabilité pour qu’il achéte un magnétoscope quand il n'a pas acheté de téléviseur est de 0,2.

1) Quelle est la probabilité pour qu’il achéte un téléviseur et un magnétoscope ?

2) Quelle est la probabilité pour qu’il achete un magnétoscope ?

3) Le client achéte un magnétoscope. Quelle est la probabilité qu’il achéte un téléviseur ?

4) Compléter I'arbre de probabilité suivant : T
M < _
< T

7]

T

f

Exercice ni2.

On dispose de deux urnes et u, . L'urne u, contient trois boules blanches et une boule noire . L'ugneontient une
boule blanche et deux boules noires. On lance un dé non trugué. Si le dé donne urdnoféédear ou égal a 2, on tire

une boule dans l'urney. Sinon on tire une boule dans l'urng. (On suppose que les boules sont indiscernables at

toucher)
1) Calculer la probabilité de tirer une boule blanche.
2) On atiré une boule blanche. Calculer le probabilité qu’elle provienne de Uurne
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Exercice ni3.

Le quart d’'une population a été vacciné contre une maladie contagieuse. Au cours d’'une épidémie, on constate qu
parmi les malades un vacciné pour quatre non vaccinés. On sait de plus qu’au cours de cette épidémie, il y av
malade sur douze parmi les vaccinés.

a) Démontrer que la probabilité de tomber malade est égESée a

b) Quelle était la probabilité de tomber malade pour un individu non-vacciné ?
c) Le vaccin est-il efficace ?

Variable aléatoire

Exercice ni4.

Une urne contient sept boules : une rouge, deux jaunes et quatre vertes. Un joueur tire au hasard une boule

Si elle est rouge, il gagne 10 €, si elle est jaune, il perd 5 €, si elle est verte, il tire une deuxiéme boule de I'urne san:
replacé la premiére boule tirée. Si cette deuxiéme boule est rouge, il gagne 8 €, sinon il perd 4 €.

1) Construire un arbre pondéré représentant 'ensemble des éventualités de ce jeu.

2) Soit X la variable aléatoire associant a chaque tirage le gain algébrique du joueur (une perte est con
négativement).

a) Etablir la loi de probabilité de la variable X

b) Calculer I'espérance de X

3) Les conditions de jeu restent identiques. Indiquer le montant du gain algébrique qu'il faut attribuer & un joueur lor
la boule tirée au deuxieme tirage est rouge, pour que I'espérance de X soit nulle.

Exercice ni5.

On considére un dé rouge et un dé vert, cubiques, équilibrés.

Le dé rouge comporte : deux faces numérotdesdeux faces numérotées 0 ; -deux faces numérotées 1.
Le dé vert comporte : une face numérotée 0O;trois faces numérotées 1;deux faces numérotées 2.

On lance simultanément les deux dés. On Kdeesomme des points obtenus.

1) Déterminer la loi de probabilité de

2) Définir F, fonction de répartition d€et construire sa représentation graphique

Evénements indépendants
Exercice ni6.

Le tableau suivant donne la répartition de 150 stagiaires en fonction de la langue choisie et de I'activité sportive ch
On choisit un éleve au hasard.

Tennis Equitation Voile
Anglais 45 18 27
Allemand 33 9 18

1) Les événements « étudier I'allemand » et « pratiquer le tennis » sont-ils indépendants ?
2) Les événements « étudier I'anglais » et « pratiquer la voile » sont-ils indépendants ?

Loi Binomiale

Exercice ni17.

Dans une académie, les éléves candidats au baccalauréat série ES se répartissent en 2003 selon les trois enseigne
spécialité : mathématiques, sciences économiques et sociales et langue vivante. Nous savons de plus que: 3
candidats ont choisi 'enseignement de spécialité mathématiques.

25% des candidats ont choisi I'enseignement de spécialité langue vivante.

21% des candidats ont choisi I'enseignement de spécialité mathématiques et ont obtenu le baccalauréat.

32,5% des candidats ont choisi I'enseignement de spécialité SES et ont obtenu le baccalauréat. De plus, par
candidats ayant choisi I'enseignement de spécialité langue vivante, 72,5% ont obtenu le baccalauréat. On interro
candidat pris au hasard. On note :

M I'événement « le candidat a choisi I'enseignement de spécialité mathématiques » ;

S I'événement « le candidat a choisi I'enseignement de spécialité sciences économiques et sociales » ;

L I'événement « le candidat a choisi I'enseignement de spécialité langue vivante » ;

R I'événement « le candidat a obtenu le baccalauréat ».

On pourra faire un arbre pour faciliter la réponse aux questions. Les résultats seront arrondis au millieme.

1) Traduire en termes de probabilités les informations numériques données ci-dessus.

2) a) Déterminer la probabilité pour que ce candidat ait choisi I'enseignement de SES.

b) Déterminer la probabilité pour que ce candidat ait choisi I'enseignement de spécialité langue vivante et ait réuss
épreuves du baccalauréat.
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3) Quelle est la probabilité pour que ce candidatt@isi I'enseignement de spécialité langue vieaget ait échoué au
baccalauréat ?

4) Ce candidat a choisi I'enseignement de spé€iatiatthématiques. Quelle est la probabilité quditnpas obtenu le
baccalauréat ?

5) Montrer que le pourcentage de réussite au baacst pour les candidats de ES dans cette acadéniié,6%.

6) On interroge successivement au hasard et de fagépendante trois candidats.

a) Quelle est la probabilité qu’au moins I'un dien¢ux soit regu ?

b) Quelle est la probabilité que deux candidatgrsis exactement soient recus ?

Exercice ni8.
On utilise deux pieces de monnaie : I'une pipéesatte que lorsqu’on la lance, la probabilité déstit pile soifl/4 ;
I'autre normale dont la probabilité d’obtenir pdet1l/2 a chaque lancer.
1) On prend une piece au hasard (chacune des tes@ une probabilite/ 2 d’étre prise)
a) Quelle est la probabilité d’obtenir pile ?
b) On a obtenu pile : quelle est la probabilitévdia utilisé la piéce pipée.
c) Quelle est la probabilité d’obtenir au moins €wis pile en faisant trois lancers avec la pidogigie ?
2) Trois fois on choisit 'une des pieces au hasgutbn lance (chacune des deux pieces a donc auehi@is une
probabilité1/2 d’étre lancée) : déterminer la probabilité d’oliteru moins une fois pile
3) On lance les deux piéces ensembles : quella psbbabilité d'obtenir le méme résultat pourdesix pieces ?

Exercice ni9.

On sélectionne les candidats a un jeu téléviséfalsant répondre a dix questions. lls devroatsi) pour chacune des
guestions, parmi quatre affirmations, celle qui esicte. Un candidat se présente et répond a ttegeguestionau
hasard On appelleX la variable aléatoire désignant le nombre de rég®mxactes données par ce candidat a l'issue du
guestionnaire.

1) Quelle est la loi de probabilité &e?

2) Calculer la probabilité pour gu'il fournisse @uoins 8 bonnes réponses, et soit ainsi sélectionné.

Exercice n20.

Une urne contient 3 piéces équilibrées. Deux tddeallies sont normales : elles possédent un coife«w et un cbté «
Face ». La troisieme est truquée et posséde deés ed-ace ».

On prend une piéce au hasard dans l'urne et octwdfede maniére indépendante des lancers successittte piéce. On
considére les évenements suivants:

B : la piéce prise est normalB.: la piéce prise est truquée.
P : on obtient « Pile » au premier lancéf,: on obtient « Face » pour lagpremiers lancers.

1) a) Quelle est la probabilité de I'évenentfit
b) Quelle est la probabilité de I'événemBrsachant qu® est réalisé ?

2) Calculer la probabilité de I'événemddin B, puis de I'événemerf® n B.
En déduire la probabilité de I'événement

3) Calculer la probabilité de I'événemelr N B puis de I'événemerft, n B.
En déduire la probabilité de I'événemét.

Exercice n21.

Un sondage est effectué dans un conservatoire digjusu

60 % des éleves pratiquent un instrument a cokdes45 % des éléves pratiquent un instrument & (%8&n

10 % des éleves pratiquent un instrument a cordesne.

1) On chaisit un éléve au hasard dans le consérgato

a) Quelle est la probabilité de I'événement « @@teépratique au moins un des instruments consderé

b) Quelle est la probabilité de I'événement « d&ve pratique un et un seul des instruments corésde

2) On choisit au hasard un éléve pratiquant unuingtnt C. Quelle est la probabilité pour que céveélpratique un
instrument V ?

3) Soitn un entier supérieur ou égal a 2. On choisit au rdagaéléves. On suppose que le nombre d’éléves du
conservatoire est suffisamment grand pour que ddahilité de rencontrer un instrumentiste du typend soit
constante au cours du sondage.

a) Quelle est la probabilit, qu’au moins un des éleves choisis pratique umunmsnt C ?
b) Déterminer le plus petit entiartel que p, = 0,999
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Dénombrements et probabilités

Exercice n22.

Une urne contient 10 bulletins indiscernables agher, de 3 sortes : 4 sont marqués « oui », 3rearués « non » et 3
sont marqués « blanc ».

Un joueur tire simultanément deux bulletins derurQuelle est la probabilité gu’il obtienne uage de deux bulletins
de sortes différentes.

Exercice n23.

Un sac contient 5 jetons verts (hnumérotés de led &)etons rouges (numérotés de 1 a 4).

1) On tire successivement et au hasard 3 jetosaciusans remettre le jeton tiré. Calculer lesgiviités :
a) De ne tirer que 3 jetons verts ;

b) De ne tirer aucun jeton vert

c) De tirer au plus 2 jetons verts ;

d) De tirer exactement 1 jeton vert.

2) On tire simultanément et au hasard 3 jetonsaduReprendre alors les questions a), b), c) et d).

Graphes probabilistes

Exercice n24.

Deux fabricants de parfum lancent simultanémentieuveau produit qu’ils nomment respectivementofeiet
Boréale.

Afin de promouvoir celui-ci, chacun organise unmpagne de publicité.

L’'un d’eux contrdle I'efficacité de sa campagne gas sondages hebdomadaires.

Chaque semaine, il interroge les mémes personmnésuies se prononcent en faveur de I'un de ces gdeaduits.

Au début de la campagne, 20 % des personnes igéms@réferent Aurore et les autres préférent BorEas arguments
publicitaires font évoluer cette répartition : 1@0%s personnes préférant Aurore et 15 % des pers@néiErant Boréale
changent d’avis d’'une semaine sur l'autre.

La semaine du début de la campagne est notée sefhain

Pour tout entier naturel, I'état probabiliste de la semainesst défini par la matrice ligne, =(an bn) , OUa, désigne la

probabilité gu’'une personne interrogée au hasaipr Aurore la semainmeetb, la probabilité que cette personne
préfere Boréale la semaine

1. Déterminer la matrice ligney®e I'état probabiliste initial.

2. Représenter la situation par un graphe probabitistsommets A et B, A pour Aurore et B pour Baéal
3.a. Ecrire la matrice de transition M de ce grapheespectant I'ordre alphabétique des sommets.

b. Montrer que la matrice ligne st égale a (0,3 0,7).

4. a.Exprimer, pour tout entier natunel B, en fonction de {et den.

b. En déduire la matrice lignesRnterpréter ce résultat.

Dans la question suivante, toute trace de rechersBme incompléte ou d'initiative méme non fructaeesa prise en
compte dans I'évaluation

5. Soit P = & b) la matrice ligne de I'état probabiliste stable.

a. Déterminera etb.

b. Le parfum Aurore finira-t-il par étre préféré aarfum Boréale ? Justifier.
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PROBABILITES — CORRECTION

Exercice n°1

1) L’événementA est « au moins un des deux éléves est un garcon ».

2) L’événementB est « La personne est soit une femme, soit usesis

3) L’événementC est « Luc ne prend pas de viande ou ne prendepgkade ».
4) L'événementD est « aucun billet n’est gagnant ».

5) L’événementE est « les trois billets sont gagnants ».

Exercice n°2
1) A et B sont incompatibles car une boule ne pé&et simultanément blanche et non blanche.
2) B et C ne sont pas incompatibles car le tirdgeedboule noire les réalise simultanément.

3) L’événementA est « tirer une boule noire ou rouge ».
4) L’événementB est « tirer une boule blanche ou rouge ».

Exercice n°3
1) A et B ne sont pas contraires car une somme @galles réalise simultanément.

2) B et C sont incompatibles car la somme ne peut$itneltanément strictement supérieure a 5 (événerﬁerm
strictement inférieure a 3 (événement C).

3) L'événementC est « La somme est supérieure ou égale a 3 ».
4) A et C ne sont pas incompatibles car ils sont simultamém@alisés par une somme supérieure ou €gale a 5.

Exercice n°4
1) On noteQ I'univers des possibles, ensemble des 32 cart@gsudhinsi Card(Q) =32.
Il y a équiprobabilité des tirages de cartes. Ainsi

Card(A) 8 1 Card(B) 16 1 Card(C) 3x4
2) p(A)= Cardggg "3 P87 Cardggg "3 PlO)= Cardggg "3
p( An B) =0 car une carte ne peut étre simultanément roupigje¢,
Card(Bn C) 6_3

ol w

P(Bn €)= Card(Q) 32 16
BADB= A+ (B~ f A B=2+1-0=2.
4 2 4
_ 1.3 3_17
PADC)= A+ KO- f A G=J+o-2=—
17 15

3) On cherchep(A 0C) =1- p(Al CQ)=1-=- ==

32 32 <
&Remarque :on zp(m) = p(K n E). /F" < - < |:-

=

Exercice n°5
1) A l'aide d’un arbre comme ci-contre, > \ = <
On peut listerQ ={ PPP, PPF. PFP PFE FPP FPF FFP FFF. F <

. F <
D’oll Card(Q) =

Card
2) Les tirages étant équiprobables, op( ) ng; -1 (seul le tirage PPP convient).
ar

Enfin, on remarque quB =A donc p(B) = p(K) =1- p(A) :1-%:

o~
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Exercice n°6
Le tableau suivant permet de dénombrer les diffésecatégories :

Cravate Pas de Cravate| Total
(événement C) | (événement)
Yeux Bleus 50 35 85
(événement B)
Yeux non bleus | 70 95 165
(événemenB )
Total 120 130 250

On noteQ l'univers des possibles, ensemble des 250 persoresi Card(Q) = 250.
Il'y a équiprobabilité des choix de personnes. Ains

1 ):Card(C) 120 _ 12 Card(Bn C) _ 50 _1

Card(Q) 250 25° Card(Q) 250 5’

,2) p(Bn C)=

3) p(BOC)=p( B+ d9- ¢ B Q= 28550 ;25% 25500 1255% :; (on pouvait aussi directement écrire

Card(BO C) _50+ 70+ 35_ 155 3!

P(BOC)= Card(Q) 250 250 50
3) p(Bn C)=  BU =1~ { B Q=1—%=£.

Exercice n°7
Si on note A I'événement « la personne a réponda ¢a premiére question » et B I'événement « ls@ene a répondu

oui a la deuxiéme question », I'’énoncé nous foupfif) =0,65 , p(B)=0,51et p(An B)=0,46.
1) On calculep(AO B)= p( A+ { B- § A B=0,65+ 0,5+ 0,46 O,.
2) On calculep(An B)= p AD B=1- { A1 B=1-0,7= 0,5

Exercice n°8
Si on notep, la probabilité d’apparition du chiffre 6, la somuhes probabilités des événements élémentairestviglan

ap,=1-(p+p+ p+ p+ p)=1-0,85 0,1

L'événement A « obtenir un nombre pair » étant{2;4;6 , onap(A) = p,+ p+ R =0,2+ 0,1+ 0,15 0,4.
Card

& Il ne fallait surtout pas ecnrp( ) # 231 caril n’y a pas équiprobabilité des faces de dés.
Card(Q) 6 2

Exercice n°9
Si on note p la probabilité d’apparition du chiffte les probabilités d’apparition des autres famms respectivement
égales &p,3p,4p,5p,6p, puisque proportionnelles au numéro de chaque face

Puisque la somme des probabilités des événemémedaires vaut 1, onp+2p+3p+ 4p+ 5p+ 6p= 1, donc

2lp=1- pzzil. On en déduit donc :

Face 1 2 3 4 5 6
Probabilité | 1 2 3 4 5 6
21 21 21 21 21 21
bl , . 2 4, 6_12
Et ainsi , 'événement A « obtenir un nombre paétantA={2;4;6 ,onap(A) =—+—+—=—
21 21 21 21
Card( A
& Il ne fallait surtout pas écrirg( A) —# =3=1 cari n'y a pas equiprobabilité des faces de des.
Card(Q) 6 2
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Exercice n°10

L'arbre nous renseigne sur le fait que « 35 % di&geé du lycée sont en seconde, et parmi ces élfevesconde, 80 %
sont demi-pensionnaires, etcs..

1) La somme des poids figurant sur les arétes gartéle chaque «nceud » doit étre égale a 1 (creeiffs
multiplicateurs traduisant des pourcentages). Qieiatoainsi I'arbre :

seconds premiére terminale post bac
D/\ D/\ D/\ DA
E ODF E DF E DP E DP

2) Les éléves de seconde externes représentefraotien de I'effectif total égale 8,35x 0,2= 0,07, soit 7 %.
Les externes représentent donc une fraction éga)asx 0,2+ 0,2% 0,4 0,8 0,6 01 03 O, soit 35 %.
3) Sur 1000 éleves, 350 sont donc externes. Leefide terminale externes représentdfiOx 0,3 0,5 15/ éleves,

soit une part égale é‘;’—gxloo: 43% a 1% pres..

Exercice n°11
On note T I'événement « le client achéte un té&uis et M I'événement « le client achéte un meagedpe ».

L'énoncé fournitp(T) =0,6 (donc p(T) =1-0,6= 0,4), p;(M)=0,4 (donc p, (M) =1-0,4= 0,€), et p; (M) =0,2

(donc pf(ﬁ) =1-0,2= 0, 04 M
ce que I'on peut traduire par I'arbre de probadslit g T e
0,2 b

T
08 M

1) En appliguant la formule de définition d'une Ipabilité conditionnelle, dans sa «version multiative »,
piTn M

pr ()= 2L M)
p(T)

2) En appliquant la formule des probabilités tstale
p(M)=p(Tn M)+ p(TI'm M)

=p(T)x p (M)+ o(T)x R(M

=0,6x 0,4+ 0,4 0,z 0,32

3) On demandep,, (T) = p(Fl)\EII\;)T) = 0’§x32’4= 0,75

4) Puisquep(M) =0,32 , on ap(M) =1-0,32= 0,6t. Puisquep, (T)=0,75, on ap, (T)=1-0,75= 0,2t

= p(Tn M)=p(T)x p( M)=0,6x0,4= 0,2

MnT
On calcule de la méme maniere qu'a la question %(T)zp( )=O'6x0’6— 036, 9 donc

p(M) 0,68 0,68 17
- 035 T
( )_1_ 9 _8

p;(T)=1-—=-. On peut donc « inverser » I'arbre de probabilité
17 17 03 M

< '
917 T

o 2
BT T
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Exercice n°12
NotonsQ I'ensemble des résultats possibles du jet de d&a dbncCard(Q) =6.

Notonsu, I'événement « Le tirage s’effectue dans l'uuge» etu, I'événement « Le tirage s’effectue dans l'uune».
Notons B I'événement « obtenir une boule blanche »

La répartition des boules blanches et noires danméms I'énoncé nous fournit les probabilitépulz(B):% donc
-\_1 . . 1 -\ _2

pul(B)—Z, ainsi quep, ( )—5 etp, ( )—5

Enfin, puisqu’il y a équiprobabilité dans les réatd du lancer de dé(u) =§ =

On peut résumer cette situation par I'arbre de givdités suivant :

1) En appliquant la formule des probabilités tatale

p(B)=p(un B+ Hyn B
=p(u)xp,(B)+ Hu)x p(BH

1.3
X
I'événementu, conditionné par B p, (u,) = p(f’(;)%) p(pl)l(rl;)a :f7 4:711xf_$:T97

Exercice n°13
Notons V I'’événement « étre vacciné » et M I'évémmdnk étre malade »

L’énoncé fournit p(V -1 donc p(V —1-1-3 pe plus p, (V) =4x p, (V). Puisquep, (V) + p, (V) =1, on
4 1 2 M P M Py

déduit py, (V) =% et py (\_/) =g. Enfin I'énoncé indique que, (M )——2 donc pv( )—1—2.

a) La formule des probabilités totalesappliquée au systeme complet d’ evenem{e‘mw} , permet de calculer :

p(M)=p(Vn M)+ p(T/n M)= HVx p( M+ ;é_\)x o

p(M V) _p(M)xp, (V) P A PRSIV
p(\‘/) % % 5 3 15

Puisque M)= , on se retrouve avec
Ry

1.1 3 16 12 0 1 Y I S

I'équation p(M )—Zx1—2+—4xT5p(M)c> p( M) o M) = 18 F(M)(l 13 , drou fon tire :
p(1) = £ 25= 2
48 3 48

b) Du coup, on calculgy,; (M) ==—p(M) =

c) D’apres les calculs précédents, en moyennediVidu sur 9 non vaccinés tombe malade, contredividu sur 12
vaccinés....
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Exercice n°14

On désigne paR I'événement « la boule tirée au ler tirage esgeo R, I'événement « la boule tirée attirage est

rouge », et ainsi de suite avec les autres coularséquiprobabilité , on a(R) -1 , p(3,) :g et p(V) :g En cas

7
de deuxiéme tirage, I'urne ne contient plus queo@lds, dont une rouge, deux jaunedreis vertes, ce qui permet

, 1 1 5
d’aff ==d 1-==—=
affirmer que p, (R,) 5 donc R,l(RZ) i R sDe
1) L’arbre de probabilités (et les gains qui s@#aziés au différents
événements) est donc > 257
J1-5€
B2 +8 €
2) a) X peut prendre quatre valeurs distinctes, -45, +8 , 10 (on not& (Q) ={45'-4;8{1 18
On détermine les probabilités : B -4€
p(x=-5)= p(1)=2 p(x=-4)= o0 R)= {Y)x p(B=2x2=7,
7 7 6 21
4 1 2 1
p(x=+8)= p(Vn R)= {V)x p( B=2x3=—2 p(x=+10)= p(R)=2
Les résultats présentés dans un tableau sont X 5 4 8 10
4 p(x=x) [2 [ |2 |1
b) Par définition,E(X)=>" % p( X= x) 7 21 21 |7
i=1
=(-5)x p(X =-8) +(~4)x p( X=~4)+ B¢ { X= § + 106 f X= 1)

= —5xg— 4x£)+ 8><—2+ 10><_1_ —£4: —_8
7 21

21 7 21 7

3) Notonsa le gain correspondant a I'événem&hn R, .

On a doncE( X) = —5xg—4x1—0+ax—2+10x—1_ a- AC
7 21 21

7 21
Il suffit alors de résoudre I'équationE( X) =0 = 2a-40= 0= a= 26

Exercice n°15 Déverf0 [1 |1 [1 [2 |2
On peut consigner les résultats dans le tableaasti | D€ Rouge
-1 -1 0 0 0 1 1
-1 -1 0 0 0 1 1
0 0 1 1 1 2 2
0 0 1 1 1 2 2
1 1 2 2 2 3 3
1 1 2 2 2 3 3
1) Si on notex la somme des points obtenus, on a d¥{€©) ={-1,0;1,2;3 , avec
x 1 0 1 2 3
p(x=x) |2_1|8_2[12_1[10_5]4 _1 05ix<-1
36 18|36 9 |36 3 |36 1836 9 1
— si—-1<x<0
18
i+—2=—5 si0sx<1
18 9 18

2) On définit ainsi la fonction de répartition depér : F(x)= p(X<X=<1 2 1 11
—+— +__T88|1<X< 2

18 9 3

i+ 2+ 1+—5_—85| 2< X< 3
18 9 3 18

L2 0 g sinex
18 9 3 18
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A C.
U L
8.5 n
! L
B-5 ?
——m
5 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5
Exercice n°16 i _ i
Aprés avoir complété le tableau des effectifs _ Tennis (T)| Equitation (E)| Voile (V) | Total
Anglais (A) 45 18 27 90
Allemand (D) | 33 9 18 60
Total 78 27 45 150
On choisit un éléve au hasard et on note On fotinivers des possibles, ensemble des 150 éleA@si
Card( A
Card(Q) =32. Il y a équiprobabilité dans le choix des éléVaasi pour tout événement Ap( A) = TEQ%
ar

1) On calcule séparément :
78 11 11 78 60 _ 26 20_ 13 2 2
DnT)=p(T)x D=—x—=— et p(T)x p( D
p( ) p( ) Q( ) p( ) p( ) 150 150 50 50 25 5 12
Puisquep(Dn T)# p(T)x p( D), on peut conclure que les événements « étudiéeriand » et « pratiquer le tennis »

ne sont pas indépendants
2) On calcule séparément :

45 27 27 _ 9 90 45 3 3 9
An V)= p(V)x =l 2l Yot p(A)x p(V
( : ) F( ) (A 150 45 150 5(e p( )xp( ) 150 150 5 10 5
Puisquep(An V)= p( Ax V), on peut conclure que les événements « étudieglbis » et « pratiquer la voile » sont
indépendants

Exercice n°17
Le début de I'exercice est I'archétype classiqusaxercice de probabilités conditionnelles.

1) En utilisant les notations de I'énoncé, nousnavp(M)=0,37, p(L)=0,25, p(M n R)=0,21, p(Sn R=0,325
et p_(R)=0,725

2) a) On calculep(S)=1-( o M)+ { 1)) =1-(0,37+ 0,25= + 0,62 0,

b) On calculep(Ln R) (D R( F§ 0,25x 0,725 0,18125 0,1 arrondi au milliéme

3) On calculep(Ln R)= p( )x p( H=0,25¢(1~ p( B)= 0,25( = 0,726= 0,068% 0,0 arrondi au milliéme

_ MnR Mn
4) On calcule p, ( ) ( ) p( @
p(M) 0,37
_P(MnR)_0,21_21
P (R) -
p(M) 0,37 37
5) En appliquant la formule des probabilités tatale
p(R)=p(Ln R+ f S» R+ p Mv R=0,181+ 0,325 0,2% 0,71, d'oul la réponse
6) On répete 3 fois successivement, et de mamépendante, la méme épreuve consistant a chaigtéve qui peut

avoir été recu (issuR que nous appellerons SUCCES, de probabilité 0,3d@ui peut avoir échoué (issie que nous
appellerons ECHEC, de probabilité 1-0,716=0,284)nbmbre de succés suit une loi binomiale de pdrar@éeet 0,716.

Puisque p(M)=0,37 et p(MnR)=0,21, on calcule

et doncpM( )=1— R ( Qzl—g—;—;—(} 0,43 arrondi a10°®
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On peut matérialiser cette situation par un arbre : /{ R %
a7 264
i
L
' =t
opa
& —
ﬁﬂ\ﬂr }?,1«5 T R
R
G g 0B K
i

a) L'événement contraire de I'événement « au moimdes trois candidats est recu » est I'événembkd tkois candidats
ne sont pas regus », de probabit@84 . L'événement considéré a donc pour probabilitéd, 284 = 0,97 arrondi au
millieme

b) Pour calculer la probabilité que deux candidatstrois exactement soient recus, soit on congpteimbre de chemins
répondant a cette situation sur I'arbre (on en dempois : RRFR , RRF et RRR, chacun d’eux représentant une

probabilité égale 20,716 x 0,284), soit on applique la formule donnant le nombre sdecés dans une situation
binomiale, pour aboutir au calcul :

nombre nombre

nombre de répétitiol 53 dei”cces deihec
bre d p“'( jxo’716 ® x 0,284 = 3 0,7% 0,284 0,4 arrondi au milliéme

N - -
nombre de succes probabilité probabilité
d'un succés d'un échec

Exercice n°18
Notons A I'’événement « le lancer s’effectue avepiére truquée » et B I'événement « le lancer sattfe avec la piéce

équilibrée ». L’énoncé nous fournit( A) = p( B) =%.

sl

1) (a) Notons P I'événement « obtenir Pile lorsndlancer ». L'énoncé nous fourni

_1 S\ -, 1_3. _1 S\, 1_1
pA(P)_Z donc pA(P)—l 272 et pB(P)—E donc pB(P)—l 555
Ceci peut se traduire par I'arbre de probabilités >

La formule des probabilités totales appliqué autesye complet{A; B} fournit :

p(P)=p(An A+ d B0 B= e B( P+ b P ol Porgt o=

o O

A
A AN

2 4 2 2 8 B
P
e, R
An P X 1 8 1 -
(b) On demandgp, (A) = i ) _2"/a_1,8_1 Tt e R
p(P) 3 833 R "
(c) Notons B, B,, B, les probabilités d’obtenir Pile respectivement &tages /”/ A B
n°1,2 et 3. On peut ainsi dresser 'arbre de pritib&b A )
Raisonnons avec I'événement contraire de « obtanimoms une fois pile », g~ -
qui est « obtenir trois fois face ». D’apres lanfiate des probailités totales 3"& _ TR
ce dernier événement a pour probabilité : 1 A _ - B
p(RnFnF)=p(An Rn F,n F)+ p(Bn Rn Fn F) “‘“‘*Pghﬁ
3
=p(A)xp(En En R)+pBx p( En En F) 3
I
_1x3x3x3+1x_1_1_1_ 27 ~1 35 )'?Pﬂmﬁz
2444222212816128 3 P
La probabilité d’'obtenir au moins une fois pile ause piece choisie est don 1 ' H2 o 5
wo MR
. 35_ 93 ~ B
égale dl-—=— 3
128 128 B R
B
2) La situation est cette fois ci différente dejleestion 1) (c) car on retire un: N{ _ TR R
piéce au hasard avant chaque lancer. On répeie3dimis consécutivement e H _ A
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de maniére indépendante, I'épreuve de Bernoullii@édans la question 1) (a), qui admet deux issq@(sP) =g donc
p(I_D) :g. Le nombre de succés (obtention de Pile) surrlis tépétitions suit donc une loi binomiale degpaétre

p( P) :§ et n=3. On raisonne encore une fois avec I'événementaioatde « obtenir au moins une fois pile », qti es

—\\3 3
« obtenir trois fois face », de probabili@q’a(P)) =(§j =;—212. La probabilité d’obtenir au moins une fois pile $es

trois lancers (et choix) est doﬁl(,ng = 387
512 512

3) Les résultats des deux piéces sont indépentlantde I'autre. Si on noté>, I'événement « obtenir Pile a I'aide de la
piéce truquée » eB;, I'événement « obtenir Pile & l'aide de la piéceillgrée», I'événement cherché aura donc une
robabilité égale a :

P(Pan R)+ A(Fan )= A R)x K R)+ # B)x § B)=

Exercice n°19

1) On répéte 10 fois successivement, et de maimidépendante, la méme épreuve consistant a répanane question

en choisissant au hasard et de maniere équiprobableéponse parmi les quatre proposées. Chaqgeevépa donc une

probabilité de réussite égalep= 0,25 et une probabilité ‘échec égalega1- p=1-0,25= 0,7%. Le nombre de succés
X parmi les 10 répétitions suit donc une loi bindeide parametre 10 et 0,25.

2)On aainsi:

p( X =8)=[180Jo,2§x 0,75=

1 3 1 1
X—+—X—=—
2 4 2 2

N

10x9

x 0,25¢< 0,7, p(X:9):(1;]0,2§x 0,75= 1& 0,25¢< 0,7 et enfin

10
p(X :10) =[10] 0,2%°x 0,78= 0,2%8. L’événement considéré a donc pour probabilitédmme de ces trois derniers
nombres.

Exercice n°20

_ Card(B)
~ card(Q)
b) Si 'événement B est réalisé, c'est-a-dire s piece « normale » a été choisie, la probabilbétdnir « Pile » vaut

1) a) Les choix de piéces dans I'urne étant éqbaites, p( B) =§

1 . 1
—, C'est-a-dire P)==
2) On calculep(Pn B)= p(B)x p( B==x===
Puisque p(B):é, alors p(_B):l—ézé. Si 'événementB est réalisé, c'est-a-dire si une piéce « truquéeété
choisie, la probabilite d’obtenir « Pile » est ulpuisque la piece truquée possede «deux « fagessk p; ( P) =0.0n
= - 1
en déduitp| Pn B|= p{ B)x ==x0=0.
p(PnB)= (B> R(H=3
En utilisant la formule des probabilités totalessigue le systémeéB,_B) est un systéme complet d’événement, on
— 1
obtient p(P)= p( Pn B+ Ph B=—
p(P)=p(Pn B+ d Pn B=2
3) Si I'événement B est réalisé, c'est-a-dire s piece « normale » a été choisie, la probabiliddtdnir « Face » au

n 0 n
n
cours des premiers lancers suit une loi binomiale de parassétet % donc pB(Fn) :( j(lj (EJ =(—;) , et ainsi

nj\ 2 2
2 (1Y
p(Fn N B):§x(—2j
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Si 'événementB est réalisé, c’est-a-dire si une piéce « truquéesté choisie, la probabilité d’obtenir « Faceastvl a
chaque lancer, donc la probabilité d’obtenir « Fa@ cours des premiers lancers vaut 1, c’est-a-di[%(Fn) =1 et

ainsi p(Fn N _B) =%X1=%

En utilisant la formule des probabilités totalesjsgue le systémeéB,_B) est un systéme complet d’événement, on

ovtentp(F,)= p(F. 8)+ f F = 2x{ 2] +duac 2 2], ]

Exercice n°21 In=trument %

L’énoncé nous fournipp(C)=0,6 , p(V)=0,45et p(Cn V)=0,1
1) On calculep(COV)= p(Q+ {V)- g & y=0,6+0,45- 0,= 0,9

(on aurait pu aussi raisonner avec les effectifeersés a 100 éléves,
conformément au diagramme ci-contre)

43-10=35

Instrument C
E0-10=50

2) a) On calculep(CO V)~ p(Cn V)=0,95- 0,= 0,8!
(on aurait pu aussi raisonner avec les effectifeereés a 100 éleves, conformément au diagrammessigle

b) L’énoncé (ou le diagramme) fourngt. (V) _10_1

3) On répéeten fois successivement, et de maniére indépendantaéine épreuve consistant a choisir un éleve qui pe

pratiquer un instrument C (SUCCES, de probabilif®) @u ne pas pratiquer un instrument C (iss_meque nous
appellerons ECHEC, de probabilité 1-0,6=0,4). Lenbe de succes suit une loi binomiale de parannéited,6.
a) L'événement contraire de I'événement « au maimgles éléves choisis pratique un instrument G ¥é&®nement

« lesn éléves choisis ne pratiquent pas un instrument€ probabilité0, 4. Ainsi p, =1-0,4'

b)

p,20,999- 1- 0,42 0,999- 0/4 0,001

= 0,4" < 0,001 car la fonction In est strictement craissaur| Oyoo|

nin(0,4) < In( 0,00)

N> In (0,00])
In(0,4)

- n=7,53a10 prés

Puisquen est entier, on déduit dont=8

i

car In( 0,4 <0

Exercice n°22

45,

10
L'univers est constitué de I'ensemble des comborasle 2 éléments pris parmi 10, d’ﬁard(Q) =[ J- 10x9_

2 ) 2x1
Notons A I'’événement « d’obtenir deux bulletinsstetes différentes ».

2 raisonnements s’offrent a nous :

- Ou bien on décide de détermin@ard( A) Il'y a trois possibilités (1 bulletin « oui » &tbulletin « non », 1 bulletin
«oui» et 1  bulletin «blanc », ou 1  bulletin «ne et 1 Dbulletin «blanc») donc

Card('“k[ﬂ(i}{ﬂ(j{j( i]=4><3+ 4x 3+ X 3= 3} et ainsip(A)z%((QA%:2_2:%5L

- Ou bien on raisonne avec I'événement contrdirgui est « obtenir deux bulletins identiques ». & trois possibilités
(deux bulletins « oui », deux bulletins «non » , eud buleltins « blanc », donc

Card(ﬁ):[g+(3+£3:4zs+ 3;2+ 3<22=6+3+ 3=12, dou p(,_A\):M:E: 4 et donc

p(A)=1-p( A =1—1L45=1—;

Les deux méthodes fournissent le méme résultat !
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Exercice n°23
1) Tirages successifs sans remise de 3 jetons Sadiry a AS =504 possibilités

3
. . 5
a) Notons A I'événement « Tirer 3 jetons verts n.a)p( A) = % "
.y . . A1
b) Notons B I'événement « Ne tirer aucun jeton wei®n al p( B) A2
c) Notons C I'événement « Tirer au plus 2 jetorgsve
X — 5 |37
1*®*méthode p(C)= =1- =1-—=|—
eméthode p(C)= p{A=1- H A=1-; =7
2°™ méthode
Tirer exactement 1 vert :
- choix de la place du jeton vert
Ne tirer aucun vert - Choix d'’l vert etde 2 rouges  Tirer exactement 2 verts
~= ———
(C)_ A+ 3xAxXA +3xAxA 37
P A 42
. . . 3xAxA |5
d) Soit D I'événement « Tirer exactement 1 jetort we p( )= A;s A = 1—4
2) Tirages simultanés de 3 jetons parmi 9. l@ga= 84 possibilités
e . . _C_5
a) Notons A I'événement « Tirer 3 jetons verts n.ap(A)=—> =—
C, 42
e , , _C_1
b) Notons B I'événement « Ne tirer aucun jeton wei®n al p( B) =501
9
¢) Notons C I'’événement « Tirer au plus 2 jetonssve
X — 5 |37
1*®*méthode p(C)= =1- =1-—=|—
eméthode p(C)= p{A=1- H A=1-; =7
2°™ méthode
Tirer exactement 1 vert :
- choix de la place du jeton vert
Ne tirer aucun vert - Choix d'lvert etde 2 rouges  Tirer exactement 2 verts
HE 1 CZ 2 Cl 37
C + X + X
p(C) — 9 Cs 34 Cs (R
Cs 42
. . . C:xC;, |5
d) Soit D I'événement « Tirer exactement 1 jetort we p( D) = % = 1—4
9

Commentaire sur I'exercice :

Selon toute logique, on doit retrouver les mémsealtéts dans les deux parties. En effet, tirer ssgigement sans remise 3 boules ou
les tirer simultanément revient au méme. Que ltaite un tirage comme un arrangement ou comme ustsosemble, les questions
a) et b) nous fournissent le méme résultat si conservé I'ordre jusqu’au bout (numérateurs et dénateurs des fractions) le méme
mode de comptage. En ce qui concerne la questjai o travaille avec des arrangements, on iralogi un ordre. Il ne faut donc
pas oublier de multiplier par 3, c’'est a dire deisin d'abord une place pour le jeton vert. Ce [goie ne se pose pas avec des
combinaisons. Conclusion : Il est plus facile @deailler avec des combinaisons.

Cette derniére remarque est valable car le typeéd&ments étudié ne fait pas intervenir d’ordre.

Exercice n°24
1. Puisqu’au début de la campagne, 20 % des persorire®gées preferent Aurore, on aaga= 0,2 donch, =0,8.
La matrice ligne Pde I'état probabiliste initial est dorf =(0,2 0,4

2. Le graphe probabiliste sera constitué de deux simfet B origines et extrémités de deux arétentses et
pondérées. L'aréte reliant A & B dans le sens Asefa pondérée par la probabilité qu'une personéfénant Aurore une
semaine donnée, ait changé pour Boréale la sersaivente, soit 0,1.

On obtient ainsi :
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09 0,1

0,15 085

3. a. La matrice de transition M de ce graphe en respectant I'ordre alphabétique des sommets est égale a :

0,9 01
M =
(0,15 o,sg

b.Ona:

R=PRM=(0,2 0,8 09 Ol

17 oA 710,15 0,8

=(0,2x 0,9+ 0,& 0,15 0,2 04 0:8 0,
=/(0,3 0,9

4. a.Pour tout entier naturel |P, = RM"

0,9 01\
0,15 0,8

A l'aide d’'une calculatrice, aprés avoir défini dans le menu MATRICE, une matrice [A], de dim&rslon
correspondant a,Ret une matrice [B], de dimensid@x 2 correspondant a M, on calcule :

[A1+[B] "3
[[.43125 .36873..

Ainsi, |P,=(0,43125 0,5687F

On peut estimer qu’au bout de "3%semaine de campagne, plus de 43% de la population sera favorable au parfum
Aurore.

b. Ainsi, P, = RM*=(0,2 0,3[

09 01
5. a.L'état stableP=(a b) est solution de I'équation matricielRe=PM = (a b =(a l)(o 15 0 BJ'

De surcroit,on a+b=1< b=1-a

: . la=0,9a+0,1% i
Les nombres etb sont donc solutions du systeme gue I'on résout :
atb=1- b=1-a
a=0,9%+ 0,1% a=0,9a+0,1§+a [a=0,9a+0,15 0,18
a+tb=1< b=1-a |b=1-a b=1-a
0,2, = 0,15 =015 a=0,6 a=0,6
=g =g 0’25@ =g
b=1-a b=1-0,6 b= 0,4
b=1-a

L'état stable est dorﬁ =(0,6 O,Zl|)

b. |On peut donc estimer qu’'a terme, 60% de la population sera favorable au parfum Aurore, qui sera dong préféré ac

parfum Boréale
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Maths PCSI

Structures algébriques : groupes, anneaux et

corps
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1 Groupes

1.1 Lois de composition interne

DFINITION 1
Soit E un ensemble. Une loi de composition interne (LCI) sur E est une application 7" de E x E dans E,
notée généralement de facon infixe : on écrit Ty plutdt que T'(z,y), lorsque (z,y) € E x E.

EXEMPLES 1
e La somme sur N, N*, Z, Q, R, C (mais pas sur Z*, Q*, R*, C*).
Le produit sur N, N*, Z, Q, R, C. ..
La différence sur R ou Z (mais pas sur N).
La composition des applications sur F¥' (applications de F dans F).
La loi @ définie sur R? par (x1,y1) ® (z2,y2) = (71 + 22,91 + Y2)-
La loi ® définie sur R? par (x1,y1) ® (z2,y2) = (x122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1) (vous la reconnaissez ?)
Les lois U, N et A (réunion, intersection et différence symétrique) définies sur P(F).

DFINITION 2
e Une LCI T sur F sera dite associative lorsque :

Va,y,z € E3, (Ty)Tz=zT(yT z).
e Une LCI T sur F sera dite commutative lorsque :
Va,y € E? xTy=yTx.
e Si T est une LCI associative sur E, e € E est un neutre pour T lorsque :

Ve e E, zTe=eTxz=ux.

PROPOSITION 1 Si T est une LCI associative sur E qui admet un neutre, alors ce neutre est unique. On
peut alors parler DU neutre de T

PREUVE : On suppose e; et e; neutres pour T, et on considere e, T es. ..

EXEMPLES 2

e La somme et le produit sur C (donc sur ses sous-ensembles) est associative et commutative, et
admettent pour neutres respectifs 0 et 1.

o La différence n’est ni associative ni commutative sur R.

e La loi o (composition des fonctions de F' dans F') est associative, mais n’est pas commutative (sauf si
F est un singleton, auquel cas. .. ). Elle admet un neutre, qui est application Idf.
Les lois U, N et A sur P(F) sont associatives et commutatives. Elles admettent pour neutres respectifs
0, F, et (.

e @ et ® sont associatives et commutatives sur R2.

e Vue comme LCI sur N*, + n’admet pas d’élément neutre.

EXERCICE 1 Montrer que les lois @ et ® sur R? (cf ezemples @) admettent chacune un neutre.

DFINITION 3
Si T est une LCI associative sur E qui admet un neutre e et x € E, on dit que x admet un symétrique pour
Tsilexisteyc EtelquexaTy=yTx=e.

PROPOSITION 2 Dans la définition précédente, si y existe, il est unique. On peut alors parler DU symé-
trique de x pour T. On le note généralement 1.

PREUVE : Partir de y; T(x T y2) = (y1 T z)T ysa. . .




REMARQUES 1
e On peut avoir 2Ty = eg sans avoir yT'x = eg. On prendra par exemple E = NV, T la loi o de
composition des fonctions, y : n+—n+1 et z : n — Max(n — 1,0).
e Les lois notées . sont souvent “oubliées” dans I’écriture : x.y devient zy.
o Gréace a associativité, on s’autorise & noter Ty T z la valeur commune de (zTy)T z et 2T (yT z).

e Lorsque la loi est additive +, le symétrique est noté —x et est appelé “opposé”. Lorsque la loi est

multiplicative ., le symétrique est appelé “inverse”. On n’utilisera JAMALIS la notation — (sauf pour les
x

complexes-réels-entiers), puisqu’alors la notation J serait ambigiie dans le cas d’une loi multiplicative
x

1 1
non commutative (ce qui sera la régle en algebre linéaire) : a priori, y-— et —-y peuvent étre distincts. . .
x T

EXERCICE 2 Si z et y admettent un symétrique pour une loi x, montrer que x xy admet également un
symétrique.

1.2 Groupes

DFINITION 4

Un groupe est un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne (G, *) tels que :
e x est associative;
e x admet un neutre eg ;
e tout élément de G est symétrisable (admet un symétrique) pour .

Si * est commutative, on dit que (G, ) est commutatif, ou encore abélien.

EXEMPLES 3
On fournit d’abord des exemples de groupes : dans les deux premiers cas et le dernier, il s’agit de groupes
abéliens. Les deux autres (comme la plupart des groupes fonctionnels) sont non commutatifs.
e 7, Q, R, C munis de la somme.

Q*, R*, C*, U, U,, munis du produit.

L’ensemble des homothéties et translations du plan, muni de la loi o.

L’ensemble des permutations (bijections) de [1,n] muni de la loi o.

L’ensemble P(E) muni de la différence symétrique A.

EXEMPLES 4
Pour diverses raisons (4 déterminer), les couples suivants ne sont pas des groupes :
o (N,4), (R,.).
° (U, +).
o (EF)0).
. (P(B),U), (P(E),N).

EXERCICE 3 Montrer que (R%,®) et (R?\ {(0,0)},®) sont des groupes commutatifs.

1.3 Sous-groupes

DFINITION 5

Un sous-groupe d’un groupe (G, *) est une partie non vide H de G telle que :
e x induit sur H une loi de composition interne.
e Muni de cette loi, H est un groupe.

On note alors : H < G.

REMARQUES 2
e En pratique, pour montrer qu’une partie non vide H de G en constitue un sous-groupe, il suffit de
vérifier :
-eqc € H;




— H est stable par x*;
— pour tout = € H, le symétrique x, a priori dans G, est en fait dans H.

e L’intéret principal de la remarque précédente tient dans le fait que dans bien des cas, on peut montrer
que (H, ) est un groupe en montrant grace au critére précédent que c’est un sous-groupe d’un groupe

connu. Il est alors inutile de montrer ’associativité, la commutativité et méme ’existence d’un neutre :
il n’y a que des VERIFICATIONS a faire.

EXEMPLES 5
e Pour la loi +, on a la “tour de groupe” (inclusions successives de sous-groupes/groupes) suivante :

{0} <1515Z<Z<Q<R<C

e Pour la multiplication usuelle :
{1} <0, <U<C"

mais aussi :
{1} <{-1,1} <Q* <R* < C*

e Si G est un groupe, {eg} et G en constituent des sous-groupes (dits triviaux)

EXERCICE 4 Soient Hy et Hy deutx sous-groupes de (G,.). Montrer que Hy N Ho est également un sous-
groupe de G.

On verra en TD que ca se passe moins bien pour la réunion de deux sous-groupes.

EXERCICE 5 On définit I’ensemble :

ZIV2] = {k+1V2 | k1€ Z}.

Montrer que (Z[\/2],+) constitue un groupe (+ est l’addition usuelle des réels).

1.4 Morphismes de groupes

DFINITION 6
e Soient (G, «) et (H,T) deux groupes. Une application de G dans H est un “morphisme de groupes”
lorsque :

Vr,yed,  flzxy)=f(2)T f(y)

e Si G =H et x =T, on parle d’endomorphisme.
e Si f est bijective, on parle d’isomorphisme.
e Si f est un endomorphisme bijectif, on parle d’automorphisme.

EXEMPLES 6
e x — 27 réalise un isomorphisme de (R, +) sur (R7,.);
x +— 2z réalise un automorphisme de (R, +);
x — 3Inx réalise un isomorphisme de (R%,.) sur (R, +);
z > |z| réalise un morphisme de (C*,.) dans (R*,.).
Si G est un groupe abélien, x — x? et x — ! réalisent des endomorphismes de G.
6 — e réalise un morphisme de (R,+) dans (C*,.), et méme sur (U, .).

EXERCICE 6 Si f est un morphisme de (G,x) dans (H,o) et g un morphisme de (H,o) dans (K,T),
montrer que go f réalise un morphisme de (G,x*) dans (K,T).

EXERCICE 7 Montrer que si f est un isomorphisme de (G, *) sur (H,o), alors son application réciproque
f~1 réalise un isomorphisme de (H,o) sur (G, x).




PROPOSITION 3 Quelques propriétés élémentaires des morphismes de groupes : f est ici un morphisme
de (G, %) dans (H,T).
o fleg) =eq.
e Si f est un isomorphisme, alors son application réciproque réalise un isomorphisme de (H,T) sur
(G, ).
o SiG1 <@, alors f(G1) < H.
e Si Hy < H, alors f~'(H,) < G.

PREUVE : Elémentaire, donc & savoir faire seul !
DFINITION 7

Soit f un morphisme de G dans H.
e Le noyau de f, noté Ker f est 'ensemble des antécédents par f de ey :

Kerf={zeG; f(z)=en}=/"(en)

(attention, f n’est pas supposée bijective; il n’est donc pas question de la bijection réciproque de f).
e L’image de f, noté Im f est f(G) (ensemble des images par f des éléments de G).
D’apres les deux derniers points de la proposition B, le noyau et I'image de f sont des sous-groupes respectifs
de G et H.

EXERCICE 8 Montrer que (U,.) est un groupe, en le voyant successivement comme image et noyau d’un
morphisme de groupe.

Bien entendu, et c’est une trivialité, un morphisme de G dans H est surjectif si et seulement si son image
est égale a H. Ce résultat est d’ailleurs sans intéret . .. Le résultat suivant est bien plus intéressant, puisqu’il
réduit énormément le travail, pour montrer qu’'un morphisme est injectif.

PROPOSITION 4 Soit f un morphisme de (G, *) dans (H,T). Alors f est injectif si et seulement si son
noyau est réduit o {eg}.

PREUVE : Elémentaire, donc & savoir faire seul. . .

EXERCICE 9 L’application ¢ : R? — R?, (x,y) = (22 — y, 3z + 2y) est-elle injective ?

2 Anneaux

2.1 Structure d’anneau

DFINITION 8
Un anneau est un ensemble muni de deux LCI (A4, +,.) tels que :
e (A, +) est un groupe commutatif de neutre noté 04.
e La loi . est une LCI sur A associative et distibutive a gauche et a droite par rapport a + :

Vr,y,z € A, z(y+z2)=zyt+zz e (x+y)lz=x2+4+y.z2

e La loi . admet un neutre différent de 04, noté 1 4.
Si la loi . est commutative, ’anneau est dit commutatif ou abélien.

EXERCICE 10 Siz € A, montrer que 0a.x = 04 (considérer 0a.x + 04.).

EXEMPLES 7
o (Z,+,.), (Q,+,.), (R,+,.) et (C,+,.) sont des anneaux bien connus.
. (73(E)7 A,N) est un anneau plus anecdotique.
e (R2,®,®) est un anneau. ..connu sous une autre identité!




e [’ensemble des suites réelles, muni de I’addition et du produit des suites, est un anneau. Méme chose
pour I’ensemble des fonctions de I dans R. On déterminera précisément les neutres de ces anneaux.

REMARQUES 3
o Il est nécessaire d’imposer la distributivité a droite et & gauche. Par exemple, (R®, +,0) n’est pas un
anneau : on a bien (f +g)oh = foh+ go h pour tout f,g,h, mais pas nécessairement f o (g+ h) =
fog+foh.
e Lorsqu’on travaille dans un anneau, de nombreux calculs se passent “comme dans R”. Cela dit, il faut
faire attention par exemple a ne pas diviser. Le meilleur moyen pour ne pas dire d’anerie consiste en
fait a “faire comme dans 7.

2.2 Sous-anneaux

DFINITION 9
Soit (A, +,.) un anneau. Une partie non vide A; de A est un sous-anneau de A lorsque :
[ ] ].A € A1 3
e les lois + et . induisent des LCI sur Ay, et, muni de ces lois, (A1, +,.) est un anneau.

REMARQUE 4 Contrairement aux sous-groupes, on ne peut pas se passer de la condition 14 € A;, qui ne
découle pas des autres conditions®. On verra en exercice un contre-exemple.

Comme pour les sous-groupes, il est assez moyennement intéressant de montrer a nouveau les associativités
et méme la distributivité. Fort heureusement, on a le résultat (quasi-évident) suivant :

PROPOSITION 5 Une partie Ay de A est un sous-anneau si et seulement si
o (Ay,+) est un sous-groupe de (A,+);
e 1, Ay,
e . induit une LCI sur A;.

EXEMPLES 8
e Bien entendu, 7 est un sous-anneau de Q qui est un sous-anneau de. . .
e [’ensemble des fonctions dérivables sur I constitue un sous-anneau des fonctions continues sur I, qui
constitue lui-méme un sous-anneau de 'ensemble des fonctions de I dans R.
e L’ensemble des suites réelles stationnaires est un sous-anneau de (R, +,.), qui est un sous-anneau de

(CN,+,))

EXERCICE 11 Montrer que Z[\/2] est un sous-anneau de R.

EXERCICE 12 Montrer que si Ay et Ay sont deux sous-anneauz d’un anneau A, alors A{N Ay est également
un sous-anneau de A.

2.3 Morphismes d’anneaux

DFINITION 10
Soient (A, +,.) et (B,+,.) deux anneaux (on note de la méme fagon les lois de A et B...). Un morphisme
d’anneaux de A vers B est une application de A vers B telle que :

e f(1a)=1p;

e pour tout ,y € A, f(z+y) = f(z) + f(y) et f(z.y) = f(z).f(y).

EXEMPLES 9
e 2z — Z réalise un automorphisme d’anneaux de C.
e f— f(n) réalise un morphisme d’anneaux de R® sur® R.

Lon se rappelle que dans le cas d’un sous-groupe H de G, la relation eq € H est une conséquence de la définition
2comme pour les fonctions, on dit “de E sur F” plutét que “de E dans F”, lorsque le morphisme est surjectif




® u > uy55 réalise un morphisme d’anneaux surjectif (pourquoi ?) de CN sur C.

REMARQUES 5

e La relation f(14) = 1 ne découle pas des autres relations? ; on ne peut donc pas s’en passer dans la
définition.

e A fortiori, un morphisme d’anneaux est un morphisme de groupe (pour la premiére loi). A ce titre, on
peut parler de son image et de son noyau. Malheureusement, si 'image est un sous-anneau de I’anneau
d’arrivée (le montrer), le noyau n’est pas nécessairement un sous-anneau de ’anneau de départ, ce qui
limite l'intéret des morphismes d’anneaux. Cependant, on garde 1’équivalence entre I'injectivité de f
et le fait que Ker f = {04}.

EXERCICE 13 Montrer que la composée de deux morphismes d’anneauz est un morphisme d’anneau.

EXERCICE 14 Montrer que si f est un isomorphisme d’anneauxz, alors son application réciproque égale-
ment.

2.4 Divisibilité
DFINITION 11
Soit (A, +,.) un anneau commutatif.
On dit que = € A est inversible s’il admet un symétrique pour la loi .
On dit que a divise b s’il existe ¢ € A tel que b = ca. On note alb.
On dit que a est un diviseur de 0 s’il existe b # 0 tel que ab = 0.
Un anneau est dit intégre s’il ne contient pas de diviseur de 0 autre que 0 lui-méme.

Les faits suivants sont faciles & montrer :

PROPOSITION 6 Dans un anneau commutatif (A,+,.) :
e 04 n'est jamais inversible.
e Si x est inversible, alors ce n’est pas un diviseur de 0.
o Sixy,x9,y € A intégre, avec y # 0 et x1y = x2y, alors x1 = xo. On dit qu’*on peut simplifier ” (ce qui
ne veut pas dire diviser) par y # 0.

EXEMPLES 10
e 7, est intégre, et ses éléments inversibles sont 1 et —1.
e Q, R et C sont des anneaux intégres dont tous les éléments non nuls sont inversibles.
e [’ensemble des fonctions de R dans R n’est pas intégre : toute application f qui s’annulle est diviseur
de 0 (le montrer). Les éléments inversibles sont les fonctions qui ne s’annullent pas.

EXERCICE 15 Montrer que Z[i| = {a + bi|a,b € Z} est un sous-anneau intégre de C, dont les inversibles
sont 1,4, —1 et —1i.

2.5 Calculs dans les anneaux

e On rappelle la formule du binéme de Newton, qui s’étend de Z aux anneaux commutatifs, mais aussi
(et cela sert effectivement®) dans un anneau quelconque, avec deuz éléments qui commutent :

PROPOSITION 7 Soient a,b € A, avec ab = ba, et n € N*. Alors :

(a+b)" = Z Ckakpn=k,
k=0

PREUVE : Récurrence sur N et formule du triangle de Pascal.

3contrairement aux morphismes de groupes, pour lesquels la relation p(eg) = ey est une conséquence de la définition
4en particulier dans les anneaux de matrices




e Siz,y € A commutent et n € N*, alors  — y|z™ — y", et plus précisément :

n—1
" — yn — (CL‘ _ y) Z xkyn—l—k.
k=0

BIEN ENTENDU, pour les deux derniers résultats, ’hypothese essentielle

Ty = yx ne sera jamais oubliée. ..
Cas particulier de ce qui précede : si 1 — z est inversible (ce qui n’est pas EQUIVALENT a x # 1), on

n—1
peut calculer Z z® grace & la formule :
k=0

n—1
lfx”:(lf:c)Zxk.
k=0

14 commute en effet avec tous les éléments de l’anneau.
On verra en TD de Maple lalgorithme d’ezponentiation rapide, qui permet de calculer a™ en O(Inn)
multiplications. L’idée apparait dans ’exemple suivant :
a.a*.(a'®)? = a.a*.a'®.a*.
Il suffit donc de calculer les a2k, et d’en tenir compte dans le résultat final lorsque la puissance en cours
est impaire (si (a?)!® apparait en cours de calcul, alors a* interviendra dans le résultat). Au vu de cet
exemple, on peut formaliser I’algorithme d’exponentiation rapide de la fagon suivante :
Fonction Expo_rapide(x,n)
Debut
Res<-1; # Contiendra a la fin le résultat
Puis<-x; # Contiendra les puissances successives de x
N<-n; # Puissance & laquelle Puis doit encore &tre évalué
Tant_que N>0
Si N est impair Alors Res<-Res*Puis Fsi;
Puis<-Puis~™2;
N<-N/2 # en fait, le quotient dans la division euclidienne
Fin_Tant_que;
RETOURNER (Res)
Fin
Mise en oeuvre en TD Maple. ..ol on verra une seconde version récursive plus rapide a écrire, mais
qui semble un peu magique!
Pour prouver la validité de cet algorithme, on peut noter (14 encore au vu de 'exemple) PUIS prouver
que la quantité Res*Puis”N reste égale & =™ en cours d’exécution®. Quand on veut frimer, on parle
d’invariant de boucle.

3 Corps

3.1 Structure de corps

DFINITION 12
e Un corps est un anneau commutatif dans lequel tout élément non nul est inversible.
e Si (K,+,.) est un corps, un sous-corps de K est un sous-anneau K; de K tel que pour tout élément
non nul x de Ky, on a 27! € Ky ; (Ky,+,.) est alors un corps.

5au début et & la fin de chaque tour de boucle




REMARQUE 6 Si on enleve I’hypothése de commutativité, on obtient ce que les anglo-saxons appellent
“division ring”, traduit piteusement par “anneau ¢ division”. En taupe, dans les temps anciens, le terme de
corps désignait d’ailleurs ces anneaux a divisions.

En anglais, les corps se nomment “fields”. Pourquoi ? mystere. . .

3.2 Exemples

e Q, R et C sont des corps, mais pas Z (2 n’est pas inversible).

e On verra plus tard le corps des fractions rationnelles (quotients de polyndmes).

e Q[v/2] et QJi] sont des sous-corps respectifs de R et C.

e Si on reprend les lois @ et ® des exemples I, (R2,®, ®) est un corps. .. qui ressemble fortement a C.

3.3 Pour la suite

Il n’existe en Spé (hors MP/MP*) que 2,5 corps : R, C, et (accessoirement...) Q.

Bien entendu, si on passe I'’X (et si on n’a pas trop de chance. .. ), il ne faudra rien ignorer des corps finis
Fy, mais c’est une autre histoire!
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