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  يةوال الأصل� الد�   
  ��ر�ف : .1

 


�  fدا	� أ�
�� ل  ���Fل أن  ��I  ���� إذاF  �

� 	! ���ق �"�#I  و( ) ( )'x I F x f x∀ ∈ =   

 


ت  .2��
�: 

 

���ل دا�	 أ
��	 ��� ھذا ا����ل  �Iل دا�	 ��
�	 ��� ���ل  �

 

�ن ���و�	 ا�دوال ا�
��	 ل  f  ���Iدا�	 أ
��	 ل  Fإذا ���ت  ��f  ���I  : ا�دوال �ھ

( ) ( )x F x

λ λ∈ +

ℝ ֏ 

)�!�ق  fل  F�و�د دا�	 أ
��	  و!�دة   �ℝن  0yو  0x���ن  � )0 0
F x y= 

���k ا��وا��  و  gو  fدا���ن أ
����ن ل  Gو  F���ن  � ∈ℝ : د���� 

• F G+  ل 	��
fدا�	 أ g+ 

• .k F   ل 	��
k.أ f  

 

 

3. : 
 �دول ا�دوال ا����
 ا����
د�

  

f  ا����ل ��� 	����         I دا�	 �$ر
: ���  ( ) .......f x =  

�$ر�	  f  ��� I ا�دوال ا�
��	 ل 
 :��� ��� ( ) ......F x =  

  
  I ا����ل 

k  ) k ('��ت �دد !����  kx c+  ℝ  
  

( ) nn x∗∈ℕ  

1

1

nx
c

n

+
+

+
  

  
ℝ  

( )1;
nn n x∗≠ − ∈ℤ  

1

1

nx
c

n

+
+

+
  

0,  +∞  0,أو  −∞  

{

}(

)1
rr x∈ − −ℚ  

1

1

rx
c

r

+
+

+
  

0,  +∞  

( )cos x  ( )sin x  ℝ  

( )sin x  ( )cos x−  ℝ  

( ) ( )
2

2

1
1 tan

cos
x

x
+ =  ( )tan x  ( ), ,

2 2
k k k

π ππ π 
 
 

− + + ∈ℤ  

( ) ( )0 ,cosa ax b≠ +  ( )1
sin ax b c

a
+ +  

  
ℝ  

( ) ( )0 ,sina ax b≠ +  ( )1
cos ax b c

a

− + +  
  
ℝ  
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4. : 
 ا�����
ت ��� ا�دوال ا����

 

  

ا�دا�	 

f  

ا�دوال ا�
��	 ل 

f 

 ���I   ��� روط)u  

( ) '.
nn u u∗∈ℕ  11

1

nu c
n

+ +
+

  
  

( )1; '.
nn n u u∗≠ − ∈ℤ  11

1

nu c
n

+ +
+

  
),  �Iن  x��ل  ) 0u x ≠  

'u

u
  2 u c+   ل��x  ن�I  ,( ) 0u x >  

{

}(

)1 '.
rr u u∈ − −ℚ  11

1

ru c
r

+ +
+

),  �Iن  x��ل    ) 0u x >  

2

'u

u
 

 

1
c

u
− + 

 

),  �Iن  x��ل  ) 0u x ≠  

'u

u
 

ln u c+  ل��x  ن�I  ,( ) 0u x ≠  

'.
uu e 

ue c+   

 

1

x
  2 x c+  0,  +∞  

2

1

x
  

1
c

x

− +  0,  +∞  0,أو  −∞  

1

x
 

( )ln x c+ 0,  +∞ 

xe 
x ce + ℝ 



 

 الــــــدوال  الأصـليـــــة  
 : تعريـــف -1

  
FfI على  دالة أصلية للدالة نقول أن الدالة .   عددية معرفة على  مجال دالة  لتكن I fإذا وفقط إذا آان  :  
F على المجال للاشتقاق دالة قابلة I.  

)  : xI من  ولكل ) ( )'   f x=F x  
  

  : مثــــال

)    لتكن  -1 ) 2     1F x x x= + + 

)    : إذن )'   2   1F x x= +

F ( )   2   1f x x= +

  

f   :  المعرفة بــ هي دالة أصلية للدالة الدالة  : إذن
  

 : حدد دالة أصلية لكل دالة من الدوال التالية -2
a-    ( )   2f x = 

    ( )  2   C   /   C  x= + ∈

 

F x  
  
b-    ( )   f x x=

( )

  

21    
2

F x x C= +  

  
c-    ( ) 3  f x x=

( )

  

41    
4

F x x C= +  

  
d-    ( ) *    /      nf x x n= ∈

( )

 

11   
1

nx
n

+  CF x = +
+

  

 
e-     ( ) { }*    ;      1rf x x r= ∈ − −

( )

 

11   
1

rF x x
r

+   C= +
+
( ) f-      f x x= 

1
2  x=

( )

  
3
22    Cte

3
x= +

( )

F x  

 
g-     ( ) ( )32   1  2 f x x x= +

( )

 

( )421    1   Ct
4

F x x= + + e  

  
11   C

1
ru

r
+ +

+
  '  :ru u⋅   الأصليــة        



 

 : خـاصيـــة -2

f  . دالة عدديةلتكن 
Ff   :   هــيfI على   فإن مجموعة الدالة الأصلية للدالة I على مجال  دالة أصلية للدالة إذا آانت 

 F λ+  حيث   λ ∈.  

  

  : بـرهــــان

  . عدد حقيقيλ   و FfI على  دالة أصلية للدالة لتكن 
)    : لدينا ) '   '   F F fλ+ = =

  F
  

λ+f  : إذن    .I على   هـي أيضـا دالة أصلية  للدالة 
F    هــيfI على ال الأصلية للدالة و  مجموعة الد: ومنه λ+.  

 : خـاصيـــة -3

  .fI دالة عددية تقبل دالة أصلية على لتكن 
0y0y عنصر حقيقي    و I من ليكن  ∈

Ff
0x.  

   .I على  للدالة توجد دالة أصلية وحيدة 
)    : حيث )0 0  F x y=

  
  : أمـثـلـــة

) f    والتي تحقق الشرطحدد الدالة الأصلية للدالة  )0 0 F x y=.  

1-    ( ) ( )2   1                       1F f x x= = + 

)     : لدينا ) 21        1
2

F x x x C= + + =  

)    : وبما أن )2   1F =  

21      : فإن       1
2

x x C+ + =

2    1C

  

       2   + + =
 3= −

  
   C  : ومنه

  

2-    ( ) ( ) 2

20   0                     
  1

F f x
x

= =
+

  

)     : لدينا )  2  tan    F x Arc x C= +  

)    : وبما أن )0   0F =  
C      : فإن  0=  
)    : إذن )  2  tan  Arc x=F x  

  

3-    ( ) 0                     cos  2 
2

F f x xπ⎛ ⎞ = =

( )

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

)     : لدينا )1  sin  2   
2

F x x C= +  

0     : وبما أن
2

F π⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 0

  

C      : فإن =  



 

( ) 1  sin  2
2

   F x x=

 : خـاصيـــة -4

   .FfI على  دالة أصلية للدالة إذا آانت 
   .I على g دالة أصلية للدالة G   و   

F      دالة أصلية للدال  الدالة: فإن G+f g      .I على +ة  
  
  

 : خـاصيـــة -5

    .أصلية  تقبل دالة Iآل دالة متصلة على مجال 
  

  
  : ملاحـظــة وخـاصيـــة

   λيوجد عدد حقيقي  ،  فإنه FfI على  دالتين أصليتين للدالة G و إذا آانت 
F    : حيث G   λ− =  

  
 : جــدول الــدوال الأصليــة الاعتيـاديـــة -6

fF  ة ــالدال   اتـــلاحظـم  )ة ــالأصلي ( ة ــالدال

1  x C+  

x
C∈

21
2

x C+     
  

nx11
1

nx C
n

+ +
+

    n∈  

rx  11
1

rx C+{ }1∈ − −   +
+r

r  

'11
1

nu C
n

+ +
+

n   ∈   nu u⋅  

'  11
1

ru C+

r
+

+
{ }1∈ − −   ru u⋅r  

2

1
1x +

tan  Arc x C   +    

cos xsin  x C   +    

sin x cos x C− +       

( )cos ax b+  ( )1  sin ax b C
a

+ +0a   ≠  

( )sin ax b+  ( )1 s  co ax b C
a
−

+ +0a   ≠  

( )2
2

1an
cos

x 
2

x kπ π≠ +  1 t
x

+ =tan  x C   +  

  



 

  : تطبيـقـــــات

f  :  في الحالات التاليةحدد دالة أصلية للدالة 

( ) 1-      
2

2

 1  
 1

xf x
x

−
=

+
  

           
2

2

 1  2 
 1

x
x
+ −
+

=  

   2

 2   
 1x

−
= +

+
  1

( )    2 tan   F x x Arc x =  C    : إذن − +
  

2-    ( ) 3 2    1f x x x= +  

)     : لدينا ) 3 21  2    1
2

f x x x= +  

     ( ) ( )
1

2 31    1  2 
2

x x

( )

= +  

)   : ومنه )
1

2 31 1     112   1  
3

F x x
+

= +
+

1
  

        ( )
4

2 31 3     1
3 4

x += ×  

     ( )
4

2 33    1
8

x

( )

= +  

      : إذن
4

3 23    1
8

F x x= +  

  
3-    ( ) ( ) 2 2   1      3f x x x x= + + +  

         ( ) ( )
1

2 2    3  2   x x x 1= + + +

( )

  

( )
3

2 22      3
3

x x= + +F x  

  

( ) 4-    
3

5

sin  
cos

xf x
x

=  

           ( ) 3
2

1 tan   
cos

x   
x

F x = ⋅

41  tan
4

x=          

  

)    : لدينا  -5 ) ( )223   1  f x x x= +  



 

( ) ( )
2

2 31    1  2
2

 f x x= +

( )

x  

)        : إذن )
5

2 31 3     1   
2 5

F x x  C= + +

       ( )
5

2 33    1   
10

x C= + +  

HP
Nouveau tampon
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 النهايات و الاتصال

 
 

I-النهاية المنتهية   
 0x عندlالنهاية  - 1

  0 عند 0النهاية   - أ
   تمرين

) حيث g و f    نعتبر الدالتين ) 2f x x= و ( )
3xg x
x

=  

   fيا مثل مبيان) أ -1

[بين مبيانيا أن ) ب [ { }( ) ] [0 0 / ; 0 ;fε α α α ε ε∀ ∃ − − ⊂ −; ;  

  بين ذلك جبريا) ج
  

   gمثل مبيانيا )  أ-2     -2

[بين مبيانيا أن ) ب [ { }( ) ] [0 0 / ; 0 ;gε α α α ε ε∀ ∃ − − ⊂ −; ;  

  بين ذلك جبريا) ج
    أتمم الجدول التالي-3     

x  ( )f x  ( )g x  
210−−      
510−−      

10010−−      
0  ///////////////////// ////////////////////// 

10010−      
510−      
210−      

  :ملاحظة
) يقترب 0 من x    نلاحظ آلما اقترب  )f x بل أآثر آلما آان0 من   ،x فان  0يؤول إلى ( )f x 0يؤول إلى  

  0 إلى xؤول  عندما ي0هي f  نقول إن نهاية 
)  نكتب  )

0
lim 0
x

f x
→

=  

  g  نفس الملاحظة على الدالة 
  تعريف  

  0 دالة معرفة على مجال مفتوح منقط  مرآزهf لتكن 
  إذا وفقط إذا آان 0 إلى xندما يؤول  ع0هي fنقول إن نهاية  

( )0 0 0fx D x f xε α α ε∀ ∃ ∀ ∈ ⇒; ; ≺ ≺ ≺  

)  نكتب  )
0

lim 0
x

f x
→

=  

  ملاحظة  
 *   ( ) ( )

0 0
lim 0 lim 0
x x

f x f x
→ →

= ⇔ =  

)    و 0ل مفتوح منقط مرآزه  منطبقتين على مجاg و fإذا آانت   *  )
0

lim 0
x

f x
→

) فان = )
0

lim 0
x
g x

→
=  
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  خاصية  
*a n∀ ∈ ∀ ∈\ `           

0 0
lim 0 lim 0n
x x
ax a x

→ →
= =  

  خاصية   
)  بحيث 0 مفتوح منقط مرآزه I وجد مجالإذا  ) ( )x I f x u x∀ ∈ ) و آان ≥ )

0
lim 0
x
u x

→
   فان =

( )
0

lim 0
x

f x
→

=  

   البرهان 
0β   ليكن  [ و ; [ { }; 0I β β= − −  

[  لدينا  [ { } ( ) ( ); 0x f x u xβ β∀ ∈ − − ≤  

)  و حيث أن  )
0

lim 0
x
u x

→
) فان    = )0 0 0fx D x u xε α α ε∀ ∃ ∀ ∈ ⇒; ; ≺ ≺ ≺  

)  نعتبر  )inf ;λ α β= 
( )

( ) ( )
0 0 0f

u x
x D x

f x u x

ε
ε λ λ

∀ ∃ ∀ ∈ ⇒
≤

≺
; ; ≺ ≺  

) و بالتالي   )0 0 0fx D x f xε λ λ ε∀ ∃ ∀ ∈ ⇒; ; ≺ ≺ ≺   

) إذن  )
0

lim 0
x

f x
→

=  

  تمرين 

       بين أن 
0 0

1lim 0 ; lim sin 0
1x x

x x
x x→ →

= =
+

  

  0x عندl النهاية -ب

  0x دالة معرفة على مجال مفتوح منقط  مرآزهf  لتكن 

): حدسيا )f x تؤول إلى l عندما يؤو ل x 0 إلىx  

   0 من h أي عندما تقترب 0xمن x  عندما يقترب 

0hحيث  x x= ) فان − )f x l− 0 تقترب من  

)  أي  )0f x h l+   0 تقترب من −

  تعريف    
  0x دالة معرفة على مجال مفتوح منقط  مرآزهf لتكن 

) إذا وفقط إذا آان نهاية الدالة 0x إلىx عندما يؤول lهي f  نقول إن نهاية  )0h f x h l→ +  0 هي−

  0 إلى hعندما يؤول
)  نكتب  )

0
lim
x x

f x l
→

=  

   ملاحظة 
 *       ( ) ( )

0
00

lim lim
x x h

f x l f x h l
→ →

= ⇔ + =  

*       ( ) ( )
0 0

lim lim 0
x x x x

f x l f x l
→ →

= ⇔ − =  

  وحيدة فان هذه النهاية 0xإذا آانت لدالة نهاية عند        * 

 *       ( ) ( )
0 0

lim lim 0
x x x x

f x l f x l
→ →

= ⇔ − =  

 *       ( )
0

*
0lim 0n

x x
a n a x x

→
∀ ∈ ∀ ∈ − =\ `  

    بين أن  تمرين  
4

2 1lim 9
3x

x
x→

−
=

−
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       خاصية 
)  بحيث 0x مفتوح منقط منقط مرآزه I   اذا وجد مجال ) ( )x I f x l u x∀ ∈ − ) و آان ≥ )

0

lim 0
x x

u x
→

= 

)فان  )
0

lim
x x

f x l
→

=  

  
  تمرين  

2       بين أن 

0

1lim 2 cos 2
x

x
x→

+ =  

   خاصية
)    إذا آان )

0
lim
x x

f x l
→

) فان = )
0

lim
x x

f x l
→

=  

   اتصال دالة-2
  
      تعريف-أ

  0x دالة معرفة على مجال مفتوح مرآزهf لتكن 
   إذا وفقط إذا آان 0xمتصلة في fتكون 

    ( ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
→

=  

   أمثلة
nx الدوال  ax→ 0 متصلة في ( )*n a∈ ∈` \  

   الدوال الثابتة متصلة في آل نقطة من مجموعة تعريفها
x الدالة  x→ 0 متصلة في  

   اصطلاح 
 متقطعة f فإننا نقول إن 0x و آانت غير متصلة في 0x دالة معرفة على مجال مفتوح مرآزهf إذا آانت 

  0xفي 
  تمرين  

) بـ                             \ دالة معرفة على f           نعتبر  )

( )

2 1 1
1

1 2

xf x x
x

f

 −
= ≠

−
 =

  

  1 فيfس اتصال    أدر
  خاصية-ب

 \   آل دالة حدودية متصلة في آل نقطة من 

 البرهان 
  \ عنصر من 0x دالة حدودية و P    لتكن 

) حيث       Q حدودية    نعلم أنه توجد ) ( ) ( ) ( )0 0P x P x x x Q x− = −  

     نفترض أن 
       ( ) 1

1 1 0.......n n
n nQ x a x a x a x a−

−= + + + + ( ) 1
1 1 0.......n n

n nQ x a x a x a x a−
−≤ + + + +  

} حيث iaأآبر الأعداد Mليكن  }0;1...;i n∈منه و( ) 1( ....... 1)n nQ x M x x x−≤ + + + +  

0 نفترض أن      01 1x x x− +≺ ) و ≻ )0 0sup 1 ; 1x xα = − x   ومنه+ α≺   

) و بالتالي   ) 1( .... 1)n nQ x M α α α−≤ + + + +  

)1 نضع  .... 1)n nk M α α α−= + + + ) ومنه + )0 0x x Q x k x x− ≤ −  
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) وبالتالي ) ( )0 0P x P x k x x− ≤ −  

  و حبث أن 
0

0lim 0
x x

k x x
→

− ) فان = ) ( )
0

0lim
x x

P x P x
→

=  

  0x متصلة في P    إذن 
 ج- تطبيقات على حساب النهايات

2   حدد 2

2 1
lim 7 2 ; lim 3 4 2
x x

x x x x
→ →−

− − + −       
3 2 2

5 1

4 4 5 3 5 2lim ; lim
5 1x x

x x x x x
x x→ →

− − − − +
− −

  

  
   تمديد بالاتصال-  د

 الدالة 
2 1:

1
xf x
x
−

→
−

  1 غير معرفة في 

)  ولدينا  )
2

1 1 1

1lim lim lim 1 2
1x x x

xf x x
x→ → →

−
= = + =

−
  

) المعرفة بـ g  الدالة  )

( )

2 1 1
1

1 2

xg x x
x

g

 −
= ≠

−
 =

} في f   تنطبق على     1 ومتصلة في \−1{

  1 في f تمديد بالاتصال لدالة g  نقول ان 
  تعريف    

  0x في l لكن لها نهاية 0x دالة غير معرفة في f لتكن 

 المعرفة بـ g  الدالة 
( ) ( )
( )0

fg x f x x D
g x l

 = ∈
 =

 f  تسمى تمديد بالاتصال لدالة 0x  هي دالة متصلة في

   0x في
  
  تمرين  

   في الحالتين0x  فيfمديدا بالاتصال لدالة            أعط ت

( )
2

0

3 2 8
2

2

x xf x
x

x

 + −
=

 +
 = −

                
( ) 2

0

1sin

0

f x x
x

x

 =

 =

  

    النهاية على اليسار-النهاية على اليمين - 3

)  المعرفة بـf  نعتبر الدالة  ) ( )1 2
1

x x
f x

x
− +

=
−

  

  { }1fD =   )fCأنشئ   ( \−

[ على fنلاحظ أن قصور الدالة *  ) حيث g ينطبق مع قصور  الدالة ∞+;1] ) 2g x x= +  

) ونعلم أن  )
1 1

lim lim 2 3
x x
g x x

→ →
= + =  

   1 عل يمين 3 هي f نقول ان نهاية 
)  و نكتب  )

1
lim 3
x

f x
+→

)  أو = )
1
1

lim 3
x
x

f x
→

=
;

  

[ على fنلاحظ أن قصور الدالة *  ) حيث hطبق مع قصور  الدالة  ين∞−1;] ) 2h x x= − −  

)ونعلم أن  )
1 1

lim lim 2 3
x x
h x x

→ →
= − − = −  

  1 على يسار -3 هي f نقول ان نهاية 
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)  و نكتب  )
1

lim 3
x

f x
−→

= )  أو − )
1
1

lim 3
x
x

f x
→

= −
≺

  

   تعريف 
[ دالة معرفة على مجال من نوع fلتكن       [0 0;x x α+ 0 حيثα ;  

[ها على   إذا آان قصور0x على يمين l تقبل النهاية fنقو ل ان        [0 0;x x a+ 0حيثa  ينطبق مع ;

  قصور
) و نكتب 0x عند l تكون نهايتها 0xدالة معرفة على مجال مفتوح منقط منقط مرآزه        )

0

lim
x x

f x l
+→

=    

)أو        )
0

0

lim
x x
x x

f x l
→

=
;

  

   بالمثل نعرف النهاية على اليسار
   خاصية 

( ) ( ) ( )
0 0 0

lim lim lim
x x x x x x

f x l f x f x l
+ −→ → →

= ⇔ = =  

   تمرين 
   في الحالتين التاليتين0x في f         أدرس نهاية الدالة 

                  ( )
3

0

2

0

x x
f x

x
x

 +
 =

 =

  

   

( )
( )

2

2

0

4 4 2
2 2 2

2

f x x x x
f x x x x

x

 = + + − = + ≤ −
 = −

;
  

  نتائج 
) إذا وفقط إذا آان 0x متصلة على يمين fتكون  ) ( )

0
0lim

x x
f x f x

+→
=  

) إذا وفقط إذا آان 0x متصلة على يسارfتكون  ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
−→

=  

  0x وعلى يسار0x متصلة على يمين f إذا وفقط إذا آان تكون 0x متصلة فيfتكون 
  تمرين 

              −1 متصلة في f لكي تكون a حدد -1 
( )
( )

3 1
1 1

f x x ax x
f x x x

 = + −


= − + ≤ −

;
  

   في الحالتين 0x في f أدرس اتصال -2

 
( )
( )0 2

2 1 2
2 ;

1 2

f x x x
x

f x x x

 = += 
= − ≤

;
                   

( )

( )
0

2

1sin 0
0 ;

0

f x x x
xx

f x x x x

 == 
 = − ≤

;
  

 4-  الاتصال في مجال
  تعريف
] دالة معرفة على  f لتكن  ];a b  

[ متصلة علىfتكون  [;a bآل نقطة من   إذا وفقط إذا آانت متصلة في ] [;a b  

] متصلة علىf تكون  ];a b إذا وفقط إذا آانت متصلة في آل نقطة من  ] [;a b ومتصلة على يمين a  

 bو متصلة على يسار 
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[ بالمثل نعرف الاتصال على  ];a b و على [ [;a b  

   ملاحظة 
]التمثيل المبياني لدالة متصلة على           ];a b هو خط متصل طرفاه النقطتين اللتين 

)إحداثيتيهما )( );a f a         و ( )( );b f b  

II-  أو عند ∞+النهاية المنتهية عند −∞  
  ∞+ عند 0النهاية  - 1
  تمرين 

) حيث f نعتبر الدالة  ) 1f x
x

=  

  fCأرسم  -1

 أتمم الجدول التالي و ماذا تلاحظ -2
 

1001010  
121010  

91010  
10010  x  

        ( )f x  

  بين أن  -3

] [( ) ] [0 0 ; ;B f Bε ε ε∀ ∃ +∞ ⊂ −; ;  

  
  
 
 
 
 
 
 
 

-3   
0ε ليكن  ;   

0B   نبحث عن  )حيث; )x B f x ε⇒; ≺   

) لدينا  ) 1 10x f x x
x

ε ε
ε

∀ ⇔ ⇔; ≺ ≺ ;  

 نأخد 
1B
ε

=  

)للحصول  )0 0B x B f xε ε∀ ∃ ⇒; ; ; ≺  

) نقول إن  )f xعندما يؤول 0 تؤول الى x إلى +∞  

)  نكتب  )lim 0
x

f x
→+∞

=  

   تعريف
[ يحتوي حيز تعريفها على مجال من نوع f لتكن  [;a +∞  

) نقول إن  )f xعندما يؤول 0 تؤول الى x إذا وفقط إذا آان ∞+ إلى 

( )0 0B x B f xε ε∀ ∃ ⇒; ; ; )  نكتب ≻ )lim 0
x

f x
→+∞

=  

  
 

  خاصيات
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  1خاصية

( ) *; lim 0 ; lim 0nx x

k kk n
x x→+∞ →+∞

∀ ∈ × = =\ `  

  

  2 خاصية
[ وجد مجال على شكل إذا [;a    بحيث ∞+

] [ ( ) ( );x a f x u x∀ ∈ +∞ ) وآان ≥ )lim 0
x

u x
→+∞

) فان = )lim 0
x

f x
→+∞

=  

  
  تمرين تطبيقي 

2 أحسب 
7lim

4 3x x→+∞ +
  

 2 24 3x x+ 2 ومنه ; 2
7 7

4 3x x
≤

+
2 وحيث 

7lim 0
x x→+∞

2 فان =
7lim 0

4 3x x→+∞
=

+
  

  ∞+ عند lالنهاية  - 2
  تعريف
[ يحتوي حيز تعريفها على مجال من نوع f لتكن  [;a +∞  

) نقول إن  )f xتؤول الى l عندما يؤول x إذا وفقط∞+ إلى   

) إذا آان   )0 0B x B f x lε ε∀ ∃ ⇒ −; ; ; ≺  

)  نكتب  )lim
x

f x l
→+∞

=  

  

  
 مثال 

 بين أن 
2

2
2lim 1
1x

x
x→+∞

−
=

+
  

  ∞− عند l النهاية -3  
  تعريف
[ يحتوي حيز تعريفها على مجال من نوع f لتكن  [;a−∞  

) نقول إن  )f xتؤول إلى l عندما يؤول xإذا وفقط إذا آان∞−ى  إل ( )lim
x

f x l
→+∞

− =  

)  نكتب  )lim
x

f x l
→−∞

=  

  
  
  ملاحظات  
) زوجية فان f إذا  آانت -  ) ( )lim lim

x x
f x f x

→−∞ →+∞
=  

)فردية فان f إذا  آانت - ) ( )lim lim
x x

f x f x
→−∞ →+∞

= −  

 III-النهايات المنتهية والترتيب   
    خاصيات

   
 

  1 خاصية
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   0x مرآزه I دالة معرفة  على مجال مفتوح منقط f لتكن  

)  إذا آان  )
0

lim
x x

f x l
→

0l فان I موجبة على f و = ≥  

  2خاصية
  0x دالة معرفة  على مجال مفتوح منقط مرآزه fلتكن  

)إذا آان )
0

lim
x x

f x l
→

0l بحيث = ) بحيث 0xمرآزه J فانه يوجد مجال مفتوح منقط≠ ) 0x J f x l∀ ∈ × ;  

  3خاصية
f و gدا لتان معرفتان على مجال مفتوح منقط I  0مرآزهx   

) إذا آان  )
0

lim
x x

f x l
→

)و = )
0

lim '
x x

g x l
→

f و آان = g≥ على I فان 'l l≥  

  4خاصية
f و g و h دوال معرفة  عى مجال مفتوح منقط I 0 مرآزهx   

) إذا آان  ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f x g x l
→ →

= f وآان = h g≥ ) فان I على ≤ )
0

lim
x x

h x l
→

=  

IV-العمليات على النهايات المنتهية   
f و g0 دالتان لكل منهما نهاية منتهية فيx و λعدد حقيقي   

f  الدوال  g+ و fλ و f g× و f 0 لها نهاية منتهية فيx  

 
( )( ) ( ) ( )

0 0 0
lim lim lim
x x x x x x

f g x f x g x
→ → →

+ = +                 ( )( ) ( ) ( )
0 0 0

lim lim lim
x x x x x x

f g x f x g x
→ → →

⋅ = ×  

 ( )( ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f x f xλ λ
→ →

⋅ =                 ( ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f x f x
→ →

=  

) إذا آانت  )
0

lim 0
x x

f x
→

) فان                  ≤ ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f x f x
→ →

=  

) إذا آان  )
0

lim 0
x x

g x
→

) فان        ≠ )
( )

( )
0

0
0

lim
lim

lim
x x

x x
x x

f xf x
g g x

→

→
→

 
= 

 
 

0x الخاصيات تبقى صالحة في  ملاحظة = 0x و ∞+ = −∞  
 V -العمليات على الدوال المتصلة   

  خاصيات 
  0x هي دالة متصلة في0x  مجموع دالتين متصلتين في -*
  0x هي دالة متصلة في0x جداء دالتين متصلتين في -*
  0x في عدد حقيقي هي دالة متصلة    في0xء دالة متصلة في  جدا-*

) وآان 0x دا لتين متصلتينg و f  اذا آانتا -* )0 0g x ن الدالتين    فا≠
1
g

 و 
f
g

  0x متصلتان في

  0xمتصلة في   f فان دالة  0x ومتصلة في 0x موجبة على مجال مفتوح مرآزهf اذا آانت-*

) متصلة وآانتf اذا آانت -* )x f ax b→   فان الدالة 0xدالة معرفة على مجال مفتوح مرآزه+

( )x f ax b→   0x     متصلة في +

  نتيجة
   آل دالة جدرية متصلة  على مجموعة تعريفها

   الدالة الجدرية هي خارج دالتين حدوديتين تذآير
  تمارين  
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   حدد -1
2 2

2 21 3

3 5 2lim ; lim
1 6x x

x x x x
x x x→ →

− + −
− + −

        2

2 1

3 2lim ; lim 5 2
2x x

x x x x
x→ →

− −
+ −

−
  

   أدرس اتصال الدوال -2 

  ( )
2

2
2 3 1x xf x
x x
− +

=
−

      ( ) 2 1 2g x x x= − + −   
( )
( )

2

2

2 1

2 1

h x x x x

h x x x

 = −


= − + ≤

;
        ( )

22 3x xt x
x
−

=  

VI -الدوال المثلثية   

;  نقبل النتيجة  sin tan
2 2

x x x xπ π− ∀ ∈ ≤ ≤  
  

sinx نهايات و اتصال الدوال -1 x→ و cosx x→ و tanx x→  

;لدينا *  sin
2 2

x x xπ π− ∀ ∈ ≤  
     و 

0
lim 0
x

x
→

 ومنه =
0

lim sin 0
x

x
→

=  

sinx  إذن الدالة  x→ ومنه الدالة0 متصلة في      sin( )x ax b→   0 متصلة في +

*          2

0 0
lim cos lim1 2sin 1

2x x

xx
→ →

= − =  

cosx           إذن  x→0 متصلة في  

              
0 0

sinlim tan lim 0
cosx x

xx
x→ →

= =  

             tanx x→ 0 متصلة في  
0xليكن         *  ∈\  

0
00

0 0
0

0 0 0

lim sin lim sin( )

lim[sin cosh sinh cos ]

sin cos0 sin 0cos sin

x x h

h

x x h

x x

x x x

→ →

→

= +

= +

= + =

  

sinx  إذن دالة  x→ 0 متصلة فيx  
  خاصية  

sinxالدالتان  x→ و cosx x→متصلتان في \  

tanxالدالة  x→ متصلة في حيز تعريفها /
2

k kπ π − + ∈ 
 

\ ]  

   نتائج 
)sinالدالتان  )x ax b→ )cos و + )x ax b→   \ متصلتان في+

)tanالدالة  )x ax b→    متصلة في حيز تعريفها+

  نهايات اعتيادية هامة - 2

 نحدد 
0

sinlim
x

x
x→

  

; لدينا  sin tan
2 2

x x x xπ π− ∀ ∈ ≤ ≤  
 ومنه 

1 1 1
tan sinx x x

≤ 0x  حيث ≥ ≠  

 وبالتالي 
sin sin sin
tan sin
x x x
x x x
≤     أي أن ≥

sincos 1xx
x

≤ ≤  

  و حيث أن 
0

lim cos 1
x

x
→

sin و x و   = x فان 0 لهما نفس الإشارة بجوار 
0

sinlim 1
x

x
x→

=  

*  



        

2
2

2 20 0
0

2sin sin1 cos 1 12 2lim lim lim
2 2

2
x x

x

x x
x

xx x→ →
→

 
 −

= = × = 
  
 

  

 * 
0 0

tan sin 1lim lim 1
cosx x

x x
x x x→ →

= × =  

   خاصية 

0

sinlim 1
x

x
x→

و              =
0

tanlim 1
x

x
x→

20         و        =

1 cos 1lim
2x

x
x→

−
=  

  نتيجة 

0

sinlim 1
x

ax
ax→

             و            =
0

tanlim 1
x

ax
ax→

=  

  تمرين    

    حدد  
0

2

sin3 cos 2lim ; lim
3 1 sinx x

x x
x xπ→ → +

  ،  
0

sin 3lim
4x

x
x→

        
2

20

sinlim
3x

x
x→

   ،    
0

sinlim
sin 3x

x
x→

    ،    

0

tan 3lim
sin 2x

x
x→

،          
0

1 cos 2lim
x

x
x→

−
     ،      

4

cos sinlim

4
x

x x

x
π π→

−

−
           

0

cos 4 cos 2lim
sin 4 sin 2x

x x
x x→

−
+

  

VII-النهايات اللامنتهية   
  0x عند  ∞− أو∞+النهاية  - 1

   تمرين    

)   نعتبر  ) 1f x
x

=  

  fCأنشئ  -1

  

  أتمم الجدول التالي -2

1001010− 
121010−  

91010−  
10010−  x  

        ( )f x  

  )بين ذلك(حظ ماذا تلا 
  تعريف 

  .0 دالة معرفة على مجال مفتوح منقط  مرآزهfلتكن     * 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

lim 0 0 0fx
f x A x D x f x Aα α

→
= +∞⇔ ∀ ∃ ∀ ∈ ⇒; ; ≺ ≺ ;  

  خاصية
  .0x دالة معرفة على مجال مفتوح منقط  مرآزهfلتكن 

( ) ( )
0

00
lim lim
x x h

f x f x h
→ →

= +∞⇔ + = +∞  

  خاصية
  .0x دالة معرفة على مجال مفتوح منقط  مرآزهfلتكن 

( ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f x f x
→ →

= −∞⇔ − = +∞  

  خاصية

*  ليكن  *;n k +∈ ∈` \          
0 0

lim ; lim
nx x

k k
xx→ →

= +∞ = +∞  

 ∞−أو ∞+  عند ∞− أو∞+النهاية  - 2
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[ دالة معرفة على مجال من نوع fلتكن     *  [;a +∞.  

                   ( ) ( ) ( ) ( )lim 0 0 fx
f x A B x D x B f x A

→+∞
= +∞⇔ ∀ ∃ ∀ ∈ ⇒; ; ; ;  

  خاصية
( ) ( )lim lim

x x
f x f x

→+∞ →+∞
= −∞⇔ − = +∞  

  خاصية
( ) ( )lim lim

x x
f x f x

→−∞ →+∞
= −  

  النهايات والترتيب
) , Iمنxإذا آان   لكل        *   ) ( )f x u x≥ و آان ( )

0

lim
x x

u x
→

= ) فان ∞+ )
0

lim
x x

f x
→

= +∞      

) , Iمنxإذا آان   لكل        *   ) ( )f x u x≤ و آان ( )
0

lim
x x

u x
→

= ) فان ∞− )
0

lim
x x

f x
→

= −∞      

 على 0x على اليمين أو عند 0x أو عند ∞− أو عند ∞+    الخاصيات السابقة تبقى صالحة عند  ملاحظة

[ على التوالي بالمجالات Iاليسار مع تعويض  [;a [ و ∞+ [;a−∞ و ] [0 0;x x α+ و ( ) ] [0 00 ;x xα α−;  

VIII-  اللامنتهيةالعمليات على النهايات 
  .        g و f     تعتبر دالتين       

  : تكون لدينا النتائج التالية∞− أو عند ∞+ على اليسار أو عند 0x على اليمين أو عند 0x أو عند 0xعند 
 

   نهاية مجموع-   أ
fنهاية   gنهاية  fنهاية g+  

l    0l ≠  +∞  +∞  

l    0l ≠  −∞  −∞  

+∞  +∞  +∞  

−∞  −∞  −∞  

  شكل غير محدد  ∞−  ∞+

 ب- نهاية جداء
fنهاية   gنهاية  fنهاية g×  

l    0l   lمع وضع إشارة∞  ∞+  ≠

l    0l   lإشارة مع وضع عكس∞  ∞−  ≠

   محددشكل غير  ∞+  0

  شكل غير محدد  ∞−  0

+∞  +∞  +∞  

−∞  −∞  +∞  

+∞  −∞  −∞  

  ملاحظة:
λ حيث fλ   لحساب نهاية    آجداء الدالةfλ يمكن اعتبار \∋

x  الثابتة  λ→ التي نهايتها هي λ و الدالة f  
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 ج- نهاية خارج
fنهاية   gنهاية  fنهاية

g
  

l      +∞  0  

l      −∞  0  

l 0 حيثl   lمع وضع إشارة∞  +0  ≠

l 0 حيثl   lإشارة مع وضع عكس∞  −0  ≠

  شكل غير محدد  0  0

  شكل غير محدد  ∞+  ∞+

  شكل غير محدد  ∞−  ∞−

  شكل غير محدد  ∞−  ∞+

+∞  l 0 حيثl   lمع وضع إشارة∞  ≠

−∞  l 0 حيثl   lإشارة مع وضع عكس∞  ≠

  f نهاية - د
  fنهاية   fنهاية

+∞  +∞  

  
IX-تطبيقات   

  دالة  القوة الصحيحة -1
n∈`    lim*ليكن  n

x
x

→+∞
= +∞  

lim زوجي فان nإذا آان  - n
x

x
→−∞

= +∞  

limفردي فان n إذا آان -                      n
x

x
→−∞

= −∞  

  نتيجة 

    `∋n*ليكن 
1lim 0nx x→±∞
=  

   الدالة الحدودية- 2
( )

( )

1
1 1 0

1 01
1

.......

1 .......

n n
n n

n n
n n n

n n n

f x a x a x a x a

a aaf x a x
a x a x a x

−
−

−
−

= + + + +

 
= + + + +  

 

  

1  وحيث 01
1lim 1 ....... 1n

n nx n n n

a aa
a x a x a x

−
−→+∞

 
+ + + + = 

 
)  فان  )lim lim n

nx x
f x a x

→+∞ →+∞
=  

  
   هي نهاية  حدها الأعلى درجة∞− أو ∞+ إلى xا يؤول  نهاية دالة حدودية عند م
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  أمثلة   
5 2 5

7 3 7

lim 4 3 5 1 lim 4

lim 3 7 31 lim 3
x x

x x

x x x x

x x x x
→+∞ →+∞

→−∞ →−∞

− + − + = − = −∞

− + − + = − = +∞
  

   الدالة الجدرية- 3
  

   هي نهاية خارج  حديها الأآبر درجة∞− أو ∞+ الى xنهاية دالة جدرية عند ما يؤول 
  
   أمثلة  

   

5 2 5
3

2 2

7 3 7

9 2 9 2

4 3 5 1 4 4lim lim lim
33 1 3

3 7 31 3 3lim lim lim 0
3 4

x x x

x x x

x x x x x
x x x

x x x x
x x x x

→+∞ →+∞ →+∞

→−∞ →−∞ →−∞

− + − + − −
= = = −∞

− +
− + − + − −

= = =
+ −

  

                           
5 2 5

5 4 5
7 3 5 1 7 7lim lim

33 1 3x x

x x x x
x x x→+∞ →+∞

+ − +
= =

− +
  

   تمارين
     حدد النهايات

2

2 21 1

2

1 2

2 2 31 0

2
2

2

20 1

2 1lim ; lim
2 3 2 3

5 2 6lim lim
1 2

3 2 1 1lim lim
3 2

2 3lim 2 lim
2 1

4 2 2 2lim ; lim
1

3 4 2lim ; lim
1 4

x x

x x

x x

x x

x x

x x

x x x
x x x x
x x x
x x
x

x x x x

x xx x
x

x x
xx x

x x
x x

+

+

→ →−

→− →

→ →

→+∞ →+∞

→ →

→+∞ →+∞

+ − +

+ − − −

+ − − −
+ −
−  − 

− +  

+ +
− −

−

+ − −
−−

+ − −
+ −
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درس الاتصال 

 
)الثانية �لوم تجري��ة(  

 
 تذكير : النهايات  )1

limلدينا :  ℕ∗من  nلكل  .1
n

x
x

→+∞
= limو    ∞+

n

x

nزو��
x

∞−→�������nدي





+∞
=

−∞
 

 

 هي نهاية حدها الأعلى درجة ∞−أو  ∞+نهاية دالة حدودية عند  .2

 

 نهاية دالة جذرية هي خارج نهاية حدها الأعلى درجة في البسط على حدها الأعلى درجة في المقام .3

 

4. 
( )

0

sin
lim
x

ax
a

x→
)و     = )

0

tan
lim
x

ax
a

x→
و     =

20

1 cos 1
lim

2x

x

x→

− = 

 

 جداول النهايات:  .5

+∞

  −∞  +∞  l  l

  l

  limf  

−∞

  −∞  +∞  −∞  +∞  '

l

  lim

g  

شكل غير 

محدد

  
−∞

  +∞  −∞  +∞  '

l l+

  lim

f g+

  

  

±∞

  −∞ −∞  +∞  +∞  0

l <

  0

l <

  0

l >

  0

l >

  l

  lim

f  

0

  −∞ +∞  −∞  +∞  −∞

  +∞  −∞

  +∞

  'l  lim g

  

شكل غير 

محدد

  
+∞

 −∞  −∞  +∞  +∞

  −∞  −∞  +∞  'l l×

  lim

f g×
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 −∞  +∞  0

−

  0

+  0l ≠

  limf  

0  0  −∞

  +∞  

1

l
  1

lim
f

  

  

−∞

  −∞  +∞  +∞  ±∞  l  0

l <

  0

l <

  0

l >

  0

l >

  l

  lim

f  

0
−

  0

+

  0

−  0
+

  ±∞  ±∞  0

−

  0

+

  0

−  0
+

  ' 0

l ≠

  lim

g

  

+∞

محددشكل غير   ∞+  ∞−  ∞−  

  
0  +∞  −∞  −∞  +∞  

'

l

l
  lim

f

g

  

  

 اتصال دالة في عدد : )2

  

  :1تعريف 

f

) ⇔ aمتصلة في   ) ( )

lim f x f a
x a

=
→

    

  

1aفي العدد  fأدرس اتصال الدالة  مثال :  =  :( )
( )

2
6 7

; 1
1

1 8

x x
f x x

x

f







+ −= ≠
−

=
  

)لدينا   :  )1 8f = .

لنحسب   

( )
1

lim
x

f x
→

  

( )
1

lim 7 8
x

x
→

+ ==( )( )
1

1 7
lim

1x

x x

x→

− +
−

=( )
2

1 1

6 7
lim lim

1x x

x x
f x

x→ →

+ −=
−

  

)بما أن  ) ( )
1

lim 1
x

f x f
→

  .1متصلة في العدد  fفإن  =
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تعريف  

2:  

� f

aمتصلة في  

 ⇔على اليمين 

( ) ( )lim
x a
x a

f x f a
→
>

= 

� f  متصلة فيa على اليسار⇔ 

( ) ( )lim
x a
x a

f x f a
→
<

=  

� f  متصلة فيa ⇔ 

( ) ( ) ( )lim lim
x a x a
x a x a

f x f x f a
→ →
> <

= =  

  

0aفي العدد  fأدرس اتصال الدالة  مثال :  =     :

 

( ) ( )

( ) 2

sin 2
; 0

2 ; 0

x
f x x

x

f x x x x







= >

= − + ≤
  

)لدينا   :  ) ( ) ( )2

0 0 2 20f − + ==

 .

  

)لنحسب  )
0
0

lim
x
x

f x
→
>

 :  ( ) ( ) ( )
0 0 0
0 0 0

sin 2 sin 2
lim lim lim2. 2

2x x x
x x x

x x
f x

x x→ → →
> > >

= = =  

)لنحسب  )
0
0

lim
x
x

f x
→
<

:                                                                        

( ) 2

0 0
0 0

2lim lim 2
x x
x x

x xf x
→ →
< <

− += =  

)بما أن :  ) ( ) ( )
0 0
0 0

0lim lim
x x
x x

ff x f x
→ →
> <

= = 

 

 الإتصال على مجال : )3

  خاصيات :

� f

متصلة على مجال  

,a b  

fيعني  

 

,متصلة في جميع عناصر المجال 

a b  

 

� f  متصلة على مجال,a b    يعنيf  متصلة في جميع عناصر المجال,a b    و متصلة على يمينa   و

  bمتصلة على يسار 

� f  متصلة على مجال,a b    يعنيf  متصلة في جميع عناصر المجال,a b    و متصلة على يمينa 

� f  متصلة على مجال,a b    يعنيf  متصلة في جميع عناصر المجال,a b    و متصلة على يسارb  

 



 

  


م ��������� ��
  ا���
  درس ا����ل

 

4/15

 4(

 العمليات على الدوال المتصلة  

  

  أمثلة :

1. 3 1
: 1

2
f x x x− +a  متصلة علىℝ  

2. 
2

:
2

x
f x

x −
a  2,متصلة على كل مجال ضمن 2,D

f
      = −∞ ∪  دالة جدرية fلأن  ∞+

3. 2
: 7 3f x cosx x x+ − +a 

1لدينا : :f x cosxa  متصلة علىℝ   2و

2
7 3: xf x x − +a  متصلة علىℝ  

إذن 
1 2

f f f=   ℝكمجموع لدالتين متصلتين على  ℝمتصلة على  +

4. ( ): 1 sinf x x x− ×a 

1 لدينا : : 1f x x −a  متصلة علىℝ   و
2

sin: xf x a  متصلة علىℝ  

1إذن  2f f f=   ℝكجداء لدالتين متصلتين على  ℝمتصلة على  ×

5. 2: xf x −a  

ℝالدوال الحدودية متصلة على  �

  

 

 الدوال الجذرية متصلة على كل مجال ضمن مجموعة تعريفها �

 

 ℝمتصلتان على  cos و  sin الدوال المثلثية  �

 

 متصلة على كل مجال ضمن مجموعة تعريفها tan دالة  �

 

f فإن  I متصلتان على مجال  g و f إذا كانت  � g+  و f g×  متصلتان على I 

 

0g و  I متصلتان على مجال  g و f إذا كانت  � 1 فإن  I على  ≠

g
f و  

g
 .I متصلتان على  

0f و  I متصلة على مجال  f إذا كانت  �  .I متصة على  f فإن  I على  ≤

 

)بحيث   Jمتصلة على  gو  Iمتصلة على مجال  f إذا كانت  � )If J⊂  فإنg fo  متصلة علىI  
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لدينا : 

 
1
: 2f x x −a  متصلة على[ ]من  xو لكل  ∞+,2] [2,+∞  :( )1 0f x ≥  

1إذن 
f f=  متصلة على[ [2,+∞  

6. 
2

1
:

x

x
f x

+
a 

 لدينا :     
1
:f x xa  متصلة على+ℝ    

2و لدينا       

2
1: xf x +a  متصلة علىℝ  بالخصوص على+ℝ  و لكلx  من+ℝ  :( )2

0f x ≠  

1إذن      

2

f

f
f   .ℝ+متصلة على  =

7. 2
sin

7
: xf x

π + 
 

a 

2لدينا 

1
7

: xf x
π+a  حدودية متصلة علىℝ   بحيث( )1

f =ℝ ℝ  و الدالة( )2
sin: xf x a  متصلة

   ℝعلى 

إذن 
2 1

f f f=   ℝمتصلة على  �
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 5(

 صورة مجال بدالة متصلة و رتيبة قطعا 

Iالمجال   

  ( )

f I

  

  ,a b    ( ) ( ),f a f b 
 

  

  ,a b  

  ( ) ( )

, lim
x b
x b

f a f x
→
<

 
 
 

  

  ,a b  

  ( ) ( )

lim ,
x a
x a

f x f b
→>

 
 
 

  

f تزايدية قطعا

  ,

a b  

  ( ) ( )

lim ,lim
x a x b
x a x b

f x f x
→ →> <

 
 
 

  

  ,a  −∞

  ( ) ( )

lim ,
x

f x f a
→−∞

 
 

  

  ,a  −∞

  ( ) ( )

lim ,lim
x x a

x a

f x f x
→−∞ →<

 
 
 

  

  ,b  +∞

  ( ) ( )

, lim
x

f b f x
→+∞

 
 

  

  ,b  +∞

  ( ) ( )

lim , lim
x b x
x b

f x f x
→ →+∞
>

 
 
 

  

  ,  −∞ +∞

 ( ) ( )

lim , lim
x x

f x f x
→−∞ →+∞

 
 

  

  ,a b    ( ) ( ),f b f a 
 

  

  ,a b  

  ( ) ( )

lim ,
x b
x b

f x f a
→
<

 
 
 

  

  ,a b  

  ( ) ( )

,lim
x a
x a

f b f x
→>

 
 
 

  

  ,a b  

  ( ) ( )

lim ,lim
x b x a
x b x a

f x f x
→ →
< >

 
 
  

  

f

,  تناقصية قطعا 

a  −∞

  ( ) ( )

, lim
x

f a f x
→−∞

 
 

  

  ,a  −∞

  ( ) ( )

lim , lim
x a x
x a

f x f x
→ →−∞<

 
 
 

  

  ,b  +∞

  ( ) ( )

lim ,
x

f x f b
→+∞

 
 

  

  ,b  +∞

  ( ) ( )

lim ,lim
x x b

x b

f x f x
→+∞ →

>

 
 
  

  

  ,  −∞ +∞

 ( ) ( )

lim , lim
x x

f x f x
→+∞ →−∞

 
 

  



 

  


م ��������� ��
  ا���
  درس ا����ل

 

7/15

مثال  

1:  

)المعرفة بما يلي :  fنعتبر الدالة العددية  ) 2 1

1

x
x

x
f

+=
−

  

} :لدينا  } { } { }/ 1 0 / 1 1 ,1 1,fD x x x x       = ∈ − ≠ = ∈ ≠ = − = −∞ ∪ +∞ℝ ℝ ℝ  

  

]لنحدد صور المجالات التالية :  [و  3;2[ [و  ∞+;1] [و  ∞−1;] ]و  4;1[ [0;1  

  ( لأنها دالة جدرية ) fDقابلة للاشتقاق على كل مجال ضمن  fالدالة 

fxليكن  D∈  :

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 1 ' 1 2 1 1 ' 2. 1 2 1 .12 1 2 2 2 1 3
'

1 1 1 1 1
'

x x x x x xx x x
x

x x x x x
f

 
 
 

+ − − + − − − ++ − − − −= = = = =
− − − − −

  

)إذن :  ) ( )
( )2

3
'

1
f

x D f x
x

−∀ ∈ =
−

). من الواضح أن   ) ( )' 0fx D f x∀ ∈ تناقصية قطعا  fو منه الدالة  >

  fDعلى 

( ) ( ) ( ) 7
2;3 3 ; 2 ;5

2
f f f

       
 

= =  

( ) ( ) ( )
1
1

1; lim ;lim 2;
x

x
x

f x f xf
→+∞ →

>

 
        
  

+∞ = +∞=  

( ) ( ) ( )
1
1

;1 lim ; lim ;2
x

x
x

f x f xf
→−∞→

<

 
        
  

−∞ = −∞=  

( ) ( ) ( )
1
1

1;4 4 ;lim 3;
x
x

f f f x
→
>

 
        
  

= = +∞  

( ) ( ) ( )
1
1

0;1 lim ; 0 ; 1
x
x

f x ff
→
<

 
        
  

= −∞ −=  
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مثال  

2:  

)المعرفة بما يلي :  fنعتبر الدالة العددية  ) 3
7 2x x xf = + −  

  لأنها دالة حدودية ℝقابلة للاشتقاق على  fالدالة 

xليكن  ∈ℝ  :( ) ( ) 23
' 3 77 2' x xx xf = += + )إذن :  − ) ( ) 0' xx f >∀ ∈ℝ  

  ℝتزايدية قطعا على  fو منه الدالة  

  

[لنحدد صور المجالات التالية :  [;−∞ ]و  ∞+ ]1;3  

( ) ( ) ( ); lim ; lim ;
x x

f x f xf
→−∞ →+∞

         
−∞ +∞ = −∞ +∞=      

( ) ( ) ( )1;3 1 ; 3 6;46f f f        
= =    

  

 مبرهنة القيم الوسيطية : )6

fإذا كانت  

;متصلة على  

a b  

محصور بين  λفإنه لكل  

( )af

و  

( )bf

;من  cيوجد على الأقل  

a b  

بحيث  

 :( )f c λ=  

  

  نتائج :

]مبرهنة القيم الوسيطية  ( وجودية الحل على  � ],a b ( 

fإذا كانت 

,متصلة على  

a b   

)و  ) ( )

0f a f b× <

)فإن المعادلة   )

0f x = 

,تقبل حلا على الأقل في المجال 

a b    

  

  مثال :

4لنبين أن المعادلة : 
3 0x x+ − [تقبل حلا على الأقل في  = [0;2  

)المعرفة ب :  fنعتبر الدالة  � ) 4 3xf x x= + − 

0,2( لأنها دالة حدودية ) بالخصوص على المجال ℝعلى  متصلة fالدالة  •    

)لدينا  • )0 2f = )و  − )2 15f ) إذن = ) ( )2 00f f <× 
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و منه حسب مبرهنة القيم الوسيطية  

)فإن المعادلة :  ) 0f x 2;0تقبل حلا على الأقل في  =    

  

]مبرهنة القيم الوسيطية بالوحدانية  ( وجودية ووحدانية الحل على  � ],a b ( 

f إذا كانت

, متصلة و رتيبة قطعا على 

a b  

و 

 ( ) ( ) 0f a f b× < 

 فإن المعادلة

( ) 0f x =

تقبل حلا وحيدا في  

a,المجال  b    

 

  مثال :         

3لنبين أن المعادلة          
2 1x x+ 0,1تقبل حلا وحيدا في المجال  =      ( )3 3

2 1 2 1 0x x x x+ = ⇔ + − =  

)المعرفة ب :  fنعتبر الدالة  � ) 3 2 1xf x x= + − 

0,1( لأنها دالة حدودية ) بالخصوص على المجال ℝعلى  متصلة fالدالة  •   

  

0,1( لأنها دالة حدودية ) بالخصوص على المجال ℝقابلة للاشتقاق على  fالدالة  •   

1x;0ليكن    ∈  :( ) ( ) 23 ' 3 22 1' x xx xf = += + −  

)إذن :  ) ( ) 0' xx f >∀ ∈ℝ  و منهf 0,1على  تزايدية قطعا    

  

• ( )0 1f = )و  − )1 2f )إذن  = ) ( )1 00f f <× 

 

)و منه حسب مبرهنة القيم الوسيطية بالوحدانية فإن المعادلة :  ) 0f x 1;0في  وحيداتقبل حلا  =    
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 ) Iمبرهنة ( وجودية ووحدانية الحل على مجال  �

إذا كانت 

f

 

Iمتصلة و رتيبة قطعا على 

)و   )0 f I∈  

)فإن المعادلة  )

0f x =

تقبل حلا وحيدا في المجال  

I

  

  

  مثال :

3لنبين أن المعادلة     
2 5 4 0x x+ − 0ثم تحقق أن  ℝفي  α تقبل حلا وحيدا = 1α< <  

)المعرفة ب :  fنعتبر الدالة  � ) 3
2 5 4xf x x= + − 

 ( لأنها دالة حدودية ) ℝعلى  متصلة fالدالة  •

  

 ( لأنها دالة حدودية ) ℝقابلة للاشتقاق على  fالدالة  •

xليكن  ∈ℝ  :( ) ( ) 23 ' 3 52 5 4' x xx xf = += + −  

)إذن :  ) ( ) 0' xx f >∀ ∈ℝ  و منهf على  تزايدية قطعاℝ  

)لنحسب  • )f ℝ  :( ) ( ) ( ) ( ); lim ; lim ;
x x

f f f x f x
→−∞ →+∞

        
= −∞ +∞ = = −∞ +∞ =ℝ ℝ 

)إذن :   )0 f∈ ℝ  

  

)و بالتالي المعادلة  ) 0f x   ℝفي  αتقبل حلا وحيدا =

  

0لنتحقق أن  � 1α< < : 

  

0,1  متصلة fالدالة  •   

• ( )0 4f = )و  − )1 3f )إذن  = ) ( )1 00f f <× 

0إذن حسب مبرهنة القيم الوسيطية فإن :  1α< < 
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 الدالة العكسية لدالة متصلة و رتيبة قطعا : )7

    خاصية :

1fتقبل دالة عكسية  fفإن  Iدالة متصلة ورتيبة قطعا على مجال fإذا كانت )معرفة من مجال  − )J f I= 

 نحو 

I

    

            نتائج: 

    
( ) ( ) ( )1

1
f y xy f x

y Ix J

−  ==
⇔  ∈∈ 

  

( ) ( )
( )

1

1

;
2

;

f f x x x I

f f x x x J

−

−

 = ∈
 = ∈

o

o
  

 

     خاصيات:     

لتكن 

f

1fدالة و   −

دالتها العكسية على المجال  

J : لدينا  

� 1f   Jمتصلة على المجال  −

� f  1وf  لهما نفس الرتابة −

1fمنحنى  � yبالنسبة للمستقيم ذي المعادلة  fهو مماثل لمنحنى  − x=   المنصف الأول )

  للمعلم )
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  مثال :

)المعرفة بما يلي :  fنعتبر الدالة  ) 3 5

1

x
x

x
f

+=
+

  

  

1;0على المجال  fقصور  gلنبين أن   •    1تقبل دالة عكسيةg  يتم تحديده : Jمعرفة على مجال  −

 

� g  1;0قصور دالة جدرية معرفة على المجال    إذنg  1;0على متصلة   

 

� g  1;0قصور دالة جدرية معرفة على المجال    إذنg  1;0قابلة للاشتقاق على   

1x;0ليكن         ∈  :( )
( )2

3 5 2
' '

1 1

x
g x

x x

 
 
 

+ −= =
+ +

  

) إذن :      ) ( )0;1 ' 0x g x  ∀ ∈ 1;0على  تناقصية قطعا gو منه  >    

  

1gتقبل دالة عكسية  gو بالتالي  1;0نحو  Jمعرفة على مجال  −    

)بحيث :  ) ( ) ( ) [ ]4;50;1 1 ; 0g gJ g  =     ==  

  

)لنحدد :   • ) ( )1x J g x−∀ ∈  

]ليكن  � ]4;5x J∈ = 

( ) ( ) ( )1
0;1y g x x g y y I−   = ⇔ = ∈ =  

                        
3 5

1

y
x

y

+⇔ =
+

     

                           ( ). 1 3 5x y y⇔ + = +      

  

                     3 5xy x y⇔ + = +  

                     3 5xy y x⇔ − = −  

                   ( ). 3 5y x x⇔ − = −     
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5

3

x
y

x

−⇔ =
−

  

  

]إذن :      ]( ) ( )1 5
4;5

3

x

x
x J g x− −

−
∀ ∈ = =

  

)  nالجذر من الرتبة  )8 )n ∗∈ℕ 

 تعريف :  . أ

 nليكن  

∗من 

ℕ

   

nxالدالة العكسية للدالة   xa  0على المجال,  +∞  تسمى دالة الجدر من الرتبةn  : و نرمز لها بnx xa  

nxالدالة  xa  0متصلة و تزايدية قطعا على,  +∞  

  

 أمثلة :  . ب

( ) 11n x x= =           

( ) 22n x x=   ( الجذرالمربع )    =

( ) 33n x=    ( الجذر المكعب )  

   خصائص :ج. 

xليكن 

و  

y

  عددان حقيقيان موجبان. لدينا :  

( )n
n x x=       nn x x=          m n nmx x=       

mmn nx x=         

. .nn nx y x y=           ( )0
n

n
n

x x
y

y y
≠ =  

  

  أمثلة :

  لنبسط ما يلي :  . أ

3 3427 16 729a b c= = =  

3 33 3 327a = ==  

4 44 2 216b = ==  
6 623 3 6729 729 729 3 3c = = = = =  
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3قارن العددان :   . ب 4x 4و    = 5y = 

3 لدينا : 4 4 123 4 2564x ×= 4و     == 3 3 124 5 1255y ×= ==  

125بما أن  12فإن  >256 12125 yو منه  >256 x< 

اجعل مقام العدد التالي جذريا:   . ج
3

1

4 1−
  : 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )2 2 2
23 3 3 3 3 3

3 3
3 33 3

2
23 3

3

4 4 1 4 4 1 4 4 11

4 1 34 1 4 1

4 4 1

1

4 1

+ + + + + +
= = = =

−− −

+ +

−
 

 

  د. خاصية:

nدالة و  fلتكن  ∗∈ℕ   

)إذا كان  � )
0

lim
x x

f x
→

= )فإن :    ∞+ )
0

lim n
x x

f x
→

= +∞ 

)إذا كان  � )
0

lim
x x

f x l
→

0lو   = )فإن :    ≤ )
0

lim nn
x x

f x l
→

= 

nفإن  Iمتصلة و موجبة على مجال  fإذا كانت  � f  متصلة علىI  

  

 أمثلة :

3لنحسب  .1 2
lim 1

x
x x

→−∞
+ − : 

2 لدينا : 21 limlim
xx

x x x
→−∞→−∞

+ − = = 3إذن :  ∞+ 2lim 1
x

x x
→−∞

= +∞+ −  

  

3لنحسب  .2
8

lim
1x

x

x→+∞ +
 : 

8لدينا  8
lim 8

1
lim

xx

x x

x x→+∞→+∞
= =

+
3إذن :   333 8 2 2

8
lim

1x

x

x→+∞
= = =

+
  

  

3لندرس اتصال الدالة :  .3 2:h x xa 

:2لدينا :  xf x a  متصلة علىℝ  و( ) ( ) 0x xf∀ ∈ ≥ℝ  
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3إذن الدالة  fh   ℝمتصلة على  =

  

 القوى الجدرية لعدد حقيقي: )9

 تعريف :  . أ

ليكن 

n  وm  من

∗ℕ

0و   

x >

لدينا : 

  
1

n nx x=         و
m

mn nx x=  

  

  أمثلة :

• 
3

3445 5= 

• 
5

2
5 1052 2 10
2

1 1 1 1
4

24 24

−
= = = = 

 خاصية :  . ب

لكل عددين حقيقيين موجبين قطعا 

x  وy

rو لكل  

'و  

r  من∗ℚ

 :  

  

• ' '
.

r r r rx x x+ =

  

• ( ). .
rr ryx x y=  • ( ) '

. '
r

r r rx x=  

• 
1 r

r
x

x

−=  • 
r

r

r

x

y

x

y

 
 
 

=  • '
'

r r
r

r

x
x

x
−= 

  

   

  مثال :

لنبسط العدد 
3 4

12

8 32

2 64
A

×=
×

( ) ( )
( )

1 1

1 13 2
1 12 4 1 1 3 5 1

3 56 83 4 6 8 6 8 2

1 1 1 1 1 1 6112
62 12 2 12 12 2 122

8 32
2 28 32 8 32 2 2 2

2 64
2 64 2 64 2 22 2

A

   
   
   

× ×× × ×= = = = = =
× × × ××

5

8

1

2

2

2

× 5 1 1

88 2 8

1

2

2 2 2

2

−
= = =

×

  

 

つづく 



2LIMITES ET CONTINUITE والاتصال النهايات
بناجي عادل الأستاذ : إنجاز من

عالم عن نبذة

الأساسية المفاهيم تحديد إلى المؤدية ياضية الر قة بالدّ واسعا اهتماما عشر التاسع القرن عرف

1857−1789م) ) كوشي لوي أوغستان الفرنسي ياء الفيز و ياضيات الر عالم كان و . للتحليل
. التوجه هذا رموز بين من Aug usti n −Loui s C auchy

Pi er r e جيرارد بيير عليه وأشرف ( الطرق و الجسور مدرسة ) الهندسة مدرسة كوشي دخل
.1810 عام شيربوغ في بحري ميناء انشاء في وأسهم ، Our cq قناة مشروع في Gi r ar d

، Lag r ang e لاغرانج عليه طرح تحد مسائل مجموعة وحلّ ، ياضيات الر في بأعماله كوشي تميز
مساعدا أستاذا العام هذا في كوشي وعين ، المحدودة التكاملات عن بحثا نشر 1814 عام في و
تعاريف ووضع ، العلوم كلية في التكامل طرق درسّ . البوليتكنيك مدرسة في التحليل في
يف تعر في ساهم و . المتسلسلات و المتتاليات لتقارب و التكامل و والاتصال للنهايات دقيقة

. [a,b] مجال على الاتصال

O x

y

C f
a

A
f (a)

x

M
f (x)

O x

y

b

C f
a

A
f (a)

x

M
f (x)

a متصلة في f a غير متصلة في f

La notion de continuité nous est familière : le temps s'écoule d'une manièrecontinue , on ne passe pas brutalement de 12h à 12h01s , il n'y pas de saut .C'est en ce sens que l'expression fonction continue est employée enmathématiques .

1 : الصفحة بناجي عادل ذ.
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02 : رقم تقنية بطاقة
تجريبية علوم يا باكلور الثانية : المستوى التأهيلية الفتح : ية ثانو

الاتصال و النهايات : درس 2015−2016 : الدراسية السنة
ساعة 15 : الزمني التذبير بناجي عادل : الأستاذ

على الاتصال - نقطة في الاتصال 4
مجال

المتصلة الدوال على العمليات 5
متصلة بدالة مجال صورة 6

الوسطية القيم مبرهنة 1
متصلة لدالة العكسية الدالة 2

n الرتبة من الجذر دالة 3
الدرس فقرات

العددية الدوال حول عموميات •
العددية الدوال دراسة •

درس في أساسية مفاهيم •
الاشتقاق و النهايات القبلية المكتسبات

؛ قطعا رتيبة و متصلة بدالة و متصلة بدالة مجال أو قطعة صورة تحديد •
دراسة أو المتراجحات و المعادلات بعض دراسة في الوسيطية القيم مبرهنة تطبيق •

التعابير...؛ بعض إشارة
لحلول مقربة قيم تحديد في (l adi chotomi e) الثنائي التفرع يقة طر استعمال •

؛ الحلول هذه لتأطير أو المعادلة
و متصلة دالة حالة في التقابلية الدالة مبرهنة و الوسيطية القيم مبرهنة تطبيق •

؛ مجال على قطعا رتيبة

المستهدفة الـكفاءات

كان إذا x0 النقطة في متصلة f دالة إن نقول : التالي يف التعر اعتماد يتم •
؛ lim

x→x0
f (x) = f (x0)

والدالة المثلثية الدوال و ية والجذر الحدودية الدوال باتصال المتعلقة النتائج نقبل •
؛ تطبيقاتها على التركيز يتم و مربع جذر

هي متصلة بدالة مجال صورة وأن قطعة هي متصلة بدالة قطعة صورة أن نقبل •
؛ الوسطية القيم مبرهنة نستنتج ثم مجال

. دالتين مركب اتصال و المتصلة الدوال على العمليات خاصيات نقبل •

ية بو التر التوجيهات

؛ السابقة المكتسبات ملخص - المدرسي الكتاب - تمارين سلسلة - أنشطة سلسلة الديداكتيكية الوسائل
2 : الصفحة بناجي عادل ذ.
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, النهايات ,

...
التالية النهايات أحسب 1
lim

x→+∞27x7 − x3 − 4x

lim
x→−∞

2x2 +6x +4

−x3 +x2 +5x +3

lim
x→−∞x2 − 3x3 + x

lim
x→+∞

x2 +x −30

x3 −7x2 −5x +75

lim
x→+∞2x2−5x3−x5−3

lim
x→−∞

3x4 −4x

8x4 +2x3

lim
x→−∞x2 + 3x5 − 4

lim
x→−∞

27x7 −x3

11x5 −2x2 −15

التالية النهايات أحسب 2
lim

x→3+
−5x −3

−3x2 +11x −6

lim
x→3−

−5x −3

−3x2 +11x −6

lim
x→−4+

x2 +x −4

x2 +6x +8

lim
x→−4−

x2 +x −4

x2 +6x +8

lim
x→−2+

x2 +4

x +2

lim
x→−2−

x2 +4

x +2

lim
x→3+

20− x3

11x −2x2 −15

lim
x→3−

20−x3

11x −2x2 −15

التالية النهايات أحسب 3
lim

x→−p5

x +p
5

5−x2

lim
x→1

x2 −3x +2

x −1

lim
x→3

27−x3

11x −2x2 −15

lim
x→−1

2x2 +6x +4

−x3 +x2 +5x +3

lim
x→0

x2 −3x3 +x

2x −x2

lim
x→5

x2 +x −30

x3 −7x2 −5x +75

التالية النهايات أحسب 4
lim
x→0

p
4−x −p

4+x

x
lim
x→4

p
2x +1−3

x −4
lim

x→25

x −25p
x −5

lim
x→4

p
x −2

x −4

التالية النهايات أحسب 5
lim

x→+∞
p

7x −9 + 8x5 − 4x3 + 2

lim
x→−∞−p−9x −4 − 8x2 − 3x − 1

lim
x→+∞−4x2 − 1 − 12x + p

4x +7

lim
x→+∞x3 − p

8x −3 + 2x4 − 1

lim
x→−∞

√
3x2 −4x +7 − 3x + 8

lim
x→−∞−

√
x2 −6x −2−x +12

نشاط

"
0

0
" "

∞
∞ " "0×∞" "+∞−∞" : هي المحددة غير الأشكال

محددة غير الأشكال

النهايات خاصيات

lim
x→+∞x =+∞

lim
x→−∞x =−∞

lim
x→+∞x2 =+∞

lim
x→−∞x2 =+∞

lim
x→+∞x3 =+∞

lim
x→−∞x3 =−∞

lim
x→+∞

p
x =+∞

lim
x→−∞

√
|x| = +∞

خاصية
±∞ في اعتيادية دوال نهايات

3 : الصفحة بناجي عادل ذ.
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lim
x→+∞

1

x
= 0

lim
x→6∞

1

x
= 0

lim
x→+∞

1

x2
= 0

lim
x→6∞

1

x2
= 0

lim
x→+∞

1

x3
= 0

lim
x→6∞

1

x3
= 0

lim
x→+∞

1p
x
= 0

lim
x→−∞

1p|x| = 0

خاصية
±∞ في اعتيادية دوال نهايات

lim
x>0

x→0

1

x
=+∞

lim
x<0

x→0

1

x
=−∞

lim
x>0

x→0

1

x2
=+∞

lim
x<0

x→0

1

x2
=+∞

lim
x>0

x→0

1

x3
=+∞

lim
x<0

x→0

1

x3
=−∞

lim
x>0

x→0

1p
x
=+∞

lim
x<0

x→0

1p|x| = +∞

خاصية
0 في اعتيادية دوال نهايات

حدها نهاية هي −∞ أو +∞ عند حدودية دالة نهاية 1
درجة الأكبر

lim
x→±∞an xn +an−1xn−1 + ...+a0 = lim

x→±∞an xn

خارج نهاية هي −∞ أو +∞ عند ية جذر دالة نهاية 2
درجة الأكبر حديها

lim
x→±∞

an xn +an−1xn−1 + ...+a0

bm xm +bm−1xm−1 + ...+b0
= lim

x→±∞
an xn

bm xm

خاصية
والحدودية ية الجذر الدوال نهايات

lim
x→0

si n(x)

x
= 1(a ̸= 0); lim

x→0

si n(ax)

x
= alim

x→0

t an(x)

x
= 1lim

x→0

1−cos(x)

x2
= 1

2

خاصية
المثلثية الدوال نهايات


g (x) É f (x) É h(x)

lim
x→a

g (x) = lim
x→a

h(x) = l
⇒ lim

x→a
f (x) = l


| f (x)− l | É u(x)

lim
x→a

u(x) = l
⇒ lim

x→a
f (x) = l


f (x) É u(x)

lim
x→a

u(x) =−∞
lim
x→a

f (x) =−∞


f (x) É g (x)

lim
x→a

g (x) = l ′
⇒ lim

x→a
f (x) = l


0 < f (x) É u(x)

lim
x→a

u(x) = 0
⇒ lim

x→a
f (x) = 0


u(x) É f (x)

lim
x→a

u(x) =+∞
⇒ lim

x→a
f (x) =+∞

خاصية
الترتيب و النهايات
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, الاتصال ,

مجال على الاتصال - نقطة في الاتصال 1
نقطة في الاتصال 1 . 1


f (x) = x2 −4

x −2
; x ̸= 2

f (2) = 4

: بمايلي المعرفة f العددية الدالة نعتبر

f الدالة يف تعر مجموعة D f حدد 1
lim
x→2

f (x) أحسب 2
f للدالة المبياني التمثيل أنشئ 3

2 في متصلة f الدالة إن نقول lim
x→2

f (x) = f (2) أن نلاحظ ,

نشاط

ممنظم متعامد معلم في منحناها C f و عددية دالة f لتكن
. ( جانبه الشكل (أنظر (O,

−→
i ,

−→
j )

النقطة عند C f المنحنى ترى كيف الشكل خلال من 1
3 الأفصول ذات النقطة عند ثم −1 الأفصول ذات

؟ تستنثج .ماذا f (3) و lim
x→3

f (x) مبيانيا أوجد ا. 2
ماذا . −1 عند f ونهاية f (−1) مبيانيا أوجد ب.

؟ تستنثج

نشاط

5 : الصفحة بناجي عادل ذ.

mailto:adilbennaji2014@gmail.com


lim
x→a

f (x) = f (a) : كان إذا وفقط إذا a في متصلة f تكون ، I من عنصر a و I مفتوح مجال على معرفة عددية دالة f لتكن

O x

y

b

C f
a

A
f (a)

x

M
f (x)

O x

y

C f
a

A
f (a)

x

M
f (x)

a في متصلة غير f a في متصلة f

تعريف

. 1 في متصلة f أن لنبين


f (x) = 2x2 −2

x −1
; x ̸= 1

f (2) = 4

: بمايلي المعرفة f العددية الدالة نعتبر
: لدينا

lim
x→1

f (x) = lim
x→1

2x2 −2

x −1

= lim
x→1

2(x2 −1)

x −1

= lim
x→1

2(x −1)(x +1)

x −1

= lim
x→1

2(x −1)

= 4 = f (2)

. 1 في متصلة f فإن lim
x→1

f (x) = f (1) أن بما ,

مثال

. a )في منقصلة أو ) متصلة غير f إن نقول فإننا a في متصلة غير f كانت إذا
ملاحظة
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...

. 3 في متصلة f أن بين


f (x) = x2 −9

x −3
; x ̸= 3

f (3) = 6

: بمايلي المعرفة f العددية الدالة نعتبر 1

؟ 1 في متصلة f هل


f (x) =
p

x −1

x −1
; x ̸= 1

f (1) = 3

: بمايلي المعرفة f العددية الدالة نعتبر 2

تمرين تطبيقي

. 2 في متصلة f تكون لـكي a الحقيقي العدد قيمة حدد


f (x) = x3 −8

x −2
; x ̸= 2

f (2) = a ; a ∈R

: بمايلي المعرفة f العددية الدالة نعتبر

تمرين تطبيقي

اليسار على الاتصال - اليمين على الاتصال 2 . 1

: كان إذا وفقط إذا a في اليمين على متصلة f تكون (α > 0) حيث [a, a +α[ نوع من مجال على معرفة عددية دالة f لتكن
lim

x→a+ f (x) = f (a)

: كان إذا وفقط إذا a في اليسار على متصلة f تكون (α > 0) حيث ]a −α, a] نوع من مجال على معرفة عددية دالة f لتكن
lim

x→a− f (x) = f (a)

تعريف

اليمين على متصلة كانت إذا وفقط إذا a في متصلة f تكون ، I من عنصر a و I مفتوح مجال على معرفة عددية دالة f لتكن
lim

x→a− f (x) = lim
x→a+ f (x) = f (a) : أي a في اليسار على ومتصلة

خاصية
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
f (x) =p

x +3 ; x > 1

f (x) = x +1 ; x É 1

: بمايلي المعرفة f العددية الدالة نعتبر

1 في اليسار وعلى اليمين على f اتصال أدرس ؟1 1 في متصلة f الدالة هل 2

تمرين تطبيقي


f (x) =

p
x +2−2

x −2
; x > 2

f (x) = x2 −4x +3

x −3
; x É 2

: بمايلي المعرفة f العددية الدالة نعتبر

f (2) أحسب 12 في f اتصال أدرس 2

تمرين تطبيقي

مجال على الاتصال 3 . 1

...
]a,b[ المجال من نقطة كل في متصلة كانت إذا ]a,b[ المفتوح المجال على متصلة f الدالة تكون •

b− و a+ في ومتصلة ]a,b[ على متصلة كانت إذا [a,b] المغلق المجال على متصلة f الدالة تكون •

تعريف

...
... ]−∞,b] و [a,+∞[ و ]a,b] و [a,b[ المجالات على الاتصال بالمثل نعرف •

(b, f (b)) و (a, f (a)) النقطتان طرفاه متصل خط هو [a,b] على متصلة لدالة المبياني التمثيل •

ملاحظات
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(n ∈Z (حيث n É x < n +1 كان إذا E(x) = n : تحقق التي و E ب لها نرمز التي الدالة هي الصحيح الجزء دالة ←-

: مثلا ←-

3 É 3,5 < 3+1 لأن E(3,5) = 3 •
5 É 5 < 5+1 لأن E(5) = 5 •

−3 É−2,4 <−3+1 لأن E(−2,4) =−3 •
4 É 5 < 9 ⇒p

4 Ép
5 <p

9 ⇒ 2 Ép
5 < 3 لأن E(

p
5) = 2 •

[0,4[ المجال على E الدالة مبيانيا مثل 1
[3,3.5] و ]1,3[ ، ]1,2[ ، [0,2[ ، [0,1[ المجالات على E الدالة اتصال أدرس 2

الصحيحمثال الجزء دالة

...
R على متصلة حدودية دالة كل •

يفها تعر مجموعة على متصلة ية جذر دالة كل •
R على متصلتين x 7→ si n(x) و x 7→ cos(x) الدالتين •

يفها تعر مجموعة ضمن مجال كل على متصلة x 7→ t an(x) الدالة •
R+ على متصلة x 7→p

x الدالة •

خاصية

...
حدودية) دالة (لأنها R على متصلة f (x) = x3 −4x2 +5x +7 الدالة •

ية) جذر دالة (لأنها R− {1} على متصلة f (x) = x2 +3

x −1
الدالة •

( [3,+∞[ ⊂R− {1} و ]−∞,1[ ⊂R− {1} (لأنها [3,+∞[ و ]−∞,1[ المجالين على بالخصوص متصلة f (x) = x2 +3

x −1
الدالة •

أمثلة

عددية دالة قصور 4 . 1

قصور g الدالة إن نقول فإننا ، ∀x ∈ I f (x) = g (x) بحيث I ضمن J مجال على معرفة دالة g و I مجال على معرفة دالة f كانت إذا
. J المجال على f الدالة

تعريف
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I على متصلة g فإن J المجال على f الدالة قصور g و I على متصلة f الدالة كانت إذا
نتيجة

المتصلة الدوال على العمليات 2

. حقيقيا عددا k و I مجال على متصلتين دالتين g و f لتكن
. I على متصلة (∀x ∈ I g (x) ̸= 0) f

g
و 1

g
و (k f ) و f .g و f − g و f + g الدوال

مقبولةخاصية خاصية

...
(R+ على المتصلتين x 7→ x2 و x 7→p

x الدالتين مجموع (لأنها R+ على متصلة x 7→ x2 +p
x الدالة 1

(]0,+∞[ على تنعدم لا و ]0,+∞[ على المتصلة x 7→p
x الدالة مقلوب (لأنها ]0,+∞[ على متصلة x 7→ 1p

x
الدالة 2

المتصلة x 7→p
x + x2 الدالة و ]0,+∞[ على المتصلة x 7→ x +2 الدالة (لأنهاخارج ]0,+∞[ على متصلة x 7→ x +2p

x +x2
الدالة 3

( ]0,+∞[ على تنعدم لا و ]0,+∞[ على

مثال

: التالية الحالات من حالة كل في I المجال على متصلة f الدالة أن بين
I = [0,+∞[ و f (x) = 2x +p

x 1
I =R و f (x) = x2 +1

x2 +2
2

I = ]0,+∞[ و f (x) = x2 −1p
x

3
I = [0,+∞[ و f (x) = si n(x)+p

x 4
I =R و f (x) = cos(x)

x2 +1
5

تمرين تطبيقي
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دالة f تكون لـكي b و a الحقيقيين العددين حدد



f (x) = x +a ; x < 1

f (x) = 2x −3 ;1 É x É 3

f (x) = bx +1 ; x > 3

: بمايلي R على المعرفة العددية الدالة f لتكن

R على متصلة

تمرين

g (x) =p
x و f (x) = x2 +x +1 : ب المعرفتين العدديتين الدالتين g و f نعتبر

g ◦ f الدالة دد 1
f (0) في g اتصال و 0 في f اتصال ادرس 2

0 في g ◦ f الدالة اتصال ادرس 3

نشاط

f (I ) ⊂ J و J على متصلة دالة g و I على متصلة دالة f لتكن
. I على متصلة g ◦ f : الدالة

دالتينخاصية مركب اتصال

D f على f (x) = si n
( 3

x

) : ب المعرفة f الدالة اتصال لندرس
D f =R∗ لدينا •

h(x) = si n(x) و g (x) = 3

x
بحيث f (x) = h(g (x)) : نضع •

متصلة f فإن وبالتالي R∗ على وبالخصوص R على متصلة دالة h و ؛ R∗ يفها تعر مجموعة على متصلة فهي إذن ية جذر دالة g لدينا
( R∗ على متصلتين دالتين مركب (لأنها R∗ على

مثال

...
R على f (x) = si n(x3 −3x +2) : بمايلي المعرفة f الدالة اتصال ادرس دالتين مركب باستعمال 1

[−1,1] على f (x) =
√

1−x2 : بمايلي المعرفة f الدالة اتصال ادرس دالتين مركب باستعمال 2

تمرين تطبيقي
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...
I المجال على متصلة x 7→√

f : الدالة فإن (∀x ∈ I : f (x) Ê 0 (أي I مجال على متصلة و موجبة دالة f كانت إذا 1
I المجال على متصلة x 7→ cos( f (x)) : الدالة فإن I مجال على متصلة f الدالة كانت إذا 2
I المجال على متصلة x 7→ si n( f (x)) : الدالة فإن I مجال على متصلة f الدالة كانت إذا 3

نتائج

...
]1,+∞[ المجال على f (x) =

√
3x −1

x −1
: بمايلي المعرفة f الدالة اتصال ادرس 1

R على f (x) = cos
( x −1

x2 +1

) : بمايلي المعرفة f الدالة اتصال ادرس 2

تمرين تطبيقي

متصلة بدالة مجال صورة 3
مجال صورة - قطعة صورة 1 . 3

...
قطعة هي متصلة بدالة قطعة صورة •
مجال هي متصلة بدالة مجال صورة •

مقبولةخاصية خاصية

القيمة هي M و ، [a,b] على f ل الدنيا القيمة هي m : حيث f ([a,b]) = [m, M ] فإن [a,b] مجال على متصلة دالة f كانت إذا
[a,b] على f للدالة القصوى

ملاحظة

قطعا ورتيبة متصلة بدالة مجال صورة 2 . 3
: التالية النتائج لدينا I مجال على قطعا ورتيبة متصلة دالة f لتكن
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f (I ) المجال I المجال f الدالة ]رتابة
f (a), f (b)

]
[a,b]

I على قطعا تزايدية f

[
f (a), lim

x→b− f (x)

[
[a,b[]

lim
x→a+ f (x), lim

x→+∞ f (x)

[
]a,+∞[]

lim
x→−∞ f (x), lim

x→+∞ f (x)
[

R[
f (b), f (a)

]
[a,b]

I على قطعا تناقصية f

]
lim

x→b− f (x), f (a)

]
[a,b[]

lim
x→+∞ f (x), lim

x→a+ f (x)

[
]a,+∞[]

lim
x→+∞ f (x), lim

x→−∞ f (x)
[

R

الوسطية القيم مبرهنة 4
[a,b] مجال على متصلة عددية دالة f لتكن

لدينا f (b) و f (a) بين محصور k حقيقي عدد لكل و [m, M ] القطعة إلى ينتميان f (b) و f (a) فإن f ([a,b]) = [m, M ] أن بما
f (c) = k بحيث [a,b] من c عنصر الأقل على يوجد : إذن . k ∈ [m, M ]

. I المجال من عنصرين b و a و I مجال على متصلة دالة f لتكن
f (c) = k : بحيث [a,b] من c عنصر الأقل على يوجد f (b) و f (a) بين محصور k حقيقي عدد لكل

الوسطيةمبرهنة القيم مبرهنة
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(C f ) ليكن و f (x) = x3−3 : ب R على المعرفة f الدالة نعتبر
(O,

−→
i ,

−→
j ) ممنظم متعامد معلم في منحناها

جانبه). الشكل (أنظر
[0,2] على متصلة و تزايدية f أن بين 1

f ([0,2]) استنثج ثم f (2) و f (0) أحسب 2
المجال في وحيدا حلا تقبل f (x) = 0 المعادلة أن بين 3

[0,2]

−2. −1. 1. 2.

−5.

−4.

−3.

−2.

−1.

1.

2.

3.

4.

5.

0

f

نشاط

و f (b) و f (a) بين محصور 0 )فإن f (b) < 0 و f (a) > 0 (أو f (b) > 0 و f (a) < 0 بحيث [a,b] مجال على متصلة دالة f كانت إذا
. f (c) = 0 : بحيث [a,b] من c عنصر الأقل على يوجد فإنه الوسطية القيم مبرهنة حسب

f (x) = 0 المعادلة حل هو c العدد

ملاحظة

...
]a,b[ في حل اللأقل على تقبل f (x) = 0 المعادلة فإن f (a)× f (b) < 0 بحيث [a,b] مجال على متصلة دالة f كانت إذا •

حل اللأقل على تقبل f (x) = 0 المعادلة فإن f (a)× f (b) < 0 بحيث [a,b] مجال على قطعا رتيبة و متصلة دالة f كانت إذا •
]a,b[ في

نتيجة

f (x) = x4 +x2 +4x −1 : بمايلي المعرفة العددية الدالة f لتكن
[−1,1] في حل اللأقل على تقبل f (x) = 0 المعادلة أن بين

تمرين تطبيقي
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f (x) = x3 +x2 +4x −1 : بمايلي المعرفة العددية الدالة f ]لتكن
−1,

1

2

] في وحيدا حلا تقبل f (x) = 0 المعادلة أن بين

تمرين تطبيقي

الثنائي التفرع يقة طر 5

f (x) = x3 +x +1 : العددية الدالة نعتبر
[0,1] على متصلة f أن بين 1

محصورا α وحيدا حلا تقبل f (x) = 0 المعادلة أن بين 2
1 و 0 بين

α ∈
[

1
2 ,1

] أن وتحقق f
(

1
2

) أحسب 3
α ∈

[
1
2 , 3

4

] أن وتحقق f
(

3
4

) أحسب 4

α ∈
[

5
8 , 3

4

] أن وتحقق f
(

5
8

) أحسب 5
α للعدد تأطيرا واستنثج f

(
11
16

) أحسب 6
للعدد تأطيرا واستنثج f (0,683) و f (0,682) أحسب 7

10−3 سعته α

نشاط

وذلك المعادلة هذه لحل مقربة قيمة تحديد يمكن لـكن ؛ يا جبر حلها يمكن لا f (x) = 0 نوع من المعادلات بعض هناك
. الثنائي التفرع يقة طر باستعمال

[a,b] المجال في f (x) = 0 للمعادلة حل α وحيد عدد يوجد إذن f (a) f (b) < 0 و [a,b] على قطعا ورتيبة متصلة دالة f لتكن
b−a

2 سعته α ل تأطير وهذا a+b
2 <α< b فإن f (a) f ( a+b

2 ) > 0 كان إذا •
... b −a

4
سعته تاطير على فنحصل a+b

2 ب a بتعويض العملية هذه نعيد
b−a

2 سعته α ل تأطير وهذا a <α< a+b
2 فإن f (a) f ( a+b

2 ) < 0 كان إذا •
... b−a

4 سعته تاطير على فنحصل a+b
2 ب b بتعويض العملية هذه نعيد

فيه المرغوب التأطير على نحصل أن إلى ككل العملية هذه نعيد

يقة طر

1
8 سعته α للعدد تأطيرا حدد ثم ؛ ]

−1,− 1
2

[ المجال في α وحيدا حلا تقبل x3 +x +1 = 0 المعادلة أن بين

تمرين تطبيقي
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متصلة لدالة العكسية الدالة 6
العكسية الدالة 1 . 6

f (x) = x3 +x2 +4x −1 : ب [0,+∞[ على المعرفة العددية الدالة f لتكن
[0,+∞[ على قطعا تزايدية f أن بين 1

f ([0,+∞[) ⊂ [−1,+∞[ أن تحقق 2
x = 1

2

√
y +1 أن و [0,+∞[ من x وحيد سابق يقبل [−1,+∞[ من y عنصر كل أن بين 3

نشاط

...
[0,+∞[ في وحيد سابق له [−1,+∞[ من عنصر كل و [−1,+∞[ في وحيدة صورة له [0,+∞[ من عنصر كل •

[−1,+∞[ نحو [0,+∞[ من تقابل f إن نقول •
f للدالة العكسية الدالة وتسمى f −1(x) = 1

2

p
x +1 ب [−1,+∞[ على معرفة f −1 ب لها يرمز وحيدة دالة توجد •

ملاحظة

I في وحيدا حلا تقبل f (x) = y المعادلة J = f (I ) من y عنصر لكل فإن I مجال على قطعا ورتيبة متصلة دالة f كانت إذا
J نحو I من تقابل f بقولنا هذا عن نعبر

خاصية

I من x الوحيد بالعنصر y عنصر كل تربط التي الدالة ، J = f (I ) حيث مجال J و I مجال على قطعا ورتيبة متصلة دالة f لتكن
f −1 ب لها نرمز f للدالة العكسية الدالة تسمى f (x) = y بحيث

تعريف

: لدينا العكسية دالتها f −1 و I مجال على قطعا ورتيبة متصلة دالة f لتكن
(∀y ∈ J ) (∃!x ∈ I ) : f (x) = y ⇔ x = f −1(y) •

(∀x ∈ I ) : ( f −1 ◦ f )(x) = x •
(∀y ∈ J ) : ( f ◦ f −1)(y) = y •

نتائج
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f (x) =p
x −1 : ب المعرفة f الدالة نعتبر

[1,+∞[ على قطعا ورتيبة متصلة f أن بين 1
تحديده يجب J مجال على معرفة عكسية دالة تقبل f أن استنثج 2

J من x لكل f −1(x) حدد 3

تمرين تطبيقي

f (x) = x2 : ب [0,+∞[ على المعرفة f الدالة نعتبر
J = [0,+∞[ نحو I = [0,+∞[ من تقابل f أن بين 1

f للدالة العكسية الدالة f −1 حدد 2
؟ تلاحظ ماذا . (C f −1 ) و (C f ) والمنحنيين (∆) : y = x المستقيم (O,

−→
i ,

−→
j ) الممنظم المتعامد المعلم نفس في أنشئ 3

تمرين تطبيقي

العكسية الدالة خاصيات 2 . 6

: العكسية دالتها f −1 و I مجال على قطعا ورتيبة متصلة دالة f لتكن
J = f (I ) على ومتصلة معرفة f −1 الدالة •

f الدالة تغير منحى نفس لها و J = f (I ) على قطعا رتيبة f −1 الدالة •
y = x المعادلة ذو للمستقيم بالنسبة f الدالة منحنى مع متماثل f −1 الدالة منحنى (O,

−→
i ,

−→
j ) الممنظم المتعامد المعلم في •

نشاط

n الرتبة من الجذر دالة 7

f (x) = xn n ∈N∗: ب I = [0,+∞[ على المعرفة العددية الدالة f لتكن
. تحديده يجب J مجال على f −1 عكسية دالة تقبل f أن بين

خاصية

J = f (I ) = على معرفة f −1 عكسية دالة تقبل إذن I = [0,+∞[ على قطعا وتزايدية متصلة (n ∈N∗) f (x) = xn الدالة أن نعلم
[0,+∞[
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...
n الرتبة من الجذر دالة تسمى f −1 العكسية الدالة •

f −1 = n
p ب لها يرمز f −1 العكسية الدالة •

f −1(x) = npx = x
1
n أيضا أو f −1(x) = npx نكتب •

تعريف و خاصية

...
f −1(x) = 1px = x : n = 1 حالة •

مربع) (الجذر f −1(x) = 1p2 =p
x = x

1
3 : n = 2 حالة •

مكعب) (الجذر f −1(x) = 1p3 = x
1
3 : n = 3 حالة •

ملاحظة

...
np1 = 1 و np0 = 0 •

( npx)n = x و (∀x Ê 0) npxn = x •
lim

x→+∞
npx)n =+∞ •

f (x) = الدالة منحنى (C f −1 ) ممنظم متعامد معلم في •
للمنصف بالنسبة f (x) = xn الدالة منحنى (C f ) مع npx

((∆) : y = x (المستقيم الأول

خاصية

...
(∀a ∈R+) (∀b ∈R+) : npa = npb ⇔ a = b •(∀a ∈R+) (∀b ∈R+) : npa É npb ⇔ a É b •

نتائج

5p32 = 5p
25 = 2 ؛ 3p27 = 3p

33 = 3

مثال

x3 =−8 ؛ x4 = 81 ؛ x6 =−9 ؛ x3 = 5 : التالية المعادلات R في حل
تمرين تطبيقي
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: لدينا N∗ من عنصرين n و m و R+ من عنصرين y و x ليكن
npx × npy = npx y •

( npx)m = npxm •
(y ̸= 0) : n

√
x

y
=

npx
npy

•
n
√

mpx = nmpx و npx = nmpxm •

خاصية
n الرتبة من الجذور على العمليات

A =
15p

35 × 3p9× 3p
95

3p3
: حيث A العدد وبسط أحسب

تمرين تطبيقي

موجب حقيقي لعدد ية الجذر القوة 1 . 7

(p, q) ∈N∗2 r = p
q حيث منعدم غير يا جذر عددا r و قطعا موجب حقيقي عدد x ليكن

x
p
q = ppxq : بمايلي المعرفة و xr الحقيقي العدد هي r الأساس ذات x الحقيقي للعدد ية الجذر القوة

تعريف

3
√

x2 = x
2
3 ؛ √

x5 = x
5
2 ؛ npx = x

1
n

مثال

: لدينا قطعا موجبين حقيقيين عددين b و a و يين جذر عددين r ′ و r ليكن
(ar )r ′ = ar r ′ •

ar br = (ab)r •
ar

br ′ = ar−r ′ •
1

ar = a−r •
ar ar ′ = ar+r ′ •

ar

br =
( a

b

)r •

خاصية

B =
3p7×7

2
3

7−
1
4

؛ A =
(
2−

1
3

)5 ×
(
4−

1
2

)
×

(
8

2
3

) : حيث B و A العددين بسط

تمرين تطبيقي
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  دراسة الدوال– و تطبيقاته الاشتقاق

  الثانية سلك بكالوريا ع ف – ع ح أ
 

I-الدالة المشتقة- الاشتقاق في نقطة  
 A (  أنشطــــــــة 
 إن وجد  ثم   x0 و حدد العدد المشتق في x0 في fباستعمال التعريف ادرس اشتقاق الدالة         1نشاط    

   في الحالات التاليةx0  عند النقطة ذات الأفصول fحدد معادلة المماس أو نصف المماس لمنحنى الدالة          
)               - أ ) 2

02 1f x x x x= − )               -   ب = ) 2
04 2f x x x= − =                    

  -ج
( )
( )0 3

sin 0
0

2 0

f x x x
x

f x x x x

= ≤= 
= − ;

 

   في الحالات التالية’f و f بعد تحديد مجموعة تعريف آل من f  للدالة ’fحدد الدالة المشتقة     2نشاط

)       -أ ) 4 2=-2x +3x -1f x ب       -      ( ) 2

3 1
1

xf x
x

−
=

−
        

)      –          ج  )=sin2xcosxf x        د  –  ( ) 2f x x x= )  -ر        + ) 21 tanf x x= +     

  3نشاط   

               حــد د
2

sin 1lim

2
x

x

x
π π→

−

−
        

2

1

coslim
1x

x x
x

π
→

+
−

         

    (Bتذآــير      
     1- الاشتقاق في نقطة 

   تعريف  -أ     
    0xدالة عددية معرفة في مجال مفتوح مرآزه  f  لتكن            

ا آانت للدالة ذ ا0x قابلة للاشتقاق فيfنقول إن الدالة  
0

0)()(
xx
xfxfx

−
بـ     ونرمز لها0x في l نهاية →−

( )0'f x .العددl يسمى العدد المشتق ل f 0 فيx  .    نكتب( )
0

0 0 0
0

00

( ) ( ) ( ) ( )
' lim lim

x x h

f x f x f x h f x
f x

x x h→ →

− + −
= =

−
  

   خاصية   -ب  
   0xتكون متصلة في   0xشتقاق فيآل دالة قابلة للا                

    الاشتقاق على اليسار   -  الاشتقاق على اليمين – 2 
     تعريف- أ       

]  دالة معرفة على مجال من شكل  fلتكن *         [0 0;x x α+  0 حيث;α  

إذا آانت للدالة 0x  قابلة للاشتقاق على اليمين فيf       نقول إن 
0

0)()(
xx
xfxfx

−
اليمين في   علىl نهاية →−

        0x  و نرمز لها بـ ( )'
0df x   .  

)نكتب           0x  على اليمين في f يسمى العدد المشتق ل l     العدد  )
0

0
0

0

( ) ( )' limd
x x

f x f xf x
x x+→

−
=

−
         

[معرفة على مجال من شكل      دالة fلتكن     *   ]0;xx xα−  0 حيث;α  

 إذا آانت للدالة0x قابلة للاشتقاق على اليسار في f نقول إن      
0

0)()(
xx
xfxfx

−
  ى اليسار فيعل  l نهاية→−

    0x    نرمز لها ب  ( )'
0gf x.      

)نكتب          0x   على اليسار في f  يسمى العدد المشتق لl      العدد )
0

0
0

0

( ) ( )' limg
x x

f x f xf x
x x−→

−
=

−
    

   خاصية  –ب    
  0x  قابلة للاشتقاق على اليمين وعلى اليسار في  f إذا وفقط إذا آانت 0x  قابلة للاشتقاق فيf        تكون

  . يساوي العدد المشتق على  اليسار     والعدد المشتق على اليمين
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   الد الـــــة المشتقة- 3  
       تعريف-أ    

   .I  قابلة للاشتقاق في  آل نـقطة من f إذا آانتI قابلة للاشتقاق على المجال f             نقول إن
) بالعدد Iمن x عنصر             الدالة التي تربط آل )'f xبـ       تسمى الدالة المشتقة نرمز لها'f .  

   عمليات على الدوال المشتقة- ب   
λ  و     Iقابلتين للاشتقاق على مجال   دالتين g  و f   لتكن -       * ∈\  

                            

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

' ' '

' ' '

' '

x I f g x f x g x

f g x f x g x f x g x

f f xλ λ

∀ ∈ + = +

× = +

=

   

         ( ) ( )
( )

'

2

'1 g x
x

g g x
 

= − 
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     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

'

2
' 'f x g x f x g xf x

g g x
− 

= 
 

    Ix∈∀بحيثg لا تنعدم على  I  

} و I دالة قابلة للاشتقاق على مجال fلتكن   - *      }* 1n∈ −` ( ) ( ) ( )( ) ( )
' 1 'nnx I f x n f x f x−

∀ ∈ = × 

n* و I دالة قابلة للاشتقاق على مجال f  لتكن -            I لا تنعدم على f و [∋−

                                      ( ) ( ) ( )( ) ( )
' 1 'nnx I f x n f x f x−

∀ ∈ = ×        

  . الكتابة التفاضبية- 4

)     اذا آانت  )y f x= و f قابلة للاشتقاق على المجال I فاننا نكتب اصطلاحا ( )'dy f x
dx

)أو = )'dy f x dx=  

 .الكتابة التفاضبية :    هذه الكتابة تسمى
   معادلة المماس لمنحنى دالة– التأويل الهندسي - 5
     المماس- أ

  منحناهاfC و 0xدالة معرفة على مجال مفتوح مرآزه    f    لتكن

   fC تؤول هندسيا    بوجود مماس لـ  0x في f    قابلية اشتقاق

) معادلته0xعند النقطة ذات الأفصول )( ) ( )0 0 0'y f x x x f x= − +  

   نصف المماس    -ب
 أو على (   0x  قابلة للاشتقاق على اليمين فيf     إذا آانت  

بل نصف مماس عند النقطة   ذات الافصول   يقfC فان ) 0xاليسار في 

0x معامله الموجه '
0( )df x  )أو '

0( )gf x(   
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x x
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x x
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0 0 01

2 0 0 0
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d
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T y f x x f x x x

= − + ≥
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                                                                                                       0Mنقطة مزواة   
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  ج- نصف مماس مواز لمحور الاراتيب

  و آان0x متصلة في f     إذا آانت
0

0

0

( ) ( )lim
x x

f x f x
x x+→

−
= ±∞

−
 أو

0

0

0

( ) ( )lim
x x

f x f x
x x−→

−
= ±∞

−
  فان     

  .  نصف مماس مواز  لمحور الأراتيبfC   لـ
  

  
  
  
  
  
  

  
II- مشتقة الدالة العكسية – مشتقة دالة مرآبة   
   مشتقة دالة مرآبة-1   
  خاصية      

) قابلة للاشتقاق على g و I دالة قابلة للاشتقاق على مجال f          لتكن  )f I  

) قابلة للاشتقاق في g و 0x  قابلة للاشتقاق  في f و آانت I عنصرا من 0x        إذا  آان  )0f x فان     

        g fD 0  قابلة للاشتقاق  فيx.  
  خاصية       

) قابلة للاشتقاق على g و I دالة قابلة للاشتقاق على مجال f           لتكن  )f I  

                                  ( ) ( ) ( )( ) ( )' ' 'x I g f x g f x f x∀ ∈ = ×D  

     نتيجة    
) بـ I دالة معرفة على g وIو موجبة قطعا على  I دالة قابلة للاشتقاق على مجال f اذا آانت ) ( )g x f x= 

)          وI قابلة للاشتقاق على gفان  ) ( )
( )

'
'

2

f x
x I g x

f x
∀ ∈ =  

)      أحسب تمرين )'f x بعد تحديد مجموعة تعريف الدالة المشتقة 'f في الحالتين التاليتين   

                       ( ) ( ) ( )2 3 2( ; cos 4 (f x x x b f x x x a= − = −  

   مشتقة الدالة العكسية-2  
      خاصية

  I دالة متصلة و رتيبة قطعا على مجال f     لتكن      

) و0x  قابلة للاشتقاق في f و آانت I عنصرا من 0x      إذا آان  )0' 0f x 1f فان الدالة ≠    للاشتقاق في −

    ( )0f x   و  ( ) ( ) ( )
1

0
0

1' ( )
'

f f x
f x

− =  

)          نعتبر   :مثال   ) tanf x x=    ;
2 2

x π π ∀ ∈ −  
             نحدد   

4
f π 
 
 

)  ثم  ) ( )1 ' 1f −  

                             1
4

f π  = 
 

)             لدينا             ) 2; ' 1 tan
2 2

x f x xπ π ∀ ∈ − = +  
      

                  f دالة متصلة و رتيبة قطعا على مجال ;
2 2
π π −  

  

          ' 2 0
4

f π  = ≠ 
 

)منه                    و )1 1' ( )
4 '

4

f f
f

π
π

−   =    
 
 

) أي  ) ( )1 1' 1
2

f − = 

  خاصية   
1f فان الدالة I لا تنعدم على f' و  I دالة  رتيبة قطعا و قابلة للاشتقاق على مجال fإذا            قابلة  −
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)للاشتقاق في  )f Iو         ( ) ( )
( )( )

'1
1

1( )
'

x f I f x
f f x

−
−

∀ ∈ =  

   تطبيقات-3  
  n   أ مشتقة دالة الجدر من الرتبة 

: الدالة         لدينا  nf x x→تزايدية قطعا وقابلة الاشتقاق على ] [تنعدم على    و لا∞+;0] [0;+∞  

[         و            [( ) ] [0; 0;f +∞ = )               و ∞+ ) 1' nf x nx −=  

1ومنه الدالة العكسية            : nf x x− [قابلة للاشتقاق على  → [0;+∞    

[           و  [ ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

'1
11

1 1 10;
' ' nn n

x f x
f f x f x n x

−
−−

∀ ∈ +∞ = = =  

      خاصية     

nxالدالة    . `∋n*  ليكن              x→لى   قابلة للاشتقاق ع] )  و لدينا ∞+;0] )
( ) 1

1'n
nn

x
n x

−
=  

  ملاحظة    

                          ( )
( )

( )
11 11 1

1

1 1 1 1'
n

n
n n n n

n
n

x x x x
n n nn x

−
− −

−

 
= = = =  

 
  

                      ( ) ( )
11 11' 'n nnx x x

n

− 
= = 
 

  

  نتيجة    

                       ( ) ( ) ( )
1 111 11' '

p
qr p p p rqq px x px x x rx

q q

−−− −= = × =  حيث =
p
q

     ( ) *2;p q ∈`     

      نتيجة 
rxالدالة . _* من rليكن           x→ قابلة للاشتقاق على ] ) و لدينا ∞+;0] ) 1'r rx rx −=      

  تمرين   

              ( ) 2 3f x x x= +                  ( )
2
3g x x=  

  لتين المشتقتين لهمادا  و حدد الg و f          أدرس اشتقاق 
  خاصية      

) فان الدالة`∋n* و I  موجبة قطعا علىf و I دالة قابلة للاشتقاق على مجال fإذا آانت       )nx f x→   

) . I    قابلة للاشتقاق على  )( ) ( )

( )
1

'
'n

n
n

f x
x I f x

n f x
−

∀ ∈ =
 
 
 

               ( )( ) ( )( ) ( )
'1 1 11 'n nf x f x f x
n

− 
= ⋅  

 
  

  نتيجة     
  ._∋r و I  موجبة قطعا علىf و I دالة قابلة للاشتقاق على مجال f         لتكن 

                                                                           ( )( )( ) ( )( ) ( )1' 'r rx I f x r f x f x−
∀ ∈ = ⋅  

   في آل حالة من الحالات التاليةfD'و fD  بعد تحديد f للدالةf'   أحسب الدالة المشتقة تمرين  

       1-( ) 3 2 2f x x x= )2     مع إعطاء جدول التغيرات − ) ( )23 2 1f x x= −     2-  ( ) ( )23 2 1f x x= −    

        3-( ) ( )
2

2 51f x x= −                                     4- ( ) ( )
1

2 52 1f x x = − 
 
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 arctanالدالة   مشتقة-ب

; المعرفة من f هي الدالة العكسية للدالة arctan       الدالة 
2 2
π π− 

  
) بـ \نحو  ) tanf x x=  

;  قابلة للاشتقاق و موجبة قطعا علىf       بما أن 
2 2
π π− 

  
 ( )( )2' 1 tanf x x=    قابلة arctan  فان الدالة +

   و \        للاشتقاق  على
( ) ( )2 2

1 1 1arctan'
' arctan 1 tan arctan 1

x
f x x x

= = =
+ +

  

    خاصية    

2   و \ قابلة للاشتقاق علىarctanالدالة          *  
1arctan'

1
x x

x
∀ ∈ =

+
\  

      خاصية   
arctan فان الدالة Iة للاشتقاق على  قابلuإذا آانت الدالة          *   uD قابلة للاشتقاق على I  

)                               و  )( ) ( )
( )( )2

'
a rc tan '

1

u x
x I u x

u x
∀ ∈ =

+
D  

  لتينحيز تعريفها في الحا  بعد تحديد f أحسب مشتقة   -1  تمرين   

                                                              ( ) ( )3 2arctan arctan xf x x f x
x
−

= =       

   حدد  -2             
( )2

0

arctan 3
lim
x

x x

x→

+
    

  جدول مشتقات بعض الدوال   

 'fD ( )'f x ( )xf 
\ 0 a 
\ 1 x 

*\ 2
1
x

−
 

1
x 

\ 1nnx −
 { }* 1 nn x∈ −` 

*\ 
1nnx −

 
* nn x−∈] 

] [0;+∞ 
1

2 x 
x 

( ){ }' / 0ux D u x∈ ;
 

( )
( )

'

2

u x

u x 
( )u x

 

] [0;+∞ 
( )

1 1

1
1 1n

nn
x
n n x

−

−
= 1

nnx x=    *n∈` 

( ){ }' / 0ux D u x∈ ; 
( )

( )
1

'
n

n

u x

n u x
− 

 
 

 ( )n u x 

] [0;+∞ 
1rrx −

 
rr x∈_

 
\ sin x− cos x 
\ cos x sin x 
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/
2
k kπ π − + ∈ 

 
\ ]

 
21 tan x+ tan x 

\ ( )sina ax b− + ( )cos ax b+ 
\ ( )cosa ax b+ ( )sin ax b+ 

\ 2
1

1x + 
arctan x 

'uD 
( )

( )( )2

'

1

u x

u x +
 

( )( )arctan u x 

 
  III-الدوال الأصلية   
  تعريف     

قابلة Fا آانت ذ اIعلىf أصلية للدالة ة هي دالF  نقول إن دالة .Iدالة عددية معرفة على مجال fلتكن      
)   وآانIللاشتقاق على ) ( )'x I F x f x∀ ∈ =   

:2 الدالة       أمثلة       2F x x x→ : للدالة  أصلية دالة+ 2 2f x x→   \على+
:       الدالة              cos 3F x x→ : للدالة  دالة أصلية+ sinf x x→  \على−

  خاصية    
  I على مجال Fدالة عددية تقبل دالة أصلية  fلتكن             

F هي المجموعة المكونة من الدوال I على f مجموعة الدوال الأصلية لـلدالة          λ+ حيث λ ∈\.  

:2 الدالة  -    أمثلة       2F x x x→ : للدالة  دالة أصلية+ 2 2f x x→   \على+

) بـ \المعرفة علىFλ هي الدوال f                إذن الدوال الأصلية لـ ) 2 2F x x x= + +λ λ  

   خاصية  
  \ من 0yو I من 0x ليكن Iدالة عددية تقبل دالة أصلية   على مجال fلتكن           

) بحيث I على مجال f للدالة G        توجد دالة أصلية وحيدة  )0 0G x y=.  

 
)  حيث \ على fة    نحدد دالة أصلية للدالمثال     ) 3 2 3f x x x= −   1 عند 2  التي تأخذ القيمة +

     خاصية 
λ على التوالي وآان I على مجال g و f دالتين أصليتين للدالتين G و F        إذا آانت    فان\∋
 *                F G+ دالة أصلية لـf g+  
 *               Fλلية لـ  دالة أصfλ  

     خاصية 
  I تقبل دالة أصلية على I          آل دالة متصلة على مجال 

     مثال  
( )
( ) 2

3 2
5 2

f x x x
f x x x

= − ≥
 = − ≺

  .f و حدد الدوال الأصلية لـ \ تقبل دالة أصلية على f      بين أن 

  
    الأصلية لبعض الدوال الاعتيادية  الدوالجدول  

 Fو الدوالf للدالةIمجموعة التعريف Fالدوال الأصلية fالدالة

0 λ I = \ 

a ax λ+ I = \ 

* nn x∈` 11
1

nx
n

λ+ +
+

 I = \ 

{ }* 1 nn x∈ − −] 11
1

nx
n

λ+ +
+

 * *I ou I− += =\ \ 
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{ }* 1 nn x∈ − −] 11
1

nx
n

λ+ +
+

 * *I ou I− += =\ \ 

{ }* 1 rr x∈ − −_ 11
1

rx
r

λ+ +
+

 *
+\ 

( )cos 0ax b a+ ≠ ( )1 sin ax b
a

λ+ + I = \ 

0a ≠( )sin ax b+ ( )1 cos ax b
a

λ− + + I = \ 

2
2

11 tan
cos

x
x

+ = tan x λ+ ;  ; 
2 2

I k k kπ ππ π = − + + ∈  
] 

2
1

1x +
  tanarc x λ+  I = \ 

{ }* 1 'rr f f∈ − − ⋅_ 11
1

rf
r

λ+ +
+

 
I فيه كونتهو المجال التي rf  و معرفة

fقابلة للاشتقاق 

f g+ f g λ+ + I هو المجال التي نكون فيهg و f قابلتان
 للاشتقاق

' 'f g fg+ fg λ+ I هو المجال التي نكون فيهg و f قابلتان
 للاشتقاق

2

' 'f g fg
g
−

 f
g

λ+ I هو المجال التي نكون فيهg و f قابلتان
 gللاشتقاق و لا تنعدم فيه

  تمارين

             1- ( ) ( )
1

2 31f x x x= [ على f     حدد دالة أصلية للدالة − [1;+∞          

)لاحظ أن                  (  ) ( ) ( )( )'
n

f x u x u xα= حيث  α و nمعلومين (  

              2-  ( ) 2

3
4 4 2

f x
x x

=
+ +

        \ على f    حدد دوال أصلية للدالة 

)باستعمال الشكل القانوني نحصل على                    ( ) ( )
( )( )2

'

1

u x
f x

u x
α=

+
(  

             3-    ( ) 3cosf x x= حدد دوال أصلية للدالة    f على \              

)يتم اخطاط                    ( )f x بوضع cos
2

ix ixe ex
−+

=(  

  
IV-  دراسة الدوال–تطبيقات الاشتقاق   
A –الأنــشطة    

    1تمرين    
 .ن التاليتين أو المطلقة إن وجدت في الحالو مطاريفها النسبية  fحدد رتابة الدالة  -1   
) -   أ ) ( )23f x x x= )    -ب    − ) 3 3f x x x= −     

3 حدد عدد جذور المعادلة        -2   2x 2 7 1 0x x+ − + =  
    2 تمرين    

   .) إن آان ممكنا(تن  التالييننقط انعطافه في الحالت منحنى الدالة و حدد fC       أدرس تقعر      

)   -       أ ) 4 32 13f x x x x= − )    -ب                − ) cos sinf x x x= −    
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)  -ج          )f x x x=  ) لاحظ أن f ذلك تقبل نقطة انعطاف في و مع0 غير قابلة للاشتقاق مرتين في ( )0;0O (   

       3 تمرين  
  حدد المقاربات إن وجدت     -           

   أعط الاتجاهات المقاربة  في الحالات التالية-           

)  - أ )
2

2

1
2 3
xf x
x x

+
=
− + +

) -        ب ) 3 1f x x= )  -       ج+ )
2 2

1
x xf x
x
+

=
−

) -  د               )f x x x= +               

)   -ر ) sin 2f x x xπ= +  
      4تمرين    

)    نعتبر -1    ) 3 23 3f x x x x= − + )نابين   + )1;2Aمرآز تماثل للمنحنى   fC   

)نعتبر    -2    ) ( )( )( )( )1 2 3 4f x x x x x= − − − −  

5ن المستقيم الذي معادلته  ا بين       
2

x   fCللمنحنى   محور تماثل=

B-تذآير مع بعض الاضافات   
    نقطة انعطاف--   تقعر منحنى دالة- 1

  تعــريف1- 1
    I للاشتــــــقاق على مجال  قابـلةf        لـتكن 

)       نقول إن المنحنى  )fC   محدب إذا آان يوجد فوق جميع مماسـاته

)       نقول إن المنحنى )fC مقعر إذا آان يوجد تحت  جميع مماسـاته  

  
  
  

  

  

  

  

  

  

  

  خـــاصيات 2- 1
    f دالة قابلة الاشتــــــــقاق مرتين على مجال I   

) فانI موجبة علىf"  إذا آانت* )fC يكون محدبا علىI 

) فان I سالبة علىf"إذا آانت  * )fC يكون مقعرا علىI  

 وآان يـوجد   I من الــمجال x0 تـنعدم في f"ا آانت ذ  ا*
*
+\∈α   بحيث إشارة"f  على[ [;a a α+    مخالـفة  لإشارة

"fعلى ] ],a aα− فان   ( )( );A a f a نقـطة  انعطاف 

)للمنحنى  )fC  

    

   قابلة للاشتقاق مرتين f   قد لا تكون الدالةملاحظة  
  ويكون مع ذلك لمبيانها نقطة انعطاف               

   الفروع اللانهـــــائية2
    تعريف 2-1    

  . يقبل فرعا لانهائياC منحنى دالة إلى اللانهاية فإننا نقول إن C            إذا آلت إحدى إحداثــــيتي نقـطة من 

 مستقيم مقارب لمنحنى 2-2    



                                                                      Moustaouli Mohamed 9

a-مقارب عمودي   
) آان إذا  )lim

x a
f x

+→
= )   أو ∞± )lim

x a
f x

−→
= xمعادلته   فان  المستقيم الذي ∞± a= مقارب ل  ( )fC  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b -مقارب أفقي   
) آان  إذا )lim

x
f x b

→±∞
y فان  المستقيم الذي معادلته = b= مقارب ل  ( )fC  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
c -ي مقارب عمود  

yيكون المستقيم الذي معادلته  ax b= )مقارب للمنحنى  + )fC إذا وفقط إذا آان lim ( ( ) ( )) 0
x

f x ax b
→±∞

− + =  

    خا صية
yيكون المستقيم الذي معادلته  ax b= )مقارب للمنحنى + )fC قط إذا آانإذا وف 

( )( ) ( )
lim ; lim
x x

f x
f x ax b a

x→+∞ →+∞
− = )  أو      = )( ) ( )

lim ; lim
x x

f x
f x ax b a

x→−∞ →−∞
− = =      

) دراسة إشارة ملاحظة     ) ( )f x ax b− )تمكننا من معرفة وضع   المنحنى+ )fCبالنسبة للمقارب المائل .  

 
 
 
 
  
  
  
  
  
  
   الاتجاهات المقاربة - 3 - 2
  عاريفت   

)  إذا آان–  أ  )lim
x

f x
→±∞

=    و∞±
( )

lim
x

f x
x→±∞

= ) نقول إن ∞± )fCيقبل محور الأراتيب آاتجاه مقارب .  

) إذا آان -    ب  )lim
x

f x
→±∞

=    و∞±
( )

lim 0
x

f x
x→±∞

)نقول إن = )fCيقبل محور الافاصيل آاتجاه مقارب.  
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)إذا آان  -  ج    )lim
x

f x
→±∞

=    و∞±
( )

lim
x

f x
a

x→±∞
lim  و  = ( )

x
f x ax

→±∞
− = )نقول إن  ∞± )fC يقبل المستقيم  ذا 

yالمعادلة  ax=آاتجاه مقارب   
   محور تماثل–ماثل مرآز ث - 3  
     خاصية 1 -3  

x يكون المستقيم الذي معادلته,        في معلم متعامد  a=محور تماثل لمنحنى دالة f  إذا وفقط إذا آان   
      (2 ) ( )fx D f a x f x∀ ∈ − =                                          

    خاصية 3-2  
)تكون النقطة  ,متعامدفي معلم  );E a bمرآز تماثل لدالةf  إذا وفقط إذا آان    

                                                                                            (2 ) 2 ( )fx D f a x b f x∀ ∈ − = −  

  ة الدوريةالدال -4 
        تعريف 4-1   

   موجب قطعا بTدالة دورية إذا وجد عدد حقيقي fنقول أن                   
;حيث                                                           ( ) ( )f f fx D x T D x T D f x T f x∀ ∈ + ∈ − ∈ + =         

   fاصغر دور موجب قطعا يسمى دور الدالة .f يسمى دور الدالة Tالعدد 
  خاصية 2 -4  

,                         فانT دور fإذا آانت للدالة ( ) ( )fx D n f x nT f x∀ ∈ ∀ ∈ + =]              

  خاصية 4-3 
] علىfدورا  لها فان منحنى الــدالة T دالة دورية و fإذا آانت [; ( 1)fD a nT a n T∩ + +  هـو   صورة منحنى +

]الدالة   على [,fD a a T∩ nT  بواسطة الإزاحة ذات المتجهة+ i⋅
G

  . عدد صحيح نسـبيn حيث 

  

  

  

  

  

  

  

  

C - دراسة الدوال  
الةتصميم دراسة د  

   في غالب الأحيان نتبع الخطوات التاليةf     لدراسة دالة 
  ) زوجية أو فردية أو دوريةfخاصة إذا آانت (تحديد مجموعة التعريف ثم تحديد مجموعة الدراسة  •
   بالإضافة إلى التأويلات الهندسيةإشارتهاو دراسة  دراسة الاتصال و الاشتقاق و تحديد الدالة الاشتقاق •
 وضع جدول التغيرات •
 و تحديد المقارباتدراسة الفروع الانهائية  •
 دراسة التقعر ان آان ذلك ضروريا و تحديد نقط انعطاف إن وجدت •
 إنشاء المنحنى •
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قاقالإشت�  

1

  ا�
��ق دا�� �� �دد : 
��ر�ف و 
�و�
ت ھ�د��� )

f  �� ق����	
 ��
��a    
  
↔

  

  
  
  
  
↔

  

  
  
  
  
↔

  

  
  
  
  
↔

  

  

( ) ( )
lim
x a

f x f a
l

x a→

−
= ∈

−
ℝ  

( )'l f a=  

  
  
↔

  

  
  
  
↔

  

  
  
  
  
  
↔

  

  
  
  
  
↔

  

( )fC  �ط��

ل ����� �� ا��( )( ),A a f a 

)������ ا
�و��  )'l f a= : ��
  و ���د

( ) ( ) ( )' .y f a x a f a= − +  

f  �� ق����	
 ��
��a  ���
  ا
���ن

( ) ( )
lim
x a
x a

f x f a
l

x a→
>

−
= ∈

−
ℝ  

( )'dl f a=  

( )fC  �ط��

ل ����� �� ا��( )( ),A a f a 

)������ ا
�و��  )'dl f a= : ��
  و ���د

( ) ( ) ( )' .dy f a x a f a= − +  

f  �� ق����	
 ��
��a  ���
  ا
���ر

( ) ( )
lim
x a
x a

f x f a
l

x a→
<

−
= ∈

−
ℝ  

( )'
g

l f a=  

( )f
C  �ط��

ل ����� �� ا��( )( ),A a f a 

)������ ا
�و��  )'gl f a= : ��
  و ���د

( ) ( ) ( )' .
g

y f a x a f a= − +  

f  �� ق����	
 ��
��a  � f  �� ق����	
 ��
��a  ���
 ا
���ن

� f  �� ق����	
 ��
��a  ���
 ا
���ر

� ( ) ( ) ( )' ' 'd gf a f a f a= =  

( )f
C  �ط��

ل ����� �� ا��( )( ),A a f a 

)������ ا
�و��  )'l f a= : ��
  و ���د

( ) ( ) ( )' .y f a x a f a= − +  

  

•  �
� ا����� و  �����a ������ق ��  fإذا����f  �� ق������ �����a  ر و��ا�� ���( ) ( )' 'd gf a f a≠  ن!�f  ����� "�#

). �� ھ&ه ا�$���   ������aق ��  )fC  �)�*س -,��+�ن �� ا���- �+.
 /0�1( )( ),A a f a  �234ن�)-�5-�ھ�� ا� )'df a   

)و  )'gf a  �)�*و ا�( )( ),A a f a 7واة- �)�
 ���8 

 

•  �
)إذا �� )' 0f a )�!ن  = )fC  �� س أ�����- /0�1( )( ),A a f a  
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( ) ( )
lim
x a
x a

f x f a

x a→
>

−
= +∞

−
  ⇐ f  �� ق����	
 ��
  a �ر ��

� ا
���ن                       ��  
  

( )fC   �ط��
� �� ا��
ل �&ف ���س ��ودي �و�� �"و ا!��

( )( ),A a f a  

( ) ( )
lim
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f x f a

x a→
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−
= +∞

−
 ⇐ f  �� ق����	
 ��
  a �ر ��

� ا
���ر                       ��  
  

( )fC   �ط��
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lim
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lim
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� ا
���ر                     ��  
  

( )fC   �ط��
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��ق دا�� ��
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���ن 
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��I
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2
x

x
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1
x
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−
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sinx xa  cosx xa

  

ℝ  
cosx xa

  

sinx x−a  ℝ  
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2

1
1 tan

cos
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k k
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 
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2DERIVATION الاشتقاق
بناجي عادل الأستاذ : إنجاز من

تقديم

أرخميدس قدم وقد . المنحنيات لبعض مماسات تحديد القديمة العصور منذ العلماء حاول

الصدد. هذا في مقترحا ( −278;−212) (Archimède)
(Newton) نيوتن ،فيمابعد،خاصة يائيين الفيز و ياضيين الر من جملة أعمال وأسفرت

دوال منحنيات لمماسات عام تحديد في م1646−1716) ) (Leibniz) وليبنيتز (1727−1642م)
. الإشتقاق لمفهوم تطور التفاضلي الحساب تقدم عن نتج كما . متحرك جسم سرعة وتحديد ،
Louis, Joseph لاغرانج الأصل افطالي الفرنسي والفلـكي ياضي الر للعالم الفضل ويرجع

الترميز وضع وفي " المشتقة " كلمة إدخال في ( م 1736− 1813) Lagrange de compte
التغير. لمعدل كنهاية عرف الذي f ′(x)

عالم عن نبذة

لايبنتز) ً (أيضا لايبنتز من فيلهيلم غوتفريد

عالم طبيعة، عالم ألماني، فيلسوف 1646−1716

ومحامي. مكتبي، دبلوماسي، ياضيات، ر
" ياضية ر دالة " بالتعبيرِ لايبنتز اسم يرتبط
متُعَلَقّة كمية كل بها يصف كان التي ،(1694)

على معينة أَونقطة المنحنى ميل مثل منحنى، ب
المنحنى.

علم مؤسسي أحد نيوتن مع لايبنتز يعتبر
مفهوم تطوير بخاصة و التكامل و التفاضل
المفهوم طور كما ، الجداء قاعدة و التكامل

الطاقة. انحفاظ لمبدأ الحديث

1 : الصفحة بناجي عادل ذ.
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02 : رقم تقنية بطاقة
تجريبية علوم يا باكلور الثانية : المستوى التأهيلية الفتح : ية ثانو

الاشتقاق : درس 2015−2016 : الدراسية السنة
ساعات 5 : الزمني التذبير بناجي عادل : الأستاذ

وإضافات تذكير •

المشتقة الدوال على العمليات •

والاتصال الاشتقاق •
دالتين مركب مشتقة •
العكسية الدالة مشتقة • الدرس فقرات

الاتصال و النهايات •
الاشتقاق مفهوم حول أساسية مفاهيم •

التفاضلية المعادلة - عددية دالة مطارف - عددية دالة (رتابة الاشتقاق تطبيقات •
(y ′+ω2 y = 0

العددية الدوال دراسة •

القبلية المكتسبات

؛ الاعتيادية الدوال مشتقات حساب •
؛ مشتقتها إشارة من انطلاقا دالة رتابة تحديد •

؛ المبياني تمثيلها من أو تغيراتها جدول من انطلاقا دالة إشارة تحديد •
؛ لدالة العكسية للدالة نقطة في المشتق العدد تحديد •

مجال على قطعا رتيبة و متصلة لدالة العكسية الدالة رتابة تحديد •

المستهدفة الـكفاءات

الهمية تبرز متنوعة أنشطة خلال من تطبيقاته و الاشتقاق بمفهوم التذكير يتم •
التقريب في خاصة و المقررة للدوال الشاملة و الموضعية الدراسة في يكتسيها التي
ودراسة المطاريف تحديد و مجال على دالة تغيرات منحى دراسة وفي لدالة المحلي

... مجال على ية جبر متفاوتة أو دالة إشارة
دراسة خلال من النهايات و الاشتقاق حول التلاميذ مكتسبات صيانة تتم •

مثلثية دوال و ية لاجذر دوال و ية جذر دوال و حدودية لدوال أمثلة

ية بو التر التوجيهات

؛ السابقة المكتسبات ملخص - المدرسي الكتاب - تمارين سلسلة - أنشطة سلسلة الديداكتيكية الوسائل

2 : الصفحة بناجي عادل ذ.
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الدرس أنشطة 1

f (x) = x2 −4 : بمايلي المعرفة العددية الدالة f لتكن
−1 و 2 في للاشتقاق قابلة f أن استنتج ثم lim

h→0

f (h −1)− f (−1)

h
و lim

x→2

f (x)− f (2)

x −2
النهايتين أحسب 1

f ′(−1) و f ′(2) حدد 22 النقطة في f الدالة منحنى مماس معادلة اعط 3

1 نشاط


f (x) = 2x +1 ; x Ê 1

f (x) = 3x2 ; x < 1

: بمايلي المعرفة العددية الدالة f لتكن

مبيانيا عليهما المحصل النتيجتين اول ثم ؛ 1 في اليمسن وعلى اليسار على f اشتقاق قابلية أدرس 1
؟ 1 في للاشتقاق قابلة f الدالة هل 2

(Td ) : y = f
′
g (1)(x −1)+ f (1) و (Td ) : y = f

′
d (1)(x −1)+ f (1) حيث (Tg ) و (Td ) المماسين معادلتي تعبير حدد 3

(O;
−→
i ,

−→
j ) الممنظم المتعامد المعلم نفس في M(1, f (1)) النقطة و (Tg ) و (Td ) و (C f ) أنشئ 4

2 نشاط

f ′ المشتقة دالتها حدد ثم ، I المجال على f الدالة قابلية ادرس التالية الحالات من حالة كل في
I = ]0,+∞[ ؛ f (x) = x +p

x 1
I =R ؛ f (x) = (x +2)(x −1) 2

I = ]2,+∞[ ؛ f (x) = 1

x3 −8
3

I =R ؛ f (x) = x +1

x2 +3
4

3 نشاط

f دالة منحنيي التوالي على جانبه (C f ′ ) و (C f ) الشكلان يمثل
f ′ المشتقة دالتها و

: التالي الجدول ملء أتمم 1
f الدالة تغيرات f ′ المشتقة الدالة إشارة المجال

I = ]−2,0[
J = ]0,1[
K = ]1,3(

الدالة بتغيرات f ′ الدالة اشارة تربط التي بالخاصية ذكر 2
f

x

y

1

0 1

(C f ′ )

x

y

1

0 1

(C f )

4 نشاط

3 : الصفحة بناجي عادل ذ.
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. أسفله المبياني بتمثيلها R على المعرفة f الدالة نعتبر

x

y

1

0 1
(C f )

؟ f للدالة بالنسبة B(−1, f (−1)) و A(1, f (1)) النقطتان تمثل ماذا 1
f ′(−1) و f ′(1) و f (−1) و f (1) حدد 2

؟ تلاحظ ماذا . الشكل نفش في وانشأهما f الدالة منحنى مماسي معادلتي حدد 3

5 نشاط

h(x) =p
xو g (x) = 1

1+ x
و f (x) = 1

1+p
x
: بمايلي R+ على المعرفة hو g و f الدوال نعتبر

f = g ◦h : أن تحقق 1
hو g و f الدوال مشتقات أحسب 2

x ∈ ]0,+∞[ ل بالنسبة g ′[h(x)].h′(x) و f ′(x) قارن 3

6 نشاط

f (x) = x2 −1 : ب [0,+∞[ على المعرفة f الدالة نعتبر
تحديده يجب J مجال نحو [0,+∞[ من تقابل f أن بين 1

(∀x ∈ J ) : f −1(x) =p
x +1 : أن تحقق 2(

f −1
)′

(x) وأحسب ]−1,+∞[ على للاشتقاق قابلة f −1 أن بين 3
:
(

f −1
)′

(x) = 1

f ′
(

f −1(x)
) (∀x ∈ ]−1,+∞[) : أن تحقق 4

7 نشاط

4 : الصفحة
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إضافات و تذكير 2
نقطة في دالة اشتقاق 1 . 2

a ∈ I و I مفتوح مجال على معرفة عددية دالة f لتكن
. lim

h→0

f (a +h)− f (a)

h
= l أو lim

x→a

f (x)− f (a)

x −a
= l : بحيث l حقيقي عدد وجد إذا a في للإشتقاق قابلة f إن نقول •

lim
h→0

f (a +h)− f (a)

h
= أو lim

x→a

f (x)− f (a)

x −a
= f ′(a) : ونكتب f ′(a)ب له ونرمز a في f للدالة المشتق العدد يسمى l العدد

f ′(a)

a النقطة في f للدالة المماسة التآلفية الدالة x 7→ f ′(a)(x −a)+ f (a) : الدالة فإن a في للإشتقاق قابلة f الدالة كانت إذا •
(a بجوار f للدالة التآلفي التقريب (أو

y = f ′(a)(x −a)+ f (a): هي a النقطة في f للدالة المماس معادلة •

تعاريف

: التالية الحالات من حالة كل في x0 في f الدالة اشتقاق قابلية أدرس
x0 = 1 ؛ f (x) = 3x2 +x 1

x0 =−1 ؛ f (x) = x3 +2x 2
x0 = 1 ؛ f (x) = x +|x +1| 3

تمرين تطبيقي

: التاليتين النهايتين أحسب المشتق العدد مفهوم باستعمال

lim
x→π

3

cos(x)− 1

2

x − π

3

1

lim
x→1

(1+x −x2)2015 −1

x −1
2

lim
x→0

3px +1−1

x
3

(a > 0) lim
x→a

x
p

x −a
p

a

x3 −a3
4

تمرين تطبيقي
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f (x) = 3p1+x : ب المعرفة العددية الدالة f لتكن
0 النقطة في للاشتقاق قابلة f أن بين 1

0 بجوار f للدالة التالفي التقريب حدد 2
3p1.0035 و 3p0.997 للعددين مقربة قيمة اعط 3

تمرين تطبيقي

اليسار على الاشتقاق - اليمين على الاشتقاق 2 . 2

...
وجد إذا a في اليمين على للإشتقاق قابلة f إن نقول . (α> 0) [a, a +α[ نوع من مجال على معرفة عددية دالة f لتكن •

. lim
x>a

x→a

f (x)− f (a)

x −a
= l : بحيث l حقيقي عدد

أو lim
x>a

x→a

f (x)− f (a)

x −a
= f ′d (a) : ونكتب f ′d (a) ب له ونرمز a في اليمين على f للدالة المشتق العدد يسمى l العدد

lim
x→a+

f (x)− f (a)

x −a
= f ′d (a)

وجد إذا a في اليسار على للإشتقاق قابلة f إن نقول . (α> 0) ]a −α, a] نوع من مجال على معرفة عددية دالة f لتكن •
. lim

x<a
x→a

f (x)− f (a)

x −a
= l : بحيث l حقيقي عدد

أو lim
x<a

x→a

f (x)− f (a)

x −a
= f ′g (a) : ونكتب f ′g (a) ب له ونرمز a في اليسار على f للدالة المشتق العدد يسمى l العدد

lim
x→a−

f (x)− f (a)

x −a
= f ′g (a)

تعريف

.a ∈ I و I مفتوح مجال على معرفة عددية دالة f لتكن
f ′g (a) = f ′d (a) و a في اليسار على و اليمين على للإشتقاق قابلة كانت غذا وفقط إذا a في للاشتقاق قابلة f إن نقول

خاصية

: التالية الحالات من حالة كل في x0 في السار) أو اليمين (على f الدالة اشتقاق قابلية أدرس
x0 = 0 في اليمين على ؛ f (x) = x

p
x 1

x0 = 2 في اليمين على ؛ f (x) = x +p
x −2 2

x0 = 1 في اليسار على ؛ f (x) = |x2 −x| 3

تمرين تطبيقي
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الهندسي يل التأو و الاشتقاق قابلية 3 . 2
... يقبل (C f ) : للمنحنى الهندسي يل التأو استنثاج النهاية

a هو الموجه معامله A
(
x0, f (x0)

) النقطة في مماسا 1 قابلة fفي للاشتقاق
x0

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
= a ̸= 0

A
(
x0, f (x0)

) النقطة في أفقيا مماسا 2 lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
= 0

a هو الموجه معامله A
(
x0, f (x0)

) النقطة في اليمين على مماس نصف 3 قابلة fعلى للاشتقاق
x0 يمين

lim
x→x+

0

f (x)− f (x0)

x −x0
= a ̸= 0

A
(
x0, f (x0)

) النقطة في اليمين على أفقي مماس نصف 4 lim
x→x+

0

f (x)− f (x0)

x −x0
= 0

الأسفل نحو موجه A
(
x0, f (x0)

) النقطة في اليمين على عمودي مماس نصف 5 قابلة غير fعلى للاشتقاق
x0 يمين

lim
x→x+

0

f (x)− f (x0)

x − x0
=−∞

الأعلى نحو موجه A
(
x0, f (x0)

) النقطة في اليمين على عمودي مماس نصف 6 lim
x→x+

0

f (x)− f (x0)

x − x0
=+∞

a هو الموجه معامله A
(
x0, f (x0)

) النقطة في اليسار على مماس نصف 7 قابلة fعلى للاشتقاق
x0 يسار

lim
x→x−

0

f (x)− f (x0)

x −x0
= a ̸= 0

A
(
x0, f (x0)

) النقطة في اليسار على أفقي مماس نصف 8 lim
x→x−

0

f (x)− f (x0)

x −x0
= 0

الأعلى نحو موجه A
(
x0, f (x0)

) النقطة في اليسار على عمودي مماس نصف 9 قابلة غير fعلى للاشتقاق
x0 يسار

lim
x→x−

0

f (x)− f (x0)

x − x0
=−∞

الأسفل نحو موجه A
(
x0, f (x0)

) النقطة في اليسار على عمودي مماس نصف 10 lim
x→x−

0

f (x)− f (x0)

x − x0
=+∞

x

y

1
0 1

1 الشكل

x

y

1
0 1

2 الشكل

x

y
1
0 1

3 الشكل

x

y

1
0 1

4 الشكل

x

y

1
0 1

5 الشكل

x

y
1
0 1

6 الشكل

x

y

1
0 1

7 الشكل

x

y

1
0 1

8 الشكل

x

y

1
0 1

9 الشكل

x

y
1
0 1

10 الشكل
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المشتقة الدالة - مجال على الاشتقاق 4 . 2

...
I من نقطة كل في للاشتقاق قابلة كانت إذا I مفتوح مجال على للاشتقاق قابلة f إن نقول •

وقابلة ]a,b[ المفتوح المجال من نقطة كل في للاشتقاق قابلة كانت إذا [a,b] المغلق المجال على للاشتقاق قابلة f إن نقول •
. b في اليسار على للاشتقاق وقابلة a في اليمين على للاشتقاق

f ′ بالرمز لها ويرمز f للدالة المشتقة الدالة تسمى x 7→ f ′(x) ب المعرفة الدالة •
. f " بالرمز لها ونرمز f للدالة الثانية المشتقة الدالة تسمى المشتقة دالتها فإن I على للاشتقاق قابلة f ′ كانت إذا •

تعاريف

المشتقة الدوال على العمليات - الاعتيادية الدوال لبعض المشتقة الدالة 5 . 2
: الإعتيادية الدوال بعض مشتقات يلخص التالي الجدول

f
′ تعريف Dمجموعة f ′ f

′ المشتقة الدالة f تعريف مجموعة D f f الدالة
D f ′ =R f

′
(x) = 0 D f =R f (x) = a

D f ′ =R f
′
(x) = 1 D f =R f (x) = x

D f ′ =R f
′
(x) = nxn−1 D f =R f (x) = xn ; (n ∈N∗− {1})

D f ′ =R∗ f
′
(x) = nxn−1 D f =R f (x) = xn ; (n ∈Z∗− {1})

D f ′ = ]0,+∞[ f
′
(x) = 1

2
p

x
D f = [0,+∞[ f (x) =p

x

D f ′ =R∗ f
′
(x) =− 1

x2 D f =R∗ f (x) = 1

x
D f ′ =R f

′
(x) = cos(x) D f =R f (x) = si n(x)

D f ′ =R f
′
(x) =−si n(x) D f =R f (x) = cos(x)

x ̸= π

2
+kπ; (k ∈Z) f

′
(x) = 1+ t an2(x) = 1

cos2(x)
x ̸= π

2
+kπ; (k ∈Z) f (x) = t an(x)

x ∈ Dg ′ /g (x) > 0 f
′
(x) = g

′
(x)

2
√

g (x)
x ∈ Dg /g (x) Ê 0 f (x) =√

g (x)

D f ′ =R f
′
(x) = acos(ax +b) D f =R f (x) = si n(ax +b)

D f ′ =R f
′
(x) =−asi n(ax +b) D f =R f (x) = cos(ax +b)

D f ′ = ax +b ̸= π

2
+kπ; (k ∈Z) f

′
(x) = a

(
1+ t an2(ax +b)

)
ax +b ̸= π

2
+kπ; (k ∈Z) f (x) = t an(ax +b)

D f ′ =R−
{
− d

c

}
;c ̸= 0 f

′
(x) =

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣
(cx +d)2 D f =R−

{
− d

c

}
;c ̸= 0 f (x) = ax +b

cx +d

8 : الصفحة بناجي عادل ذ.

mailto:adilbennaji2014@gmail.com


...
على للاشتقاق قابلة دوال λ f و f g و f +g الدوال : فإن λ ∈R و I مجال عل شتقاق للا قابلتين دالتين g و f كانت إذا •

(λ f )′ =λ f ′ و ( f g )′ = f ′g + f g ′ و ( f + g )′ = f ′+ g ′ : ولدينا I

I على للاشتقاق قابلتان f

g
و 1

g
الدالتين : فإن I على لاتنعدم g و I مجال عل شتقاق للا قابلتين دالتين g و f كانت إذا •( f

g

)′ = f ′g − f g ′

g 2
و ( 1

g

)′ =− g ′

g 2
: ولدينا

المشتقةخاصية الدوال على العمليات

...
R على للاشتقاق قابلة حدودية دالة كل 1

يفها تعر مجموعة ضمن مجال كل على للاشتقاق قابلة ية جذر دالة كل 2
R على للاشتقاق قابلتان x 7→ si n(x) و x 7→ cos(x) الدالتين 3

R− {π2 +kπ/k ∈Z} يفها تعر مجموعة ضمن مجال كل على للاشتقاق قابلة x 7→ t an(x) الدالة 4
]0,+∞[ على للاشتقاق قابلة x 7→p

x الدالة 5

خواص

: التالية الحالات في المشتقة دالتها حدد ثم f الدالة اشتقاق قابلية أدرس
f (x) = (−7x +x2 +3)5 1

f (x) = 1

3x2
− 1

x
+3x 2

f (x) = x +
√

x2 +2x 3
f (x) = x2 + cos(x) 4

تمرين تطبيقي

مشتقتها واشارة دالة رتابة 6 . 2

I مجال على للاشتقاق قابلة دالة f لتكن
I على ( قطعا تزايدية( f الدالة فإن I على ( قطعا ) موجبة f ′ كانت إذا •

I على ( قطعا ) سالبة f الدالة فإن I على ( قطعا سالبة( f ′ كانت إذا •
I على ثابتة f الدالة فإن I على منعدمة f ′ كانت إذا •

خاصية
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للاشتقاق قابلة دالة مطارف 7 . 2

I من عنصرا x0 و I مفتوح مجال على للاشتقاق قابلة دالة f لتكن
f ′(x0) = 0 فإن x0 النقطة في مطراف وتقبل x0 في للاشتقاق قابلة f ′ كانت إذا •

f للدالة مطراف f (x0) فإن اشارتها تغير و x0 في تنعدم f ′ كانت إذا •

خاصية

: التالية الحالات في وجدت إذا ومطارفها f الدالة رتابة أدرس
f (x) = x2 +2x −1 1

f (x) = x2 −3x +2

x2 +2x +1
2

f (x) = (2x −3)
p

x 3

f (x) =
p

x

x −1
4

f (x) = x + 3
√

x2 −1 5
f (x) = 3

√
x3 −3x +2 6

تمرين تطبيقي

الاشتقاق و الاتصال 8 . 2

. a في متصلة f فإن a في للاشتقاق قابلة f كانت إذا ؛ a ∈ I و I مفتوح مجال على معرفة عددية دالة f لتكن
خاصية

صحصيح غير الخاصية هذه عكس
f (x) = |x| : ب R على المعرفة العددية الدالة f لتكن : مضاد مثال

f ′d (0) ̸= f ′g (0) لأن 0 في للاشتقاق قابلة غير f لـكن 0 في متصلة f لدينا

ملاحظة

I على متصلة f فإن I مجال على للاشتقاق قابلة f كانت إذا
نتيجة
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دالتين مركب مشتقة 3

f (I ) ⊂ J بحيث J مجال على معرفة دالة g و I مجال على معرفة دالة f لتكن
للاشتقاق قابلة g ◦ f الدالة فإن f (a) في للاشتقاق قابلة g و a في للاشتقاق قابلة f بحيث I المجال من عنصرا a كان إذا •

(g ◦ f )′(x) = g ′( f (x))× f ′(x) : لدينا و a في
: لدينا و I على للاشتقاق قابلة g ◦ f الدالة فإن f (I ) على للاشتقاق قابلة g و I مجال على للاشتقاق قابلة f كانت إذا •

: (g ◦ f )′(x) = g ′( f (x))× f ′(x) (∀x ∈ I )

خاصية

I مجال على للاشتقاق قابلة دالة f لتكن
(I على f Ê 0) (

√
f (x))′ = f ′(x)

2
√

f (x)
•

(n ∈N∗) ( f n (x))′ = n f ′(x) f n−1(x) •

نتيجة

g (x) = t an(
p

x) و f (x) = si n(x2 −4x +1 : الدالتين مشتقتي g ′ و f ′ لنحسب

: لدينا
f ′(x) = (si n(x2 −4x +1))′

= (x2 −4x +1)′× si n′(x2 −4x +1)

= (2x −4)×cos(x2 −4x +1)

f ′(x) = (2x −4)×cos(x2 −4x +1)

g ′(x) = (t an(
p

x))′

= (
p

x)′× t an′(
p

x)

= 1

2
p

x
× (1+ t an2(

p
x))

g ′(x) = 1

2
p

x
× (1+ t an2(

p
x))

مثال

العكسية الدالة مشتقة 4
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Nouveau tampon



. I مجال على قطعا ورتيبة متصلة دالة f لتكن
f (a) في للاشتقاق قابلة f −1 العكسية الدالة فإن f ′(a) ̸= 0 و a في للاشتقاق قابلة f بحيث I المجال من عنصرا a كان إذا •

( f −1)′( f (a)) = 1

f ′(a)
: ولدينا

للاشتقاق قابلة f −1 العكسية الدالة فإن f ′(I ) في تنعدم لا المشتقة دالتها بحيث I مجال على للاشتقاق قابلة f كانت إذا •
(∀x ∈ f (I )) ( f −1)′(x) = 1

f ′( f −1(x))
: ولدينا f (I ) المجال على

خاصية

f (x) = x2 −2x +3 : ب [1,+∞[ على المعرفة f العددية الدالة نعتبر
[1,+∞[ نحو تحديده يجب J مجال عاى عكسية دالة تقبل f أن بين 1

J من x لكل f −1(x) حدد 2
( f −1)′(3) استنتج و f (2) أحسب 3

تمرين تطبيقي

: مايلي نستنثج السابقة الخاصية حسب r ∈Q∗ و n ∈N∗ و I مجال عل للاشتقاق قابلة و قطعا موجبة دالة f لتكن
المشتقة الدالة الاشتقاق قابلية مجال الدالة

f ′(x) =
(
x

1
n

)′ = 1

n
x

1
n −1 ]0,+∞[ على للاشتقاق قابلة f f (x) = npx

f ′(x) = (xr )′ = r xr−1 ]0,+∞[ على للاشتقاق قابلة f f (x) = xr

g ′(x) = 1

n
× f ′(x)×

(
f (x)

) 1
n −1

I على للاشتقاق قابلة g g (x) = n
√

f (x)

g ′(x) =
((

f (x)
)r )′ = r × f ′(x)×

(
f (x)

)r−1
I على للاشتقاق قابلة g g (x) =

(
f (x)

)r

نتائج
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�< fإذا &��, ��3B ��]��>�� و ر/� ],a b و( ) ( ) 0f a f b× �(ن ا�	��د�� >( ) 0f x �� DE و�E#ا �� ا�	 �ل   =�/
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] [,a b  

�+ھ-� ( و
�د�� ووE#ا��� ا�*� 
�< � �ل  ��I ( 


�<  fإذا &��,  ��3B ��)و  ��I>�� و ر/� )0 f I∈   د����	ن ا�)�( ) 0f x �� DE و�E#ا �� ا�	 �ل  =�/I  

  

 ا*�3ل ��71 دا���6 .و 

: ��G�H  


�< � �ل gو  Iدا�� ��>�� 
�< � �ل fإذا &��, ��<��

 J

  I�*!( )f I J⊂  ن)�g fo  >�
 ��<��I.  

  

 ا��ا�� ا�%:��9 .ز 

: ��G�H  ,��& إذاf  >�
 ��3B ��دا�� ��>�� ور/�
�(ن ا�	��د��  �I �ل( )f x y= I�E( )y f I∈  ���/

 DEI و�E#ا �� ا�	 �ل 


#د        �& K!+/ �ا�#ا�� ا��y  < ا�#ا��	8/ �*��!
1fو �+�; �.� ب :  fا����8L ��#ا��  −  

 :M$���          ( ) ( ) ( )1

1
f y xy f x

y Ix J

−  ==
⇔  ∈∈ 

  

( ) ( )
( )

1

1

;
2

;

f f x x x I

f f x x x J

−

−

 = ∈
 = ∈

o

o
  

1دا�� و  ��G�H    =L��fت:     
f

−  >�
 ��8Lدا��.� ا��
�-� : Jا�	 �ل #�  

� 1f 
�< ا�	 �ل  − ��<��J  

� f  1وf  �.	� �OP ا�+/�!� −

�  >-*-�1f 8��  fھ� �	�:� �	-*-<  −-��!
�y�	7���8 ذي ا�	��د��  x=   ولCا Q<-	ا� )

( 7��	��  

  

  

 ا<=�)�ق  .ح 

 

 f  ��    ���0D� ��!�Baق 

  

↔

  

  

  

  

  

↔

  

  

( ) ( )
lim
x a

f x f a
l

x a→

−
= ∈

−
ℝ  

( )'l f a=  

  

  

↔

  

  

  

  

↔

  

  

  

( )fC  �3�-ا� �� �@�	� ����

( )( ),A a f a  �
������ ا�	�

( )'l f a= : و ���د���  

( ) ( ) ( )' .y f a x a f a= − +  

f  ��
�<  ���0D� ��!�Baق 
  ا��	�=

( ) ( )
lim
x a
x a

f x f a
l

x a→
>

−
= ∈

−
ℝ  

( )'
d

l f a=  

( )f
C  �3�-ا� �� �@�	� ����

( )( ),A a f a  �
������ ا�	�

( )'dl f a= : و ���د���  

( ) ( ) ( )' .dy f a x a f a= − +  
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f  ��
�<  ���0D� ��!�Baق 
  ا���8ر

  

  

  

↔

  

  

  

  

  

↔

  

( ) ( )
lim
x a
x a

f x f a
l

x a→
<

−
= ∈

−
ℝ  

( )'gl f a=  

  

  

  

↔

  

  

  

  

  

↔

  

( )fC  �3�-ا� �� �@�	� ����

( )( ),A a f a  �
������ ا�	�

( )'gl f a= : و ���د���  

( ) ( ) ( )' .gy f a x a f a= − +  

f  ���  ���0D� ��!�Baق 

 f

  �� ���0D� ��!�Baق 

�< ا��	�= 

� f  �� ���0D� ��!�Baق 

�< ا���8ر 

� ( ) ( ) ( )' ' '
d g

f a f a f a= =

  

( )fC  �3�-ا� �� �@�	� ����

( )( ),A a f a  �
������ ا�	�

( )'l f a= : و ���د���  

( ) ( ) ( )' .y f a x a f a= − +  
  

 


�< ا��	�= و  ���0D� ��!�Baق ��  fإذا&��,  �f  ��
�< ا���8ر و  ���0D� ��!�Baق ( ) ( )' 'd gf a f a≠  ن)�f  +�S

 ���� ھUه ا�*���   ���0D� ��!�Baق  .( )fC  �3�-ا� ���� �>P� �	�س ��P��Vن ��( )( ),A a f a  ن�.
����Dھ	� ا�	�

( )'df a    و( )'gf a  �3�-و ا�( )( ),A a f a < ���3 �;واة	8/ 

)إذا &��,  � )' 0f a �(ن  =( )fC  �� ����� �	�س أ��( )( ),A a f a  

  

( ) ( )
lim
x a
x a

f x f a

x a→
>

−
= +∞

−
  ⇐ f  ��
�< ا��	�= ���0D� ��!�B +�Saق   

( )f
C   �3�-ا� �� >�
Cا �*� �
�� �>Q �	�س 
	�دي ����( )( ),A a f a

  
( ) ( )

lim
x a
x a

f x f a

x a→
<

−
= +∞

−
 ⇐ f  ��
�< ا���8ر ���0D� ��!�B +�Saق   

  

( )f
C   �3�-ا� �� �P@Cا �*� �
�� �>Q �	�س 
	�دي ����( )( ),A a f a  

( ) ( )
lim
x a
x a

f x f a

x a→
>

−
= −∞

−
 ⇐ f  ��
�< ا��	�= ���0D� ��!�B +�Saق   

  

( )fC   �3�-ا� �� �P@Cا �*� �
�� �>Q �	�س 
	�دي ����( )( ),A a f a

  
( ) ( )

lim
x a
x a

f x f a

x a→
<

−
= −∞

−
 ⇐  f  ��
�< ا���8ر ���0D� ��!�B +�Saق   

  

( )fC   �3�-ا� �� >�
Cا �*� �
�� �>Q �	�س 
	�دي ����( )( ),A a f a
  

 

  

  Iا�.@�ل   f'ا��ا�� ا�.?�)�   fا��ا�� 

x ka

  

0x a

  

ℝ

  

*nx x n ∈֏ ℕ  1nx nx −
a  ℝ  
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*nx x n ∈֏ ℤ { }1−  1nx nx −
a  ] [0,I = [أو    ∞+ [,0I = −∞  

*rx x r ∈֏ ℚ { }1−  1r
x rx

−
a  ] [0,I = +∞  

x xa  1

2
x

x
a  ] [0,I = +∞  

1
x

x
a  

2

1
x

x

−
a  ] [0,I = [أو    ∞+ [,0I = −∞  

sinx xa

  

cosx xa

  

ℝ

  

cosx xa

  

sinx x−a

  

ℝ

  

tanx xa  2

2

1
1 tan

cos
x x

x
+ =a

  

ℝ /
2

k k
π π + ∈ 
 

ℤ  

 

  

  ا��ا�� ا�.?�)�  ا��ا��

.fα

  

. 'fα

  

f g+

  

' 'f g+

  

f g×

  

' 'f g f g× + ×

  

1

g
  

2

'g

g
−  

f

g
  

2

' 'f g fg

g

−
  

g fo

  

' 'f g f× o  

f  '

2

f

f
  

n

f  

1' n

nf f−  

  
 

�  =L��n ∗∈ℕ  

    ( ) ( )
1

1
0 'n

nn
x x

n x −
∀ > =  

�� ��3B و ���0D� ��!�Bق 
�< � �ل  fإذا &��,  �
�(ن  Iدا�� ��n f  >�
و  ���0D� ��!�BIق 
 : �-�#� 

    ( )( ) ( )
( )( ) 1

'
'n

n
n

f x
f x

n f x
−

=  ( )x I∀ ∈  

�  =L��f  ل� � >�
 ��1/��� دا�� 
I  ��8Lدا�� ��+f −   =L�� 0وx  0وy  : I�*! دان#
( )1

0 0f x y
− =  

)إذا &��,  )0' 0f y 1�(ن  ≠f −  ��)و �#�-�  ���0D� ��!�B0xق  ) ( ) ( )
1

0

0

1
'

'
f x

f y

− =  

�(ن  6I /-�#م 
�<  f'إذا &��,  �
1f −   >�
)���0D� ��!�Bق  )f I   : �-�و �#

( )( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1
'

'
x f I f x

f f x

−
−∀ ∈ =

o
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  ر/�!� دا�� 

)إذا &��,  � )' 0x I f x∀ ∈ �(ن    ≤f  >�
 ��#� I/;ا

)إذا &��,  � )' 0x I f x∀ ∈ �(ن    ≥f  >�
 ��<B�-/I 

)إذا &��,  � )' 0x I f x∀ ∈ �(ن    <f  >�
 ��3B  ��#� I/;ا

)إذا &��,  � )' 0x I f x∀ ∈ �(ن    >f  >�
 ��3B  ��<B�-/I  

��G�H  

)إذا &��,  � )' 0x I f x∀ ∈ 
�<  f'و &��,  ≤ K�-د �-�� �= ا�#
 ���(ن  I/-�#م f  >�
 ��3B ��#� I/;ا

)إذا &��,  � )' 0x I f x∀ ∈ 
�<  f'و &��,  ≥ K�-د �-�� �= ا�#
 ���(ن  I/-�#م f  >�
 ��3B ��<B�-/I 

 

  دا�� ا��C/Dر �� ا�!�5�ي .ط 

1. : Q�+�/ 

1دا�� ا����Sر��7 ا�-��+ي ھ� ا�#ا�� اGC��� ��#ا�� 
x

x
a 


�< ا�	 �ل ] [0,+∞  ��و �+�; �.� !��+�; :  1و ا��� /-�#م 

ln  
  ا@�-��
�ت و ��G�Hت : .2

� ] [ln 0,D = +∞   ( )( )ln 0> 

� ] [( ) ( ) 1
0, ln'x x

x
∀ ∈ +∞ ��  lnإذن ا�#ا��   =#�/;ا

 >�
 ��3B] [0,+∞  

� 0; 0 ln lnx y x y x y∀ > ∀ > = ⇔ = 

� 0; 0 ln lnx y x y x y∀ > ∀ > > ⇔ > 

� 0; 0 ln lnx y x y x y∀ > ∀ > ≤ ⇔ ≤ 

� ( )ln 1 0= 

�  =� #�Eو ����E د#
 #
��ℝ ℚ  : ب �� ;�+�e 
  I�*!2,718e ≃   : Y�*�)و  )ln 1e = 

� 0 ln ax a x a x e∀ > ∀ ∈ = ⇔ =ℝ 

lnإ�0رة  � x  : 

0إذا &�ن :  • 1x< �(ن  >ln 0x < 

1xإذا &�ن :  • �(ن  ≤ln 0x ≥ 

 lnا��	���ت 
�< ا�#ا��  .3

 =L��x  وy  =�] rو  ∞+,0] ∈ℚ : �-�#�  

� ( ) ( ) ( )ln . ln lnx y x y= + 

� ( )1
ln ln x

x

  = − 
 

 

lim ln
x

x
→+∞

= +∞

  

ln
lim 0

x

x

x

+

→+∞
=  

    

ln
lim 0

nx

x

x

+

→+∞
=

  

 0
0

limln
x
x

x
→
>

= −∞  

0
0

lim ln 0
x
x

x x −

→
>

=  

  
0
0

lim ln 0n

x
x

x x −

→
>

=
  

    1

ln
lim 1

1x

x

x→
=

−
  

  

( )
0

ln 1
lim 1
h

h

h→

+
=

  
 

: ��G�H  

!*�I  : Iدا�� ���0D� ��!�Bق 
�< � �ل  Uإذا &��, 
( ) 0x I U x∀ ∈ ≠  

�(ن ا�#ا�� ( )lnx U xa  >�
و  ���0D� ��!�BIق 

 : �-�#�( )( ) ( )
( )
'

ln '
U x

x I U x
U x

∀ ∈ =  

�� �ZED�U  : ��3B : إذا &��, 
��

( )( )( ) ( )
( )
'

ln '
U x

U x
U x

=
  


� ا�#وال اGC���  ��#ا��  �	 � : � ���( )
( )
'U x

x
U x

a 
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� ( ) ( )ln ln ln
x

x y
y

 
= − 

 
 

� ( ) ( )ln lnrx r x= 

  

)ھ� ا�#وال :  ) ( )lnx U x λ λ+ ∈֏ ℝ  

  

  

  ا��ا�� ا���H .ي 

. أ

  :Q�+�/

 

�� و �+�;  lnا�#ا�� ا����8L ��#ا�� +��/8	< ا�#ا�� اC@�� ا�-
   �exp.� ب : 

  :�ZED�( )exp xx x e∀ ∈ =ℝ  

.

  

: M$��� 

 

( )

( )
( )

ln

0

x x ye y

yx

 == ⇔  >∈   ℝ
 

 

] [

( )
exp : 0,

expx x

+∞ℝ ֏

֏

 

 

exp

D = ℝ       و: 0
x

x e∀ ∈ >ℝ 

 

 =L��

x  وy  =�ℝ : �-�#� 

 

x y

e e x y= ⇔ = 

 

x y

e e x y< ⇔ < 

 

x y

e e x y≥ ⇔ ≥ 

 

( )

: ln xx e x∀ ∈ =ℝ 

 

ln

0 : xx e x∀ > = 
� 0 1e 1eو    = e=  

 ا��	���ت :  . ج

 =L��x  وy  =�ℝ  : �-�#�  

1( x y x ye e e +× = 

2(  
x

x y

y

e
e

e

−= 

3( 
1 x

x
e

e

−= 

4( ( )r
x rxe e=      ( )r ∈ℚ  

              
lim

x

x
e

→+∞
= +∞  

              
lim

x

x

e

x→+∞
= +∞  

lim
x

nx

e

x→+∞
= +∞

   
lim 0x

x
e +

→−∞
=  

lim 0x

x
xe −

→−∞
=  

0
lim

0

n x

x

�
nزو
x e

�aaaaa+ديn

+

−→−∞


= 
  

0

1
lim 1

x

x

e

x→

− =
  

و �#�-� :   ���0D� ��!�Bℝق 
�<  expا�#ا��  )1

( ) ( ) 'x xx e e∀ ∈ =ℝ 

�(ن  Iدا�� ���0D� ��!�Bق 
�< � �ل  Uإذا &��,  )2
)ا�#ا��  )U x

x ea  >�
 و �#�-� :   ���0D� ��!�BIق 

                              

( ) ( )( ) ( ) ( )
' '

U x U x
x I e U x e∀ ∈ =  

3( ( ) ( ) 'rx rxx I e re∀ ∈ = 

4(  

ا�#ا
 ��  

���GCا  

xe  
rxe  

  

( ) ( )
'

U x
U x e  

    

xe  
1 rxe
r

  

( )U x
e  
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.ك  

 ��DJHا��وال ا  

f  ل� 	ا� >�
 ����� : Iدا�� ��+ �	! 

( ) .......f x =  


�<  fا�#وال اGC��� ل I  ��+��
 :��� �	!( ) ......F x =  

  

  Iا�	 �ل 

k  )k (,!�: ����E د#
  kx c+

  ℝ  

  

( ) nn x∗∈ℕ  

1

1

nx
c

n

+

+
+

  
  

ℝ  

( )1; nn n x∗≠ − ∈ℤ  1

1

n
x

c
n

+

+
+

  
] [أو  ∞+,0] [,0−∞  

{

}(

)1 rr x∈ − −

ℚ  

1

1

rx
c

r

+

+
+

  
] [0,+∞  

( )cos x  ( )sin x  ℝ  

( )sin x  ( )cos x−  ℝ  

( ) ( )
2

2

1
1 tan

cos
x

x
+ =  ( )tan x  ( ), ,

2 2
k k k

π ππ π− + + ∈  
ℤ  

( ) ( )0 ,cosa ax b≠ +  ( )1
sin ax b c

a
+ +  

  

ℝ

  

( ) ( )0 ,sina ax b≠ +  ( )1
cos ax b c

a

− + +  
  

ℝ

  

1

x
  2 x c+  ] [0,+∞  

2

1

x
  

1
c

x

− +  ] [أو  ∞+,0] [,0−∞  

1

x
   ( )ln x c+  ] [0,+∞  

xe

  x

e c+

  ℝ  

  


�<  fا�#وال اGC��� ل   fا�#ا�� I   >�
  0u+وط 

( ) '. nn u u∗∈ℕ  11

1

nu c
n

+ +
+

  
  

( )1; '. nn n u u∗≠ − ∈ℤ  11

1

nu c
n

+ +
+

  
 �L�x  =�I  ,( ) 0u x ≠  

'u

u
  

2 u c+   �L�x  =�I  ,( ) 0u x >  

{

}(

)1 '. rr u u∈ − −

ℚ  

11

1

ru c
r

+ +
+

   �L�x  =�I  ,( ) 0u x >  

'u

u
  ( )ln u c+   �L�x  =�I  ,( ) 0u x ≠  

' uu e  
ue c+   �L�x =�I
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.ل  

 �9Kب ا��:��, 

��ر�ف : .1

 


ل  �f�$ن �� %�& ����� �]دا� ],a b  وF  %�& 
'� �]دا�� أ��� ],a b.  


�ل $�f  ن�a  %إ�b  : ھو ا��دد ا������( ) ( ) ( )b

a
f x dx F b F a= −∫  

2.

 �.�ظ
ت : 

)/$�ب  � ) ( )b b

aa
f x dx F x=

  ∫

 

)�4ي ���0ر آ2ر ���x  : .1$ن ���0ر  � ) ( ) ( ) .........
b b b

a a a
f x dx f t dt f u du= = =∫ ∫ ∫ 

3.


ت : ��
2 

� ( ) 0
a

a
f x dx =∫ 

� ( ) ( )b a

a b
f x dx f x dx= −∫ ∫ 

� ( ) ( ) ( )b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫ 

4.

� ا��$
�ل : �/
 2ط

: ���
2  
]دا��
ن �����
ن &�% ا���
ل  gو  �f�$ن  ],a b : 
  .�د�/

�

 

( ) ( )( ) ( ) ( )b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫ 

�

 

( ) ( )b b

a a
f x dx f x dxα α=∫ ∫     ( )α ∈ℝ 

1. : ���
2

 

]دا��
ن �����
ن &�% ا���
ل  gو  �f�$ن  ],a b : 
  .�د�/

0fإذا $
/ت  � ≥  %�&[ ],a b  6ن�( ) 0
b

a
f x dx ≥∫ 

0fإذا $
/ت  � ≤  %�&[ ],a b  6ن�( ) 0
b

a
f x dx ≤∫ 

fإذا $
/ت  � g≤  %�&[ ],a b  6ن�( ) ( )b b

a a
f x dx g x dx≤∫ ∫ 

 

2.

 : � ا����� ا���و ط

: ���
  ��ر�ف و 2


ل  �f�$ن  ��� %�& ����� �]دا� ],a b  ا��دد .( )1 b

a
f x dx

b a
µ =

− � �% ا����� ا���و ط� ل   ∫

f  %�&[ ],a b 

]�ن  �cو�د &�% ا�7ل &دد   ],a b  : ث���( ) ( )1 b

a
f c f x dx

b a
=

− ∫  

��زاء:  . ب� ���

ل ا��$��� 
�

 

: ���
2  


ن �.���
ق &�% ��
ل  vو  �u�$ن ���

ن &�%  v'و  u'��ث  Iدا��
ن 7�����I  وa  وb  ر�ن �ن�/&I : 
  �د�/

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' '
b bb

aa a
u x v x dx u x v x u x v x dx= −  ∫ ∫

  



 

  


	�� ا���� �	�
  ا������ 

  أھ� �� �����
 �� درا�� ا��وال
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I. : ت�E�8	�8ب ا�E  

)��L= ا�	��8ى �-�8!� إ�< ���7 �����#    ), ,O i j

r r  

 �E�8	ة ا�#Eو.u A  �3�-��! *#د	��3�8 ا�	ا� �E�8� �ھO  و
iا�	� .��= 

r
jو  

r
  

1. .u A i j= ×
r r

   

 

 ��G�H1:  =L��f  ل� � >�
]دا�� ��>��  ],a b  

)��E�8 ا�*�; ا�	*>�ر !�=  )f
C  �	د���ھ��� =�U�= ا��	���8	و ا� ��G��Cو �*�ر اx a=  وx b=  : �ھ

( )( ). .
b

a
f x dx u A∫

  

 ��G�H2:  =L��f  وg  ل� 	ا� >�
]دا���ن ��>���ن  ],a b  

)��E�8 ا�*�; ا�	*>�ر !�= )fC و( )gC �	د���ھ��� =�U�= ا��	���8	و ا� ��G��Cو �*�ر اx a= وx b=  : �ھ  

                                                           ( ) ( )( ). .
b

a
f x g x dx u A−∫     

  

  �*�e�/ 7@ت  ر�ZED�  :�ا�+@7 ھ ��  ��E�8 ا�*�; ا�	��ن 

  

  

f  ل� 	ا� >�
 ��
��[ ],a b  

  

  

  

( )( ). .
b

a
f x dx u A∫  

  

  

f  ل� 	ا� >�
 ����@[ ],a b  

  

  

  

( )( ). .
b

a
f x dx u A−∫  

  

• f ل� 	ا� >�
 ��
��  

[ ],a c  

  و

• f ل� 	ا� >�
 ����@  

[ ],c b  

  

  

  

( ) ( )( ). .
c b

a c
f x dx f x dx u A+ −∫ ∫  



 

  


	�� ا���� �	�
  ا������ 

  أھ� �� �����
 �� درا�� ا��وال
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( )fC  ق�� #
��( )g
C  >�


  ا�	 �ل

[ ],a b  

  

  

  

  

( ) ( )( )( ). .
b

a
f x g x dx u A−∫  

• ( )fC  ق�� #
��( )g
C 


�< ا�	 �ل  

[ ],a c  

  و

• ( )f
C  ,*/ #
��( )gC 


�< ا�	 �ل[ ],c b  

  

  

  

  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ). .

c ba cf x g x dx g x f x dx u A

− + −

∫ ∫

  

    

I. : �8ب ا�* �مE 

 ��G�H1:  

 =L��( )∑  =��)� 8	� �*>�را !�= ا�	��8 )1P  و( )2P : �ا���ا� >�
�= ���د���ھ	� U�ا� z a=  وz b=  ( )a b<  

 =L�� و( )S t  78 	ط� ا���/ �E�8�( ��z ا�	��8ى ا�Uي ���د���  ∑( t=  I�Ea t b≤ ≤  

)إذا &��, ا�#ا�� :  )t S ta  ل� 	ا� >�
 ��<��[ ],a b  ن)�V  78 	7 ا� E( )ھ�  ∑( )b

a
V S t dt= !�E#ة ��Bس   ∫

  ا�* 7

 

  

 ��G�H2:  

)E 7 ا�	 78 ا�	��# !#وران  )fC  ل� � ������G دورة &���� Cل �*�ر ا�E[ ],a b  : ھ�  

( )( )2

.
b

a
V f x dx u vπ =

  ∫          : I�E.u v ة ا�* �م#Eو :  

 

 

つづく 
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 دراسة الدوال
 الثانية سلك بكالوريا علوم تجريبية   

  
A–الأنــشطة    

    1تمرين    
 .و مطاريفها النسبية أو المطلقة إن وجدت في الحالات التالية   fحدد رتابة الدالة  -1         

) -   أ    ) ( )23f x x x= )  -            ب− ) arctanf x x x= )   -          ج− ) 3 3f x x x= −     

3 حدد عدد جذور المعادلة        -2        2x 2 7 1 0  x x+ − + =  
    2 تمرين    

   .) ممكنا إن آان(تن  التاليين منحنى الدالة و حدد نقط انعطافه في الحالتfC       أدرس تقعر      

)    -       أ ) 4 3f x 2 13x x x= − −       

)    -ب          )f x x x=  )أن   لاحظf و مع ذلك تقبل نقطة انعطاف في 0 غير قابلة للاشتقاق مرتين في   O(0 ; 0)  (   

) -     ج ) cos sinf x x x= −  

       3 نتمري    
        أعط الاتجاهات المقاربة  في الحالات التالية-   حدد المقاربات إن وجدت            

)  -    أ    )
2

2

1
2 3
xf x
x x

+
=
− + +

) -        ب ) 3 1f x x= )     -       ج+ )
2 2

1
x xf x
x
+

=
−

       

) -  د      ) xxxf )   -  ر             =+ ) sin 2f x x xπ= +  

      4تمرين    
)    نعتبر -1        ) 3 2x 3 3f x x x= − +    fC   مرآز تماثل للمنحنىA (1 ;2)ن   ابين   +

)نعتبر    -2        ) ( )( )( )( )1 2 3 4f x x x x x= − − − −  

2ن المستقيم الذي معادلته  ا بين            
5  x =للمنحنى   محور تماثلfC  

B-تذآير مع بعض الاضافات   
    نقطة انعطاف--   تقعر منحنى دالة- 1

  تعــريف1- 1
    I قابـلة للاشتــــــقاق على مجال f        لـتكن 

)       نقول إن المنحنى  )fC          محدب إذا آان يوجد فوق جميع مماسـاته 

)       نقول إن المنحنى )fC مقعر إذا آان يوجد تحت  جميع مماسـاته  

        
  

                                                               

 

   تعـــريف 1-2   
) وI قابلة للاشتـــقاق على مجال f         لتكن  )T  ممـاسا   للمنحنى ( )fC  في النقطة( )( )0 0 0;M x f x.  

) نقطتين لهــــــما نفس الافصول وينتميان على  التوالي إلىP و M     لتكن  )fC  و( )T إذا انعدمPM فيx0 و 

)نقطة انعطاف للمنحنى   M0 فان  النقــــــــــطة x0تغيرت إشارته في مجال مفتوح مرآزه  )fC  
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  خـــاصيات 1-3 

          f  دالة قابلة الاشتــــــــقاق مرتين على مجالI   
) فانI موجبة علىf"  إذا آانت*        )fC  يكون محدبا علىI 

) فان  I سالبة علىf"إذا آانت  *        )fC يكون مقعرا  على I  

* وآان يـوجد   I من الــمجال x0 تـنعدم في f"ا آانت ذ  ا*       
+∈α   بحيث إشارة"f  على[ [α+0,0 xx  

[ علىf"مخالـفة  لإشارة              ]00 ,xx α− فان   ( )( )0 0 0;M x f x نقـطة  انعطاف للمنحنى ( )fC  

   قابلة للاشتقاق مرتين ويكون مع ذلك لمبيانها نقطة انعطافf   قد لا تكون الدالةملاحظــــــــة    
  ـــائيةالفروع اللانهــ -

    تعريف 2-1    
  . يقبل فرعا لانهائياC منحنى دالة إلى اللانهاية فإننا نقول إن C            إذا آلت إحدى إحداثــــيتي نقـطة من 

  مستقيم مقارب لمنحنى 2-2    
)اذا آان  *   )lim

x a
f x

+→
= )   أو ∞± )lim

x a
f x

−→
= x معادلته    فان  المستقيم الذي∞± a=  مقارب ل  Cf   

      
  
  
  
 
 
 
 
  

) آان  إذا     *   )lim
x

f x b
→±∞

  .Cf   مقارب ل y =b فان المستقيم  ذا المعادلة  =

         
  
  
 
 
 
 
  

 
إذا وفقط إذا آان  Cf  مقارب للمنحنى  y =ax + bيكون المستقيم الذي معادلته **   

lim ( ( ) ( )) 0
x

f x ax b
→±∞

− + =  

    خا صية
      إذا وفقط إذا آانCf مقارب   لمنحنى y = ax + b           يكون المستقيم ذو المعادلة 

( )( ) ( )lim ; lim
x x

f x
f x ax b a

x→+∞ →+∞

 
− = = 

 
)     أو     )( ) ( )lim ; lim

x x

f x
f x ax b a

x→−∞ →−∞

 
− = = 

 
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)معرفة وضع   المنحنى تمكننا من ( f (x) – (ax + b) ) دراسة إشارة ملاحظة    )fCبالنسبة للمقارب المائل .  

   الاتجاهات المقاربة -3 -2  
  تعاريف   

 إذا آان –     أ 
( ) ( )lim lim

x x

f x
f x

x→±∞ →±∞
= ±∞ = ) نقول إن ∞± )fCيقبل محور الأراتيب آاتجاه مقارب .  

 إذا آان -    ب 
( ) ( )lim 0 lim

x x

f x
f x

x→±∞ →±∞
= = )نقول إن ∞± )fCيقبل محور الافاصيل آاتجاه مقارب.  

إذا آان  -  ج   
( ) ( )lim lim

x x

f x
a f x

x→±∞ →±∞
= = lim  و ∞± ( )

x
f x ax

→±∞
− = )نقول إن  ∞± )fC  يقبل   

   آاتجاه مقاربy= ax       المستقيم  ذا المعادلة    
    بصفة عامة  

 إذا    آان              
( ) ( )lim lim

x x

f x
a f x

x→±∞ →±∞
= = ) نقول إن∞± )fC    يقبل المستقيم ذا المعادلة  

         y= axآاتجاه  مقارب .  
   محور تماثل–مرآز ثماثل  -  3 
     خاصية 1 -3  

   إذا وفقط إذا آان  fنحنى دالة     محور تماثل لمx = aيكون المستقيم الذي معادلته ,        في معلم متعامد 
      (2 ) ( )fx D f a x f x∀ ∈ − =                                          

    خاصية 3-2  
2)  إذا وفقط إذا آان  f مرآز تماثل لدالةE (a ;b)تكون النقطة  ,في معلم ما ) 2 ( )fx D f a x b f x∀ ∈ − = −  

  الدالة الدورية -4 
        تعريف 4-1   

 موجب قطعا بحيث                T دالة دورية إذا وجد عدد حقيقي fنقول أن 
; ( ) ( )f f fx D x T D x T D f x T f x∀ ∈ + ∈ − ∈ + =  

   fاصغر دور موجب قطعا يسمى دور الدالة .f يسمى دور الدالة T       العدد 
  خاصية 2 -4  

, فان            T دور f               إذا آانت للدالة  ( ) ( )fx D n f x nT f x∀ ∈ ∀ ∈ + =  
  خاصية 4-3 

] علىf دورا  لها فان منحنى الــدالة  T دالة دورية و f     إذا آانت  [TnxnTxDf )1(; 00  هـو   ∩+++

]صورة منحنى الدالة   على [TxxDf +∩ nT  بواسطة الإزاحة ذات المتجهة,00 i⋅ حيث nعدد صحيح نسـبي .  
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الثانية بكالوريا علوم  الدوال العكسية الحيان:  الأستاذ  
 تجريبية

I- صورة مجال بدالة متصلة : 
 
)2:  المعرفة بما يلي f  نعتبر الدالة العددية: مثال  – 1     )f x x=  .       

  :يلي حدد مبيانيا ما                            
 

       
 [ ]( )1, 2f 

 [ ]( )1,1f − 

 [ ]( )2,0f − 

 
 
 
 
 : خاصيات  - 2     
 

)  . صورة قطعة بدالة متصلة هي أيضا قطعة   )fC 

  . من بدالة متصلة هي أيضا مجالصورة مجال من  
 [ ]( ) [ ], ,f a b m M=.  

                              
[ ]

( )
,x a b

m Min f x
∈

  و =
[ ]

( )
,x a b

M Max f x
∈

= 

 
 يمكن تحديد صورة مجال بدالة متصلة ورتيبة     :ملاحظة          

 :آما يلي       قطعا على مجال من                    
 
 

)المجال  )f I المجالI  رتابة الدالةf الشكل 

[ ]( ), ( )f a f b [ ],a b 

( ), lim ( )
x b

f a f x
−→

⎡ ⎡
⎢ ⎢⎣ ⎣

 [ [,a b 

lim ( ), ( )
x a

f x f b
+→

⎤ ⎤
⎥ ⎥⎦ ⎦

 ] ],a b 

( ), lim ( )
x

f a f x
→+∞

⎡ ⎡
⎣ ⎣ [ [,a +∞ 

 

lim ( ), lim ( )
xx a

f x f x
+ →+∞→

⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

 
] [,a +∞ 

 
 
 

fتزايدية قطعا  
 

 Iعلى المجال

 

[ ]( ), ( )f b f a [ ],a b 

lim ( ), ( )
x b

f x f a
−→

⎤ ⎤
⎥ ⎥⎦ ⎦

 [ [,a b 

( ), lim ( )
x a

f b f x
+→

⎡ ⎡
⎢ ⎢⎣ ⎣

 ] ],a b 

lim ( ), ( )
x

f x f a
→+∞

⎤ ⎤
⎦ ⎦ [ [,a +∞ 

lim ( ), lim ( )
x x a

f x f x
+→+∞ →

⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

 
] [,a +∞ 

 
 
 

fتناقصة قطعا  
 

 Iعلى المجال
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:              نعتبر الدالة العددية المعرفة بما يلي :مثال        
3( )
2

xf x
x
−

=
−

.  

[:   تزايدية قطعا على آل من المجالين التاليين fبين أن .1 [  و    ∞+,2] [, 2−∞.  

[ :  fاستنتج صور آل من المجالات التالية بالدالة .2 ]  و  ∞+,2] ]  و  ∞+,3] ]3, 4.  

 
II-ن الدالة العكسية لدالة متصلة ورتيبة قطعا على مجال مR:  
 

 :تعريف التقابل  .1
      :1مثال 

] المعرفة على المجال g            نعتبر الدالة العددية )2:  بما يلي 2;0,5[ )g x x=.   

]  حدد مبيانيا – 1            ]( )0,5;2g.     

 :  أتمم الجدول التالي – 2           
 

 
] من المجالx آل عنصر، gبالدالة،  y،   نسمي سواي:ملحوظة ):  بحيث 2;0,5[ )y g x=.  

) من خلال المنحنى:استنتاج  )gC آل عنصر ؛ نلاحظ أنyمن المجال [ ]0,   ،xسابقا وحيدا  ؛ يقبل 4;25

]في المجال ، gبالدالة                    ] من المجالتقابل g لهذا نقول إن.2;0,5[   المجال  نحو2;0,5[

               [ ]0,25;4.  

]المعرفة على المجالhنعتبر الدالة العددية   :2مثال  ]1, )2:            بما يلي −2 )h x x=.   

] حدد -1               ]( )1,2h −.           

 :   الجدول التالي املأ -2                   
  ما ذا تستنتج ؟-3                   

 
  .B نحوA دالة معرفة منf مجموعتين غير فارغتين ؛ ولتكنB وAلتكن :تعريف 

  f بالدالةA فيx ؛ سابق وحيدB منy ؛ إذا آان لكل عنصرB نحوA تقابل منfنقول إن             

) :                                            أي  ); ! /y B x A y f x∀ ∈ ∃ ∈ =    

)                                                          : خاصية  .2 )a b< 
fI:  بحيث ن غير فارغين من مجاليJ وI دالة عددية وليكنfلتكن                     D⊂.   

              
  ؛ I على المجالرتيبة قطعا ومتصلة fإذا آانت

):  بحيثJ نحو المجالIفإنها تكون تقابلا من )J f I=.      

       

( )gC
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) II-1 من ،1الدالة الواردة في المثال :مثال  )2( )f x x=،تقابل من المجال [ ]  نحو المجال2;0,5[ ]0, 25;4. 

 : التقابل العكسي  .3
] دالة معرفة على المجالf لتكن  :1مثال  ]1, 2I )2:                        بما يلي = ) 2 3f x x x= − + 

 . ينبغي تحديده J نحو مجالI تقابل من المجالfن بين أ-1            
yليكن -2             J∈وليكن x I∈السابق الوحيد ل yبالدالة f .  أآتبxبدلالة y؟  

x ليكن-1     :الجواب             I∈ .  لدينا :( ) ( ) ( )2 2 3 2 2 2 1f x x x x x′′ = − + = − =  :ومنه فإن . −

                                ] ] ( )1, 2 1 2 1 0 0x x x f x′∈ ⇒ < ≤ ⇒ − > ⇒ >.  

0f إذن                               ′ ) حيث 1 باستثناء العدد I على المجال< )1 0f ′   دالة fومنه نستنتج أن  . =

 : فإن ، I متصلة على المجالfوبما أن  . Iى المجالتزايدية قطعا عل                              
                             fتقابل من المجال I نحو المجال ( ) [ ]( ) [ ] [ ]1,2 (1), (2) 2,3J f I f f f= = = =. 

y  ليكن-2                            J∈وليكن x I∈السابق الوحيد ل yبالدالة f لدينا : 

                                                                                                     

2

2

2

( ) 2 3
( 1) 2

( 1) 2

y f x y x x
y x
x y

= ⇔ = − +
⇔ = − +
⇔ − = −

                                                                      1 2x y− = − 1  أو       − 2x y⇔ − = − 

1: لأن            (                                                       1 0x x≥ ⇒ − ≥    ( 1 2x y⇔ − = − 

                                                                                                    1 2x y⇔ = + − 

]من المجال                                 الدالة المعرفة  ]2,3J ] نحو المجال= ]1, 2I   من t والتي تربط آل عنصر=

1 بالعدد الحقيقي Jالمجال                                  2t+   ؛ ونرمز له f للدالة تسمى التقابل العكسي، −

1fبالرمز                                              : ؛ ونكتب −
[ ] [ ]1

1

: 2,3 1,2

( ) 1 2

f J I

x f x x

−

−

= → =

= + −
 

 :  الجدولين التاليين املأ   :مثال                                  
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 تقابل من  f ؛ نعلم أنfD  ؛ ضمنI دالة متصلة ورتيبة قطعا على مجال غير فارغf لتكن :تعريف              

) نحو المجالI                           المجال )J f I=.  

  I منyبالعنصر J منx والتي تربط آل عنصرIجال نحو المJ                           الدالة المعرفة من المجال
):                            بحيث  )x f y=ي للدالة  ؛ تسمى التقابل العكسf1 ؛ ويرمز لها بالرمزf −.  

 :قاعدة التحويل             
 :لدينا .  I عنصرا منy وJ عنصرا منx ؛ وليكنJ نحو مجالIتقابلا من مجال f                           ليكن

( ) ( )1y f x x f y−= ⇔ = 

) نحو Iتقابلا من مجالf ليكن:استنتاج              )J f I= .  لدينا: 

)          :I منx  لكل عنصر  )1 ( )f f x x− =.   

) :           J منxلكل عنصر  )1( )f f x x− =.  

] الدالة المعرفة على المجالgلتكن   :2مثال                ]3, 4I ):                     بما يلي = )
2

xg x
x

=
−

 

 . ينبغي تحديده J نحو مجالI تقابل من المجالg بين أن-1                     
1g حدد التقابل العكسي-2                      −.  

) أنشئ-3                      )gCو ( )1g −C  معلم متعامد ممنظم في نفس المستوى المنسوب إلى( ), ,O i j.  

   .1 إعادة للطريقة المستعملة في المثال  :1طريقة              
]ليكن .    استعمال قاعدة التحويل   :2طريقة               ]2,3x J∈ ]  و  = ]3, 4y I∈ ):  بحيث = )1y g x−= .  

 :لدينا                            

                                                                          

1( ) ( )

2
( 2)

2
( 1) 2

y g x x g y
yx

y
x y y
xy x y
y x x

−= ⇔ =

⇔ =
−

⇔ − =
⇔ − =
⇔ − =

 

]: لأن            (                        ]2,3 1x x∈ ⇒ ≠         (  
2

1
xy

x
⇔ =

−
 

                                         :                        وبالتالي فإن      
[ ] [ ]1

1

: 2,3 3,4
2( )

1

g J I
xx g x

x

−

−

= → =

=
−

 

)   I على مجال غير فارغمتصلة ورتيبة قطعا f إذا آانت   :خاصية               )fI D⊂ ؛ فإن  : 

 fتقابل من المجال Iنحو المجال ( )J f I=.  

 1f ) متصلة على المجال− )J f I=؛ ولها نفس رتابة الدالة  f.  

 ( )fC و ( )1f
C ) متماثلان بالنسبة للمنصف الأول لمعلم متعامد ممنظم− ), ,O i j.   

III- مبرهنة القيم الوسطية : 
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  :  مبرهنة – 1    
 

      
 
 : مثال      

):                       المعرفة بما يلي fالدالة العددية  نعتبر                )
2

2 2
4 5

xf x
x x

−
=

− +
 

) أحسب -1                   )2f  و  ( )3f.   

) : استنتج أن المعادلة -2                   ) 1 2f x = ]  تقبل على الأقل حلا في المجال + ]2,3.   

 : استنتاج -2     

                          
] متصلة على مجالf         إذا آانت ],a b  وآان ( ) ( ) 0f a f b× ) محصور بين0  فإن > )f aو  ( )f b .   ومنه 

[ من المجالα يوجد على الأقل عدد حقيقي،وسطيةحسب مبرهنة القيم ال          [,a b بحيث  :( ) 0f α =.  

 :نتيجة           
] متصلة على مجالfإذا آانت ],a b  وآان ( ) ( ) 0f a f b×   ؛ >

)فإن المعادلة  ) 0f x [ تقبل على الأقل حلا في المجال= [,a b.   

):                المعرفة بما يلي f نعتبر الدالة العددية  :2مثال            ) 2 2

1 12. 1f x
x x

= − +          . 

)                    بين أن المعادلة       ) 0f x  تقبل على الأقل حلا في المجال=
1 1,
4 2
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

.   

 : ملاحظة هامة           
] متصلة ورتيبة قطعا على مجالfإذا آانت ],a b وآان ( ) ( ) 0f a f b×    ؛ فإن>

)المعادلة  ) 0f x [ في المجالحلا وحيدا تقبل = [,a b.    

):                المعرفة بما يلي fنعتبر الدالة العددية      :3مثال            ) 3 2f x x= −.   

)  بين أن المعادلة                           ) 0f x ] تقبل حلا وحيدا في المجال= ]1, 2 .   

  IV- تطبيقات : 
   A-دالة الجذر من الرتبة n  .  ( )1n ≥ :   

                                                                      .+  من a      ليكن :مثال تمهيدي        
3b:   بحيث + من b ؛ يوجد عنصر وحيد+  من a          نلاحظ أن لكل a=.  

3 ويرمز له بالرمز a للعدد3 يسمى الجذر من الرتبة b         العدد الحقيقي الموجب a  

3bونكتب          a= .  3:    أي 3, ,a b b a b a+ +∀ ∈ ∀ ∈ = ⇔ =  

    
3:  حدد الجذور التالية  :سؤال       3 و 8 3 و27 3 و 64 125.   

3x الدالة  xإذن فهي تقابل . +ايدية قطعا على متصلة وتز 
 : تقابلها العكسي هو الدالة المعرفة بما يلي  . + نحو +      من

 

] دالة متصلة على مجالfإذا آانت ],a b؛  فإن لكل عدد حقيقي  kمحصور بين  

( )f aو ( )f b، عدد حقيقييوجد على الأقل cمن المجال [ ],a b بحيث :( )f c k=. 
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3

3

:
x x

+ +→
 

1nليكن           :الحالة العامة .1 ≥.   
aليكن  nb:  بحيث + منbيوجد عنصر وحيد  . ∋+ a= .  العدد الحقيقي الموجبb ، يسمى 

n ويرمز له بالرمز a  للعددnالجذر من الرتبة a ونكتب  :nb a=.  ولدينا: 

,                         :قاعدة التحويل   , n na b b a b a+ +∀ ∈ ∀ ∈ = ⇔ = 

nxالدالة  xنحو+ ؛ إذن فهي تقابل من+ متصلة ورتيبة قطعا على المجال +.  

:                         تقابلها العكسي هو الدالة 
:n

nx x

+ +→
   

4:    بسط الجذور التالية : مثال  6  و  16 3  و  64 512.  

)     :    ؛ لدينا + منaلكل     - i            : خاصيات أولية .   2 )n
n a a=.      

                                     ii -    لكلa؛ لدينا + من  :         nn a a=.        
                                       iii -   الدالةnمتصلة وتزايدية قطعا على +.  

                                          iv -                    lim n

x
x

→+∞
= +∞.   

 :لدينا  . * من nليكن               :نتائج . 3
n:                 ؛ لدينا + منb ولكل+ منaلكل  na b a b= ⇔ =.       

n:                 ؛ لدينا + منb ولكل+ منaلكل  na b a b< ⇔ <.       
 :  المعادلات التالية حل في   : تمرين تطبيقي        

                                                                                
6 5

8 3

2 : . 32 :
1 : . 125 :

x iii x i
x iv x ii

= =
= − = −

 

  :nالعمليات على الجذور من الرتبة. 4
 : لدينا  .+ من b وa ؛ وليكن * منp وnليكن      

( )
( )

: . :

0 : : . :

. . :

p np ppn nn

n
np p nn

n

n n n

a a iv a a i

a ab v a a ii
bb

a b ab iii

= =

≠ = =

=

 

.:         بين أن  .   * منn وm ؛ وليكن+  من a ليكن  :تمرين تطبيقي     m nmnm na a a += 

           :  بسط العدد التالي  :مثال    
( )2

53

3

4. 8 2

4
A =.   

 
  :n ودالة الجذر من الرتبةfإتصال ونهاية مرآبة دالة. 5

 : خاصيات    
n* ؛ وليكنI عنصرا من0x؛ وليكنI) غير فارغ (  دالة معرفة على مجال مفتوح f                 لتكن ∈.  

nفإن , I متصلة وموجبة علىfإذا آانت  fتكون متصلة على I.  
)وآان  , I موجبة علىfإذا آانت  )

0

lim
x x

f x l
→

= ( )l ):  ؛فإن ∋ )
0

lim nn
x x

f x l
→

=.   

)وآان ,I موجبة علىfإذا آانت  )
0

lim
x x

f x
→

= ):  ؛ فإن ∞+ )
0

lim n
x x

f x
→

= +∞.  

):                   الدالة العددية المعرفة آالآتي fلتكن   :1مثال         ) 5 2 4f x x= −.      

a.  حدد  fD  ،حيز تعريف الدالةf.  
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b. بين أنf متصلة في آل نقطة من حيز تعريفها . 
c. أحسب نهايتيf و  ∞+ عند  −∞.   

       

:    أحسب النهايتين التاليتين           :2مثال         
3 3

2

2lim
2x

x
x→

−
−

  و  
4 4

2

2lim
2x

x
x→

−
−

.    

 :القوة الجذرية لعدد حقيقي موجب قطعا . 6

i.  0 ليكن   :تعريفa /*  :  * منr   وليكن ،   < ;pr p q
q

⎛ ⎞
= ∈ ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  

q للعدد الحقيقي raنرمز بالرمز  pa ، ra  ذات الأساسالقوة الجذريةيسمى r للعدد 
  .aالحقيقي 

0rإذا آان  1ra:  فإن ، = =.   
 : ملاحظات               

.      لا معنى له 00 
5
 .  لا معنى له  30

q* و  منpليكن  qالعدد الحقيقي الموجب قطعا .   ∋ pa ،يكتب على الشكل 
p
qa   ؛ 

p
q p qa a=.    

: مثلا   . ( −  منrليكن 
1
7

r =.(   

)يكون العدد  • )rf x معرفا إذا وفقط إذا آان ( )f x )  و  ∋ ) 0f x >.    

)  يكون العدد:مثلا  • )
1
7f x معرفا إذا وفقط إذا آان ( )f x )  و  ∋ ) 0f x >.    

ii.  ليكن        :خاصيات aو b وليكن +* من rو r     : لدينا  .  من ′

( )
( )

: . . :

1. . : . :

: . :

rr rr r r r r

rr r r
r

rr r
r r

r r

a a iv a a a i

a b ab v a ii
a

a a avi a iii
b b a

′ ′ ′ ′+

−

′−
′

= =

= =

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

:          أحسب باستعمال هذه الخاصيات العدد    :مثال         
( )2

53

3

4. 8 2

4
A =.     

 : حدد مجموعة تعريف آل من الدوال التالية  :تمرين تطبيقي         

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 23 335 : . 5 : . 5 :f x x c f x x b f x x a= − = − = − 

):     بسط العدد التالي     :سؤال          )4
4 7 5B = −.    

B- دالة قوس الظل Arctan:   

:                                    لتكن الدالة 
( )

: ,
2 2

tan

f

x x

π π⎤ ⎡− →⎥ ⎢⎦ ⎣  

           fدالة متصلة وتزايدية قطعا على المجال  ,
2 2

I π π⎤ ⎡= −⎥ ⎢⎦ ⎣
) نحو المجال I  تقابل منf:إذن  .  )f I =. 

( ) ( )
2 2

lim tan ; lim tan
x x

x x
π π+ −

→− →

= −∞ = +∞ 



- 8 -  8                                                                                                                  الحيان                  

 : خاصية وتعريف . 1

)      لدالة )tanx xتقابل من المجال ,
2 2
π π⎤ ⎡−⎥ ⎢⎦ ⎣

  . نحو

  بالرمز  له ويرمزالظل دالة قوس يسمى ، تقابلها العكسي      

     tanArc .   ولدينا       :
( )

tan : ,
2 2
tan

Arc

x Arc x

π π⎤ ⎡→ −⎥ ⎢⎦ ⎣ 

 :   قاعدة التحويل .  2
         

 
 

       
 

 :  أحسب ما يلي  :1ل ثام           
1tan
3

Arc ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

) و   )tan 3Arc   و   ( )tan 0Arc.    

17tan أحسب    :2مثال              
4
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

)ثم استنتج     ؛   )tan 1Arc.   

 : نتائج .  3
a. لكلx؛ لدينا  من                   :( )( )tan tanArc x x=.    

b. لكلxمن ,
2 2
π π⎤ ⎡−⎥ ⎢⎦ ⎣

):          لدينا ،  )( )tan tanArc x x=.   

c.  الدالةtanArcوتزايدية قطعا على متصلة .  

d. ( ) ( );lim tan lim tan
2 2x x

Arc x Arc xπ π
→−∞ →+∞

= − =.    

 
 

:   أحسب ما يلي  :مثال          
2006tan tan ; tan tan

5 3
A Arc Arcπ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.    

)                  :    دالة فردية tanArc      الدالة  :خاصية .  4 ) ( ): tan tanx Arc x Arc x∀ ∈ − = − 

 
 

, منy ولكل،  منxلكل
2 2
π π⎤ ⎡−⎥ ⎢⎦ ⎣

 : لدينا ، 

( ) ( )tan tany Arc x x y= ⇔ = 
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- الجزء الاول-  الأعداد العقدية  

  
  ^ المجموعة -1
  مبرهنة  /أ

  : و تحقق\ تتضمن ^             توجد مجموعة 

      (i على عنصر غير حقيقي ^ يحتوي i 2 و يحقق 1i = −  

      (ii على الشكل يكتب بكيفية و حيدة ^ آل عنصر من: a ib+ بحيث ( ) 2;a b ∈\  

     (iii و لهما نفس الخاصيات\ مزودة بعمليتي الجمع و الضرب تمددان نفس العمليتين في^ المجموعة  

⊃   *           :ملاحظة ⊂ ⊂ ⊂ ⊂` ] _ \ ^ID  
  تساوي عددين عقديين/ ب

)ليكن         خاصية  ) 2;a b ) و \∋ ) 2'; 'a b ∈\                    ' ' 'a a a ib a ib= ⇔ + = b'  و + b= 

  برهان   
 *    'a a=   و'b b=  ' 'a ib a ib+ = +    استلزام صحيح⇐
'نعتبر    *  'a ib a ib+ = )  و منه + )' 'i b b a a− = −  

b'                     لنفترض أن  b≠ ومنه   
'

'
a ai
b b
−

=
−

  

) أن        و حيث  ) 2;a b ) و \∋ ) 2'; 'a b       فان    \∋
'

'
a a
b b
−

∈
−

\         

   عدد غير حقيقيiو هذا غير صحيح لان    \∋i        و بالتالي 
b'منه   افتراضنا خاطئ وإذن         b=و بالتالي  ' 0a a− a' إذن = a=  
 اصطلاحات و تعاريف/ ج
zليكن عدد عقدي    *     a ib= ) حيث + ) 2;a b ∈\     

) يسمى الجزء الحقيقي نكتب a   العدد         )Re z a=. 

) يسمى الجزء التخيلي نكتبbالعدد            )Im z b=  

z   الكتابة           a ib= ) حيث + ) 2;a b      zتسمى الكتابة الجبرية للعدد العقدي    \∋

   إن عددا عقديا عدد تخيلي صرف إذا وفقط إذا آان جزئه الحقيقي منعدما و جزئه تخيلي غير منعدمنقول •
 نقول إن عددا عقديا عدد حقيقي إذا وفقط إذا آان جزئه التخيلي منعدما  •

  أمثلة     
  ي الحالات التالية فzحدد الجزء الحقيقي و الجزء التخيلي للعدد العقدي              

2/ أ                3z i= 5/         ب− 3z i= 2/     ج− 3z i=17/       دz =  
  العمليات/     د    

z ين  عقديينليكن عدد         a ib= 'و  + 'z a ib= )حيث + ) 2;a b )  و  \∋ ) 2'; 'a b ∈\  

)                         الجمع*         ) ( )' ' 'z z a a b b i+ = + + + 

)               الضرب *        ) ( )' ' ' ' 'z z aa bb ab a b i⋅ = − + + 

   *    ( ) ( )2 2 2 2a ib a b abi+ = − +       ( ) ( )2 2 2 2a ib a b abi− = − −       ( )( ) 2 2a ib a ib a b+ − = +  

 2 2 2 2 2 2
1 1 a bi a bi
z a bi a b a b a b

−
= = = −

+ + + +
  مقلوب عدد عقدي غير منعدم   *       

ين عقديين  د خارج عد*       
( )( )

2 2

' '
' ' ' ' '

a bi a b iz a bi
z a b i a b

+ −−
= =

+ +
'حيث           0z ≠  

  i خاصيات العدد العقدي*         
   [∋nليكن                

                     1ni 4n   إذا آان = k= حيث k ∈]                  ni i= 4   إذا آان 1n k= k حيث + ∈]  

                     1ni = 4   إذا آان − 2n k= k حيث + ∈]                 ni i= 4   إذا آان − 3n k= k حيث+ ∈]  



2

 تمرين 

نحدد الشكل الجبري لكل من الأعداد العقديـة  - 1
( )21 22 3 2 1; ;

3 2 2 3
ii i

i i i i
− −

+
− + −

  

                                                  
( )( )

1 2 3 2 3 2 3
2 3 2 3 2 3 4 9 13 13

i i i
i i i

+ +
= = = +

− − + +
  

                                           
( )( )
( )( )
3 2 23 2 6 2 3 4 4 7

2 2 2 5 5 5
i ii i i i

i i i
− −− − − −

= = = −
+ + −

  

           
( ) ( ) ( )

21 2 2 32 3 1 21 181 4 4 3 4
3 10 5 5 5 5

i i ii i i i i i
i i

− +
+ = − − − = − + − = − +

−
  

1)2حسبن - 2 )i+1)230ستنتج ن  و )i+  

                       2(1 ) 2i i+ =  

                                      ( )115230 115 4 28 3 115(1 ) 2 2 2i i i i× ++ = = = −  

2 نحل المعادلة - 3 3 2z iz i z i∈ − + = +^  

                    
( )

( )( )
2 3 2 1 2 2 4

2 1 2 1 22 4 6 8
1 2 5 5 5

iz i z i i z i

i iiz i
i

− + = + ⇔ + = − +

− − −− +
⇔ = = = +

+

  

 إذن                                                    
6 8
5 5

S i = + 
 

  

   لحق متجهة- التمثيل الهندسي لعدد عقدي-2
)   المستوى )Pمنسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر   ( )1 2; ;O e eG G.  

)   آل نقطة );M a b المستوىمن ( )P هي صورة عدد عقدي وحيدz a ib= ) نكتب.+ )M z      

zو a ib= ) يسمى لحق  + );M a b    . نكتب( )z aff M=  

)متجهة   آل  );u a bG
z هي صورة عدد عقدي وحيد  المستوىمن  a ib= ) نكتب.+ )u zG      

z    العدد العقدي a ib= ) حيث + ) 2;a b )    يسمى لحق المتجهة \∋ );u a bG
)  نكتب )z aff u= G

  

  

  
  

  ملاحظة و مصطلحات
  الأعداد الحقيقية هي ألحاق نقط محور الافاصيل الذي يسمى المحور الحقيقي* 
  الاعداد التخيلية الصرفة هي ألحاق نقط محور الأراتيب الذي يسمى المحور التخيلي* 
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ABلحق  -*
JJJG

     
Azلحقيهما B و Aليكن  a ib= ' و + 'Bz a ib=    على التوالي+

)ومنه  );A a b و ( )'; 'B a bو بالتالي ( )' ; 'AB a a b b− −
JJJG

  أي 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' ' ' B Aaff AB a a i b b a ib a ib z z= − + − = + − + = −
JJJG

  

ABلحق             
JJJG

B    هو Az z− حيث( )AA zو ( )BB z  

uلحق  - * v+
G G

uو    
G

α     
) نعلم أن اذا آان  );u a bG

)  و  '; ')v a bG
) فان  )'; 'u v a a b b+ + +

G G
)  ومنه  ) ( ) ( )aff u v aff u aff v+ = +

G G G G
  

  
  

)                  α و لكل عدد حقيقي  متجهتين من المستوىvG و uG          لتكن  ) ( ) ( )aff u v aff u aff v+ = +
G G G G

  

            ( ) ( )aff u aff u=
G Gα α  

  تمرين        
2Azعلى التوالي    ألحاقهاC  و  B و A النقط أنشئ              في المستوى العقدي  =    

1            و  4Bz i= − 3Cz    و + i= 1التي لحقها  uG و المتجهة  − 3i− +  
  استقامية النقط -*
)النقط المختلفة    )AA zو ( )BB z و ( )CC zمستقيمية ⇔/ AB ACλ λ∃ ∈ =

JJJG JJJG
\  

                                                                           ⇔( ) ( )/ aff AB aff ACλ λ∃ ∈ =
JJJG JJJG

\  

                                                                           ⇔( )/ B A C Az z z zλ λ∃ ∈ − = −\  

                                                                           ⇔/ B A

C A

z z
z z

λ λ
−

∃ ∈ =
−

\  

                                                                           ⇔B A

C A

z z
z z

−
∈

−
\  

)تكون النقط المختلفة  )AA zو ( )BB z و ( )CC z مستقيمية إذا و فقط إذا آان B A

C A

z z
z z

−
∈

��

\  

   المرجح - *   
)                لتكن  )AA zو ( )BB zو  ( )GG z  نقط من المستوى العقدي و α و β 0 عددين حقيقين حيثα β+ ≠  

         G مرجح ( );A α و ( );B β إذا و فقط إذا آان  ( ) G A Bz z zα β α β+ = +  
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 ملاحظة
  بنفس الطريقة نعرف مرجح ثلاث نقط أو أآثر 

   منتصف قطعة-    *
)  لتكن  )AA zو ( )BB z و ( )II z نقط من المستوى العقدي   

         I منتصف [ ];A B إذا و فقط إذا آان 
2

A B
I

z z
z

+
=  

  تمرين

) بين أن النقط          )1A i+و ( )1 3B i+ و 
1 2

2
C i− − 
 

   مستقيمية

  
  الجواب   

                لدينا 
( )

( ) ( )
( )( )
( )( )

1 3 62 1 3 6 1 2 3 6 6 12 32 2
2 3 1 1 2 2 1 2 1 2 10 2

ii i i i i i
i i i i i

  − −− − − +  − − − − + − −  = = = = − ∈
+ − + + + −

\  

    مستقيميةC و B وA إذن   
    المرافق و المعيار -3  

  تعريف/ أ    

z         ليكن عدد عقدي  a ib= ) حيث + ) 2;a b ∈\.     

zالعدد العقدي     *    a ib= z يسمى مرافق العدد العقدي  − a ib= z   ونرمز     له بـ+ a ib= −.  

z  يسمى معيار العدد العقديzzالعدد الحقيقي      *    a ib= 2 نرمز له بـ  .  + 2z zz a b= = +  

                                     
  ملاحظة 
)النقطتان             * )M z و ( )'M zمتماثلتان بالنسبة لمحو الافاصيل   

zإذا آان            *    a ib= 2 فان + 2z z a b⋅ = +  
  خاصيات/ ب

z ين  عقديينليكن عدد  a ib= 'و  + 'z a ib= )حيث + ) 2;a b )  و  \∋ ) 2'; 'a b ∈\  

        ( ) ( ) ( )' ' ' ' ' ' ' 'z z a a b b i a a b b i a ib a ib z z+ = + + + = + − + = − + − = + 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 'z z aa bb ab a b i aa bb ab i a bi a a b i bi a b i a bi a b i z z⋅ = − + + = − − − = − − − = − − = ⋅ 

                                         
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1

1 1

a bi a b i
z a bi a b a b a b a b

a b i
a ibz a b a b

    = = − = +     +    + + + + 

= = +
− + +

        

                               ومنه 
1 1
z z

  = 
 
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1 1 1

' ' ' ' '
z zz z z
z z z z z

     = × = × = × =     
     

    

  خاصيات   

)لتكن  ) 2; 'z z α و  ^∋   [∋n* و\∋

   *  z z=  
 *    ( ) ( )2 Re ; 2 Imz z z z z z i+ = − =  

  *          z z z∈ ⇔ =\  
      *     z i z z∈ ⇔ = −\  

 *         ( ). . ' . ' ' '
nnz z z z z z z z z z z zα α= = = + = +   ' 0

' '
z z z
z z

  = ≠ 
 

      

  خاصيات 
)لتكن           )AA zو ( )BB z معلم المنسوب إلى  نقطتين من المستوى العقدي( )1 2; ;O e eG G.  

                      B AAB AB z z= = −
JJJG

                    AOA z=        

  

)لتكن  ) 2; 'z z αو   ^∋    [∋n* و\∋

*         0 0z z= ⇔ =  

  *         z z z= − =  

      *     ' 0 . ' '
' '

nnzzz z z z z z z
z z

≠ = = =  

 *         ' 'z z z z+ ≤ +  

  تمرين
 في آـــل حالة من الحالتين التاليتين   M(z)ة النقط في المستوى العقدي حدد مجموع        

          1- 1 2 5z i i− + = −                     2- izz 22 +=−  

  العمدة الشكل المثلثي لعدد عقدي  و -4
   لعدد عقديالعمدة/ أ
)المستوى  )Pباشر  منسوب إلى معلم متعامد ممنظم م 

( )1 2; ;O e eG G   

z ليكن a ib= )  حيث+ ) 2;a b  عددا عقديا غير منعدم و \∋

)  قياسا   للزاوية  αوليكن,  صورته Mالنقطة  )n
1,e OM
JJJJGG

 .   

  zى عمدة للعدد العقدي  يسمα       العدد
]  نكتب      ]arg 2z α π≡.  

  ملاحظة  
     *     [ ]* arg 0 2a a π+∀ ∈ ≡\                      [ ]* arg 2a a π π−∀ ∈ ≡\  

   *     [ ]* arg 2
2

b i b π π+∀ ∈ ≡\                  [ ]* arg 2
2

b i b π π−∀ ∈ ≡ −\  

  الكتابة المثلثية لعدد عقدي/ ب
z ليكن - * a ib= )  حيث+ ) 2;a b   α عددا حقيقيا موجبا قطعا و rعددا عقديا غير منعدم و \∋

2       نضع     عددا حقيقيا 2z r a b= = +    

)منه       و )cos sinz r iα α= r  حيث +
b

r
a == αα sin;cos   

]إذن                ]arg 2z α π≡   

αα(  الكتابة           sincos( irz ] و نكتب  z تسمى الشكل المثلثي للعدد العقدي=+ ]α,rz=  
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  أمثلة

                                            
2 21 2 2 cos sin 2;

2 2 4 4 4
i i iπ π π     + = + = + =           

  

                                           2 2;
2

i π − = −  
                               [ ]15 15;0=  

                                     
3 1 5 5 53 2 2 cos sin 2;

2 2 6 6 6
i i iπ π π     − − = − − = + =           

  

  خاصيات / ج
]    ليكن          ]α,rz=  و [ ]','' αrz   عددين عقديين غير منعدمين    =

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )
cos sin cos ' sin ' cos cos ' sin sin ' sin cos ' cos sin '

cos sin cos ' sin ' cos ' sin '

i i i

i i i

α α α α α α α α α α α α

α α α α α α α α

+ + = − + +

+ + = + + +
  

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]' cos sin ' cos ' sin ' ' cos ' sin ' '; 'z z r i r i rr i rrα α α α α α α α α α× = + × + = + + + = +  

( ) ( )( )2 2
1 1 1 1 cos sin 1 1cos sin ;

cos sin cos sin
i i

z r i r r r
α α α α α

α α α α
−    = = = − + − = −     +   + 

  

                                                 [ ]1 1; ; ' ; '
' ' ' '
z rz r
z z r r

α α α α   == × = × − = −      
  

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]os sin os sin cos sin ,z r c i r c i r i rα α α α α α α= + = − = − + − = −  

                     ( ) ( ) ( )( ) [ ]os sin os sin ,z r c i r c i rα α α π α π α π− = − − + + + = +    

)نبين أن ) *; ;n nz n z r nα ∀ ∈ × =  ^ ]  

]              ليكن  ];z r α=عدد عقدي غير منعدم   

  
)  لنبين أولا  ) *; ;n nz n z r nα ∀ ∈ × =  ^ `  

0nل    من أج 0 لدينا     = 1z ]   و = ] [ ]1 1;0 1;0 α= = 0n  اذن العبارة صحيحة من أجل × =  

n;     لنفترض أن nz r nα =   و نبين أن  ( )1 1; 1n nz r n α+ + = +   

[ ] ( )1 1; ; ; ; 1n n n n nz z z r r n r r n r nα α α α α+ +     = × = × = × + = +       

) إذن      ) *; ;n nz n z r nα ∀ ∈ × =  ^ `  

n    ليكن  −n  ومنه [∋− ∈`  

    ( )1 1 1 ; ;
;

n n
n nn

z n r n
z rr n

α α
α− −−

   �º
�  �  �  � �� � �  

�¬ �¼

� « � »

� ª � º

��

� ¬ � ¼

� ¬ � ¼

  

)     إذن  ) *; ;n nz n z r nα ∀ ∈ × =  ^ ]  

  خاصيات
]    ليكن              ]α,rz=  و [ ]','' αrz   عددين عقديين غير منعدمين    =

          *         ' ' 'z z r r et α α= � œ �  �    

        *     ( ) [ ]arg ' arg arg ' 2zz z z π≡ ]    و+ ]1arg arg 2z
z

π  ≡ − 
 

]  و  ]arg arg arg ' 2
'
z z z
z

π  ≡ − 
 

  

              [ ]' ', 'zz rr α α=      و+
1 1 ;
z r

α = ��
�« �»

�¬ �¼

,و      '
' '
z r
z r

α α �º
�  � �

�« �»

�¬ �¼

   

   *    ( ) [ ]arg arg 2z z π≡ )  و − ) [ ]arg arg 2z zπ π− ≡ +         [ ],z r α= ]    و   − ],z r α π− = + 

         *         ( ) ( �� � > � @*; arg arg 2nz n z n z π∀ ∈ × ≡^ ]  

                       ( ) *; ;n nz n z r nα ∀ ∈ × =  ^ ]        



7

  تمرين    
2622    نعتبر العددين العقدين  ivوiu +=−=  

  v وu  احسب معيار وعمدة آل من- 1

vحدد الكتابة الجبرية والكتابة المثلثية لـ  -2     
u 12ج   استنتــ  ثم

7sin;12
7cos ππ  

  خاصية
)   ليكن  ) ( )A BA z B z≠و   ( ) ( )D CD z C z≠    

OM حيث M توجد نقطة وحيدة - * AB=
JJJJG JJJG

)   ومنه  )B AM z z−  

)             و بالتالي  ) ( ) [ ]1arg ; 2B Az z e OM π− =
JJJJGG

)           إذن  ) ( ) [ ]1arg ; 2B Az z e AB π− =
JJJGG

  

* -      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 1; ; ; arg arg arg 2D C
D C B A

B A

z z
AB CD e CD e AB z z z z

z z
 −

≡ − ≡ − − − ≡  − 

JJJGJJJG JJJG JG JJJG JG JJJG
π  

  خاصية

)      إذا آان  ) ( )A BA z B z≠و   ( ) ( )D CD z C z≠ فان  ( ) ( ) [ ]1arg ; 2B Az z e AB π− =
JJJGG

   

)          و       ) [ ]; arg 2D C

B A

z z
AB CD

z z
π

 −
≡  − 

JJJG JJJG
   

   نتيجة

)      إذا آان  ) ( )A BA z B z≠و   ( )CA C z≠       فان  ( ) [ ]arg ; 2C A

B A

z z
AB AC

z z
π

 −
≡ − 

JJJG JJJG
   

تطبيقات/ د  
)لتكن  :الاستقامية*  )AA zو ( )BB z و ( )CC zنقط مختلفة   

  Aو B و C مستقيمية ⇔ B A

C A

z z
z z

−
∈

−
\⇔  [ ]arg 0 2C A

B A

z z
z z

π
 −

≡ − 
]  أو  ]arg 2C A

B A

z z
z z

π π
 −

≡ − 
 

  
) لتكن  :التعامد*  ) ( )A BA z B z≠و   ( ) ( )D CD z C z≠    

        ( ) ( ) [ ] [ ]* arg 2 arg 2
2 2

C D C D C D

B A B A B A

z z z z z z
AB CD i ou

z z z z z z
π ππ π

   − − −
⊥ ⇔ ∈ ⇔ ≡ ≡ −   − − −   

\   

  تمرين 
)م.م.م.في المستوى العقدي المنسوب لمعلم )1 2o;e ;e

JG JJG
 

)نعتبر النقط ).1 )A 6 2i+و ( )B 1 3i−  و+
7C 3i
2

 − 
 

)n  حدد قياس للزاوية الموجهة  )BA; BC
JJJG JJJG

   

)نعتبر النقط ). 2 )E 2 3i+ و ( )F 1 2i+ و ( )G )n حدد قياس للزاوية الموجهة−1 )FE; FG
JJG JJJG

  

------------------------------------------------------------------------------------------------------  

2        نضع :  تمرين  1
6 2 ; 1

2
iu u i−

= �  � �  

  2u و 1u عمدة و معيار   حدد-1  

1 عمدة و معيار  حدد - 2

2

u
u

cosتنتجاس  و 
12
π

sin  و
12
π

     

 بين أن - 3
24

6 2 6 2 1
4 4

i
 + −

+ � 
� ¨ � ¸

� ¨ � ¸

� © � ¹

  

      الحل
  2u و 1u عمدة و معيار   نحدد- 1    

          1
2 21 2 2;

2 2 4
u i i π  −

� ª � º

�  � � �  � � �  

� ¨ � ¸

� « � »

� ¨ � ¸

� ¬ � ¼

� © � ¹
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      2
6 2 3 12 2;

2 2 2 6
iu i π − − = = − =       

  

1 عمدة و معيار  نحدد - 3

2

u
u

cos  و نستنتج 
12
π

sin و
12
π

     

              1

2

2;
24 ; 1;

4 6 1222;
6

u
u

π
π π π

π

− 
   − −  = = + =   −    
  

  

لدينا                
( )( )

( )( )
1

2

2 2 6 21
6 2 6 2 6 2

2

i iu i
u i i i

− +−
= =

− − +
  

                      
6 2 6 2( )

4 4
i+ −

= −  

   ومنه 
6 2 6 21; ( )

12 2 2
iπ− + −  = −  

  

                    

6 2  cos
12 4

6 2sin ( )
12 4

π

π

 − +
=


− − = −

    إذن   

6 2  cos
12 4

6 2sin
12 4

π

π

 +
=


− =

  

 نبين أن - 3
24

6 2 6 2 1
4 4

i
 + −

+ =  
 

  

           [ ]
24 246 2 6 2 241; 1; 1;2 1

4 4 12 12
i π π π

 + −    + = = = =           
  

  تمرين 
θ ليكن             : الأعداد العقدية دد معيار وعمدةح ، \∋

cos sin ; cos sin ; cos sina i b i c iθ θ θ θ θ θ= − + = − = − −  

' sin cos ; ' sin cos ; ' sin cos ; sin cosa i b i c i d iθ θ θ θ θ θ θ θ= + = − = − − = − +  
  الجواب

θ          ليكن  ∈\ ،   

                                       

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

cos sin cos sin 1;

cos sin cos sin 1;

cos sin cos sin 1;

a i i

b i i

c i i

θ θ π θ π θ π θ

θ θ θ θ θ

θ θ π θ π θ π θ

= − + = − + − = −

= − = − + − = −

= − − = + + + = +

  

( ) ( )

sin cos cos sin 1;
2 2 2

' sin cos cos sin 1;
2 2 2

' sin cos cos sin 1;
2 2 2

' sin cos sin cos co

d i i

a i i

b i i

c i i

π π πθ θ θ θ θ

π π πθ θ θ θ θ

π π πθ θ θ θ θ

θ θ π θ π θ

     = − + = + + + = +          
     = + = − + − = −          
     = − = − + + − + = − +          

= − − = + + + = ( ) ( )s sin
2 2

cos sin 1;
2 2 2

i

i

π ππ θ π θ

π π πθ θ θ

   − + + − +   
   

     = − − + − − = − −          

  

 تمرين     
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4a           نعتبر          = −   1 2z i= 1 و 2 2z i= − 

 2z   و1z وa حدد الشكل المثلثي لـ– 1   

2 تحقق أن –2    4
1 2 72a z z+ + = −        

)           في المستوى العقدي المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم نعتبر )A aو ( )1B z و ( )2C z  

  B قائم الزاوية و متساوي الساقين في BACبين أن ) 1.3  - 3   

)حدد المجموعة ) 2.3           )Fحيث ( ) { }( ) / 1 10F M z z i= + + =  

) تنتمي إلىC و B و Aتحقق أن  ) 3.3         )Fثم أنشئ BACو ( )F  
  الحل     

  2z  و 1z وa نحدد الشكل المثلثي لـ– 2

       [ ]4 4;a π= − 1   و = 2 2;
2

z i π = =   
2   و 

2 22 2 2 2( ) 2 2;
2 2 4

z i i π = − = − = −  
  

2 نتحقق أن – 4.2 4
1 2 72a z z+ + = −  

[ ] [ ] [ ] ( ) ( )
2 4 4 422 4

1 2 4; 2; 2 2; 4; 2; 2 2 ; 4 4 2 2 4 4 64 72
2 4

a z z π ππ π π π     + + = + + − = + + − = − − − = − − − = −         
  B قائم الزاوية و متساوي الساقين في BACنبين أن ) 1.3    - 3
)  لدينا                4)A 2) و − )B i 2) و 2 )C i−  

                                                     

n

( ) [ ]

2 2 2 2 4( ; ) arg arg
4 2 4 2

( 2 4)arg arg 2
4 2 2

i i iBA BC
i i

i i i
i

π π

− − −   ≡ ≡   − − − −   
− − ≡ ≡ ≡ − − 

JJJG JJJG

 

                                                     4 2 20 2 4 20BA i BC i= − − = = − =  

  B قائم الزاوية و متساوي الساقين في BAC  إذن المثلث
)نحدد المجموعة ) 2.3            )F  

( )
( )
( ) ( )

( ) 1 10

( ) 10 / (1 )

( ) ; 10 / ( 1; 1)

M z F z i

M z F M i

M z F M C

∈ ⇔ + + =

∈ ⇔ Ω = Ω +

∈ ⇔ ∈ Ω Ω − −

  

( ) ( ); 10 / ( 1; 1)F C= Ω Ω − −  

)نتحقق أن  ) 3.4  4)A 2) و − )B i 2) و 2 )C i−تنتمي إلى ( )Fو ننشئ BACو ( )F  

                  

4 1 3 10

2 1 1 3 10

2 2 1 3 10

A i i

B i i i

A i i i

Ω = − + + = − + =

Ω = + + = + =

Ω = − + + = − =

  

) تنتمي إلىC و B و A    إذن  )F  
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  تمرين     

1) :في المستوى العقدي نعتبر النقط        )A i+ و  B بحيث : OA OB= و [ ]( , ) 2
3

OA OB π π≡
JJJG JJJG

   

  .Bzاعط الشكل الجبري ل ) 1
   .ABاحسب المسافة ) 2

n: حدد القياس الرئبسي للزاوية الموجهة ) 3
1( , )e AB
JG JJJG

   
  الجواب      

  .Bz الشكل الجبري ل يطنع) 1

      1 2Bz OB OA i= = = + =  

    
2 21 2 2;

2 2 4
i i π   + = + =       

)   و منه  ) [ ]arg 1 2
4

i π π+ ≡   

  

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 1
7arg ; ; ; arg 1 2

3 4 3 12Bz e OB e OA OA OB i π π π π π≡ ≡ + ≡ + + = + =
JJJG JJJG JJJG JJJGG G

  

   ومنه 
7 72 cos sin
12 12Bz iπ π = + 

 
  

         

7 2 6cos cos cos cos sin sin
12 4 3 4 3 4 3 4 4

7 2 6sin sin sin cos cos sin
12 4 3 4 3 4 3 4 4

π π π π π π π

π π π π π π π

 = + = − = − 
 

 = + = + = + 
 

  

                   إذن 
2 6 2 6 1 3 1 32

4 4 2 2Bz i i
 − + − +

= + = +  
 

  

   .ABسب المسافة نح) 2
2 2 2 2

1 3 1 3 1 3 1 31 1 2
2 2 2 2

AB
       − + + − +

= − + − == + =              
       

  

n:  للزاوية الموجهة الرئيسيحدد القياس ن) 3
1( , )e AB
JG JJJG

   

( ) ( ) [ ]

( ) [ ]

( )

1

1

1

1 3 1 3 1 3 1 3; arg arg 1 arg 2
2 2 2 2

2 6 2 6 7 7; arg 2 arg 2 sin cos 2
4 4 12 12

7; arg 2;
2 12

B Ae AB z z i i i

e AB i i

e AB

π

π π π

π π

   − + + − +
≡ − ≡ + − − ≡ − +      

   
     + − +    ≡ − + ≡ − −                    
  ≡ − −   

JJJGG

JJJGG

JJJGG [ ]13 13 11arg 2; 2
12 12 12
π π π π  ≡ − ≡ − ≡      

  

n   الرئيسي لـإذن القياس 
1( , )e AB
JG JJJG

 هو 
11
12
π

  

  تمرين
  متعامد ممنظم مباشر  نعتبر المستوى العقدي منسوب إلى معلم 

) ـ ب^*    المعرف علىfوليكن       ) z if z
z
+

=  

) بحيث z التي لحقها Mحدد مجموعة النقط - 1 ) 1f z =  

cosنضع  - 2 sinz iθ θ= ;0 حيث +
2
πθ  ∈   

 

)مثل النقط   -  أ )A i و ( )B zو ( )C zو ( )D z i+  
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z معين و استنتج عمدة OCDA تحقق أن -      ب i+ بدلالة θ ثم عمدة( )f z بدلالة θ  

) حدد معيار -       ج )f z بدلالة θ 

  الحل     
) بحيث z التي لحقها Mحدد مجموعة النقطن - 1 ) 1f z =. 

z نضع ^∋z*ليكن  x iy= ) حيث + ) 2;x y ) و \∋ ) ( ); 0;0x y ≠  

                           ( )1z i x iy i x i y+ = + − + = + − 

( ) ( )22 2 21 1 1 2 1 0z if z z i z x y x y y
z
+

= ⇔ = ⇔ + = ⇔ + − = + ⇔ − =  

) بحيثz التي لحقها Mمجموعة النقط إذن  ) 1f z  هي المستقم الذي معادلته  =
1
2

y =   

 

cosنضع  - 2 sinz iθ θ= ;0 حيث +
2
πθ  ∈   

 

)مثل النقط ن-      أ  )A i و ( )B zو ( )C zو ( )D z i+  

OD OA OC= +
JJJG JJJG JJJG

)   و  )B zو ( )C zر الافاصيل مثماتلان بالنسبة لمحو 

  
  
  
 
 
 
 
 
  
  
 
 
 
 
 
  

zتنتج عمدة نس معين و OCDAتحقق أن ن -      ب i+ بدلالة θ ثم عمدة( )f z بدلالة θ  

            1 ; 1 ; 1 ; 1OC z OA i CD i AD z= = = = = = =    معينOCDA           ومنه =

                ( )OD منصف nCOA 
 و منه          : ( ) ( ) [ ]1; ; 2

2
OA OD OA OC π≡
JJJG JJJG JJJG JJJG

  

                                     ( ) ( ) ( )( ) [ ]1 1; arg arg 2
2 2 2

OA OD z i πθ π ≡ − ≡ − − 
 

JJJG JJJG
  

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

( ) [ ]

1 1arg ; ; ; 2

1 1arg arg 2
2 2 2 2 2

arg 2
2 4

z i e OD e OA OA OD

z i i

z i

π

π π πθ θ π

θ π π

+ ≡ ≡ +

   + ≡ + − − ≡ + − −   
   

+ ≡ − +

JJJG JJJG JJJG JJJGG G

  

)         لدينا   )( )arg arg z if z
z
+ =  

 
) منه و )( ) ( ) ( ) [ ]arg arg arg 2f z z i z π≡ + −  

                                                                  ( )( ) [ ]3arg 2
2 4 2 4

f z θ π θ πθ �S�� ��� { � �� �� { � �      

)حدد معيار ن -       ج )f z بدلالة θ 
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cos            لدينا   sinz iθ θ= 1z   ومنه + =   

)و بالتالي  ) ( )( )22cos 1 sin 2 2sinz if z z i
z

θ θ θ+
= = + = + − = −   

  و التحاآي و الاعداد العقدية الإزاحة  - 4   
  الازاحة/           أ

) حيث uG إزاحة متجهتها t نعتبر  )aff u a=G لتكن   ( )M z و ( )' 'M z  

        ( ) ( ) ( )' ' ' ' 't M M MM u aff MM aff u z z a z z a= ⇔ = ⇔ = ⇔ − = ⇔ = +
JJJJJG JJJJJGG G

  

  خاصية
)       التحويل الذي يحول آل نقطة         )M z من المستوى ( )P الى النقطة( )'M z a+لمستوىمن ا( )P هو 

)   حيث uGالازاحة التي متجهتها   )aff u a=G  

  تمرين   
) حيث utG  نعتبر الازاحة -1       )1 2u ;G

  

)لتكن      )M z و ( )' 'M zنقطتين من المستوى العقدي بحيث ( )ut M M '=G  

  z بدلالة 'zحدد /            أ
)بط  آلفي المستوى العقدي نر/            ب )M z بنقطة ( )' 'M z 1 حيثz' z i= + −  

   بإزاحة و حدد متجهتهاM صورة M'              بين ان 
  

  التحاآي/      ب
                نشاط

)    لتكن  )M z و ( )' 'M z و ( )ωΩالمستوى  نقط من من ( )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  

)مباشر )1 2; ;O e eG G و kعددا حقيقيا غير منعدم   

)نقطة          نربط ال )M z من المستوى بالنقطة ( )' 'M z بالتحويل h حيث ( )'z k zω ω− = −  

  hحدد النقط الصامدة بـ/ 1
  h  ثم حدد طبيعة M' و Mحدد علاقة متجهية بين النقطتين / 2

  خاصية        
) لتكن  )M z و ( )' 'M z و ( )ω�:المستوى  نقط من من ( )Pنظم مباشر  منسوب إلى معلم متعامد مم 

( )1 2; ;O e eG G و kعددا حقيقيا غير منعدم    

)  التحويل الذي يحول آل نقطة )M z من المستوى ( )P الى النقطة( )' 'M zلمستوىمن ا( )P 

)حيث )'z k zω ω− = )التحاآي الذي مرآزه هو   − )ω�: و نسبته k  

  تمرين

)في المستوى العقدي نربط  آل )M z بنقطة ( )' 'M z حيث 
1 2
2

z' z i= + −  

 حيث Ω لحق النقطة ω حدد /1     
1 2
2

iω= ω + −  

   محددا عناصرم المميزةh بتحاك M صورة M'بين ان / 2      
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 
 دالة اللوغاريتم

     الثانية سلك بكالوريا علوم تجريبية
  

 І- دالة اللوغاريتم النيبيري
  I تقبل دوال أصلية على I نعلم أن آل دالة متصلة على مجال -   تذآير- 1

} من r نعلم أن لكل -              }1−     الدالة _−
rx x→وال أصلية على تقبل د]  هي ∞+;0]

1

1

rxx k
r

+
→ +

+
  

   عدد حقيقي ثابت k                حيث 

  نحصل على الدالة  r=-1 في الحالة التي تكون -     *
1x
x

[   المتصلة على →    ومنه تقبل دوال أصلية∞+;0]

  وبالتالي الدالة       
1x
x

  .1 تقبل دالة أصلية وحيدة تنعدم في →

       تعريف- 2

           الدالة الأصلية لدالة 
1x
x

[  على → [0;   يتم النيبيري  تسمى دالة اللوغار1 التي تنعدم في النقطة ∞+

   Log أو lnبالرمز     و يرمز لها    

( )

( )

( )

0
1' ln( )

1 0

x

f x f x x
x

f


 = ⇔ =


=

;

  

    خاصيات- 3
   خاصيات-أ 

[ هي ln مجموعة تعريف الدالة -                     * [0;+∞                 ln(1)=0   

[ متصلة على ln الدالة  -                     * [0;+∞   

[  قابلة للاشتقاق على ln الدالة  -                     * [           و  ∞+;0] [ 10; ln'( )x x
x

∀ ∈ +∞ =  

[ تزايدية قطعا على ln الدالة  -                     * [0;+∞                

  نتائج      
   y و xلكل عددين حقيقيين موجبين قطعا         

                                               
ln ln
ln ln
x y x y
x y x y
= ⇔ =

⇔; ;
  

  ملاحظة       

                                      

ln 0 1
ln 0 1
ln 0 0 1

x x
x x
x x

= ⇔ =
⇔
⇔

; ;
≺ ≺ ≺

  

) حدد مجموعة تعريف الدالتين -1   تمرين ) ( ) ( )2: ln 3 : ln 1 ln 4g x x x f x x x→ − → − + −  

) المعادلتين   \  حل في -2           ) ( ) ( )2 2ln 3 ln 2 ln 2 0x x x x− = + =  

) المتراجحتين  \ حل في -3           ) ( ) ( )2 2ln 2 ln ln 2 0x x x x x− ≤ − − ≺  

   خاصية أساسية        -ب
[ دالة عددية معرفة على Fو  عددين حقيقيين موجبين قطعا  b و aليكن     نشاط )  بـ ∞+;0] ) ln( )F x ax=  

[بين أن  -1 [ ( ) 10; 'x F x
x

∀ ∈ +∞  دالة أصلية لدالة F و استنتج ان =
1x
x

[  على → [0;+∞  

) بين أن  -2 ) ( )ln ln lnF x ax a x= = +] [0;x∀ ∈ ) ثم استنتج ∞+ )ln ln lnab a b= +  



   الجواب
) لدينا  -1           ) ( )lnF x u x= D حيث ( )u x ax=  

            ] [ ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1 10; ' ' ln 'x F x u x u x a
ax x

∀ ∈ +∞ = × = ⋅ =    

 دالة أصلية لدالة Fمنه  و             
1x
x

[  على → [0;+∞  

lnxو  F  لدينا   -2           x→  لة لداتان  أصليتاندال
1x
x

[  على → [0;+∞  

[ن  ذ ا                   [ ( )0; lnx F x k x∀ ∈ +∞ = +  

)              لدينا     ) ( )1 lnF a=  و          ( )1F k=منه           و    lnk a=  

[    إذن              [ ( ) ( )0; ln ln lnx F x ax a x∀ ∈ +∞ = = +  

x     بوضع                b= نحصل على  ( )ln ln lnab a b= +  

  خاصية أساسية        

                      ( ) ] [( ) ( )2; 0; ln ln lna b ab a b∀ ∈ +∞ = +  

   خاصيات    -ج

        

] [

( ) ] [

( ) ] [ ( )
] [

2

1 2 1 2 1 2
*

10; ln ln

; 0; ln ln ln

; ;....; 0; ln .......... ln ln .... ln

0; ln ln

n
n n n

r

x x
x

xx y x y
y

x x x x x x x x x

x r x r x

∀ ∈ +∞ = −

∀ ∈ +∞ = −

∀ ∈ +∞ × × × = + + +

∀ ∈ +∞ ∀ ∈ =_

    

          البرهان        

        
1 1 1ln ln1 ln ln 0 ln lnx x x
x x x

 × = ⇔ + = ⇔ = − 
 

  

) فان  `∋r*إذا آان   )ln ln ....... ln ln ....... ln lnr

r termesr facteurs

x x x x x x x r x= × × × = + + + =�����	����
���	��
  

r* آان         إذا r  فإننا نضع  [∋− n=  ومنه −
1ln ln ln ln ln lnr n n
nx x x n x r x
x

−= = = − = − = 

*إذا آان          * / pq p r
q

∈ ∈ =`       نعلم أن [
p

p qqy x x y= ⇔ = 

ln         و منه  lnp qx y= و بالتالي   ln lnp x q y=   أي  ln lnpy x
q

ln   اذن     = ln
p
q px x

q
=   

lnأي   lnrx r x=  

[        حالة خاصة   [ 10; ln ln
2

x x x∀ ∈ +∞ =  

   متساويتين في الحالتين التاليتين g وf     هل الدالتان تمرين    

                 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2ln 1 2ln 1 (

ln 1 ln ln 1 (

f x x g x x a

f x x x g x x x b

= − = −

= − = + −
  

lnأحسب        )  1   تمرين    2 1 ln 2 1+ + −   

lnأحسب قيمة مقربة لـ )  2               و 6
2ln
9

ln  ادا علمت أن  2 0,7 ln 3 1,1� �  



   ln دراسة دالة - 4
                 (a دالة ln تزايدية قطعا على  ] [0;+∞   

                b(  1مبرهنة)   نقبل    (lim ln
x

x
→+∞

= +∞                            

                2مبرهنة                     
0

lim ln
x

x
+→

= −∞  

             نضع البرهان       
1x
t

=             
0

1lim ln lim ln lim ln
t tx

x t
t+ →+∞ →+∞→

= = − = −∞  

     c( العددe  
[ تزايدية قطعا علىln        لدينا الدالة  [ ومتصلة و ∞+;0] [( )ln 0;+∞ = ln و منه المعادلة  \ 1x  تقبل حلا =

[وحيدا في ln ادن e ويرمز له بالحرف ∞+;0] 1e =  

2,71828e ليس عددا جذريا و قيمته المقربة هي   e       نقبل أن  �  
    d(  جدول تغيرات الدالةln  

+∞                    e                  1                  0   x  
+∞                  

                         1  
                                             0  

                                                           −∞  

  f  

  
   (e بما أن            للانهائيةالفروع ا

0
lim ln
x

x
+→

=   ln فان محور الاراتيب مقارب للمنحنى الممثل الدالة ∞−

               مبرهنة      
lnlim 0

x

x
x→+∞

=  

   يقبل فرعا شلجميا في اتجاه محور الأفاصيلlnالممثل لدالة ن المنحنى ذ       ا

    (fدراسة التقعر      ] [ ( ) ( ) 2
10; ln ''x x
x

∀ ∈ +∞ =    مقعرlnن منحنى الدالة ذ   ا−

    (gالتمثيل المبياني    
  
  
  

  lnمنحنى الدالة           
  
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 



(h نهايات هامة أخرى  
  خاصية      

   
( )

10 0

ln 1 lnlim 1 lim 1 lim ln 0
1xx x

x x x x
x x +→→ →

+
= = =

−
    

lnlim 0nx

x
x→+∞

=    
0

lim ln 0n

x
x x

+→
  `∋n* حيث =

)              حدد   تمرين    )2

0

2lim ln lim ln lim ln
x xx

xx x x x x x
x− →+∞ →+∞→

− − − 
 

  

   مشتقة الدالة اللوغاريتمية– 5
   مبرهنة  -أ   

         u دالة قابلة للاشتقاق على مجال Iا المجال ذ و لا تنعدم على هI   

                                              ( )( ) ( )
( )
'

ln '
u x

x I u x
u x

∀ ∈ =  

   I أو سالبة قطعا على I إما موجبة قطعا على u و منه Iتنعدم على  لا  u      برهان ال    

) فان I موجبة قطعا على uا آانت ذ  ا ) ( )lnf x u x=ومنه    ( ) ( ) ( ) ( )
( )
'

' ' ln'
u x

x I f x u x u x
u x

∀ ∈ = =  

) فان I سالبة قطعا على uا آانت ذ              ا ) ( )ln( )f x u x=         ومنه  −

                ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

' '
' ' ln'( )

u x u x
x I f x u x u x

u x u x
−

∀ ∈ = − − = =
−

  

   و أحسب مشتقتها في الحالتين التاليتين f     حدد مجموعة تعريف الدالة تمرين
          ( ) ( ) ( )2 2ln 2 ( ln 4 (f x x x b f x x a= + = −  

    تعريف -ب 
             u دالة قابلة للاشتقاق على مجال Iتنعدم على المجال  و لا I  

  الدالة            
'u
u

  I على  المجال u تسمى المشتقة اللوغاريتمية للدالة 

      نتيجة-ج 
              u دالة قابلة للاشتقاق على مجال I و لا تنعدم على المجال I  

 لدالة    الدوال الأصلية          
( )
( )
'u x

x
u x

) هي الدوال I على → )lnx u x c→    عدد ثابتc حيث +

   في الحالات التالية I على المجال f        أوجد دالة أصلية لدالة 1تمرين  

                            
( )

] [

( ) ( ) ( )

] [
2

tan 11
1 2

;1; 2;2 2

f x x xx f xf x
x x x

II I
π π

 = −−  ==  + −−   =   = − +∞ = +∞  

  

[ على f أحسب الدالة المشتقة لدالة   2تمرين   [1;− ) حيث  ∞+ )
( )

3

2
1

2

xf x
x

+
=

+
  

II- دالة اللوغاريتم للأساس a   
    تعريف - 1
a1وجب قطعا و مخالف للعدد  عدد حقيقي م   

         الدالة 
ln
ln
xx
a

[ المعرفة على →   aLog ونرمز لها بالرمز a تسمى دالة اللوغاريتم للأساس ∞+;0]

                             ] [ ( ) ln0;
lna
xx Log x
a

∀ ∈ +∞ =  

    ملاحظات

[    e دالة اللوغاريتم النيبيري هي دالة اللوغاريتم للأساس - * [ ( ) ln0; ln
lne
xx Log x x
e

∀ ∈ +∞ = =  

*     -   { } ( ) ( )* 1 1 r
a aa r Log a Log a r+∀ ∈ − ∀ ∈ = =\ _  



    خاصيات- 2
[ من xبما أن لكل                [0;+∞    ( ) lnaLog x k x= حيث k عدد حقيقي ثابت فان الدالة aLog  

  ln           تحقق جميع الخاصيات التي تحققها الدالة 

                 
( ) ] [( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2; 0;

;

a a a

r
a a a a a

x y r Log xy Log x Log y

xLog Log x Log y Log x rLog x
y

∀ ∈ +∞ ∀ ∈ = +

 
= − = 

 

_
  

 aراسة دالة اللوغاريتم للأساس د - 3

                                              ] [ ( ) 10; '
lnax Log x
x a

∀ ∈ +∞ =  

0 آان ذا ا-   * 1a≺ ln فان ≻ 0a [ و منه  ≻ [0; ' 0ax Log∀ ∈ +∞ [ا على تناقصية قطعaLogن ذ ا≻ [0;+∞  

                                     
0

lim lima ax x
Log x Log x

+→+∞ →
= −∞ = +∞  

1aا آان ذ ا-*    ln فان ; 0a [ و منه  ; [0; ' 0ax Log∀ ∈ +∞ [ تزايدية  قطعا علىaLog ادن ; [0;+∞  

                                     
0

lim lima ax x
Log x Log x

+→+∞ →
= +∞ = −∞ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  حالة خاصة  اللوغاريتم العشري              - 4
    تعريف
  log تسمى دالة اللوغاريتم العشري و يرمز لها بـ 10 التي أساسها ةالدالة اللوغاريتمي    

                      ] [ 10
ln0; log
ln10
xx x Log x∀ ∈ +∞ = =  

 ملاحظات

ا وضعنا ذ ا-*
1
ln10

M [ فاننا نحصل على = [0; log lnx x M x∀ ∈ +∞ =       ( )0,434M �   

        *-                log10mm m∀ ∈ =]  
log0,01 أحسب -1 تمرين log10000  

) حل في -2            ) ( )log 1 log 3 2x x− + + = \  

         \2 حل في -3           
65

log log 3
x y
x y

+ =
 + =
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ميةثاريوال اللوغ� الد�  

 ��ر�ف : .1

دا�� ا��و��ر��م ا����ري ھ
 ا�دا�� ا	���� ��دا�� 
1

x
x

a  ���0 ا����ل,  +∞  
و �ر�ز ��� ���ر�ز :  1و ا��
 ���دم �

ln

  

 


ت : .2��

ت و ��
 ا����

 ln 0,D   = +∞   ( )( )ln 0> 

 ( ) ( ) 1
0, ln'x x

x
  ∀ ∈ +∞ ,�0زا�د�� #ط�� ���  lnإذن ا�دا��   =  +∞  

 0; 0 ln lnx y x y x y∀ > ∀ > = ⇔ = 

 0; 0 ln lnx y x y x y∀ > ∀ > > ⇔ > 

 0; 0 ln lnx y x y x y∀ > ∀ > ≤ ⇔ ≤ 

 ( )ln 1 0= 

�2,718e$�ث   �eر�ز �' ب :  �ℝو�د �دد $%�%
 و$�د �ن   )و �$%ق :   ⋍ )ln 1e = 

 0 ln ax a x a x e∀ > ∀ ∈ = ⇔ =ℝ 

lnإ�
رة   x  : 

0إذا *�ن :  • 1x< �ln+ن  > 0x < 

1xإذا *�ن :  • �ln+ن  ≤ 0x ≥  

  

 lnا�����
ت ��� ا�دا��  .3

,�0ن  yو  ��x*ن   +∞  وr ∈ℚ : د����  

� ( ) ( ) ( )ln . ln lnx y x y= + 

� ( )1
ln ln x

x

 
 
 

= − 

� ( ) ( )ln ln ln
x

x y
y

 
 
 

= − 

� ( ) ( )ln lnrx r x=  
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4. : ��

ت ھ�
�� 

lim ln
x

x
→+∞

= +∞  

ln
lim 0

x

x

x

+
→+∞

=  

ln
lim 0

nx

x

x

+
→+∞

=  

0
0

limln
x
x

x
→
>

= −∞  

0
0

lim ln 0
x
x

x x −
→
>

=  

0
0

lim ln 0n

x
x

x x −
→
>

=  

1

ln
lim 1

1x

x

x→
=

−
  

( )
0

ln 1
lim 1
h

h

h→

+
=  

  

 


ر����� : .5� ا������ ا��و

 

: ���
� 

  

)�$�ث :  Iدا�� #���� �.-�%�ق ��� ���ل  Uإذا *��ت  ) 0x I U x∀ ∈ ≠  

)�+ن ا�دا��  )lnx U xa  ��� ق�%�-.� ����#I  : و �د���( )( ) ( )
( )
'

ln '
U x

x I U x
U x

∀ ∈ =  

)�و��� #ط�� :  �U.$ظ� : إذا *��ت  )( )( ) ( )
( )
'

ln '
U x

U x
U x

=  

  

   : �����  

���و�� ا�دوال ا	����  ��دا��  
( )
( )
'U x

x
U x

a  : ا�دوال 
)ھ ) ( )lnx U x λ λ+ ∈֏ ℝ  

  

 

  lnدرا�� ا�دا��  .6

 

�د���  
0
0

limln
x
x

x
→
>

= إذن  ∞−

 
( )lnC  '�0%�ل �%�ر�� ��ود�� ���د��x =   

و �د��� :
 

lim ln
x

x
→+∞

= و  ∞+
 

ln
lim 0

x

x

x→+∞
)إذن  = )lnC  ل ��وار����	ا���ه �$ور ا 
  ∞+�%�ل �ر�� -����� �

,�0زا�د�� #ط�� ���   lnا�دا��   +∞  : و �د���( )ln 1 )و    =0 )ln 1e =  
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  : lnا���#�ل ا��!�
�  ��دا�� 
  

  
  


ر��م �%�
س  .7� aدا�� ا��و

 ��ر�ف :  . أ

 

  �1ددا $%�%�� �و��� #ط�� و ���2ف  ��a*ن 

,0ھ
 ا�دا�� ا���ر�� ���  aدا�� ا��و��ر��م ��45س   +∞  : 
�� ���( ) ( ) ln
0 log

ln
a

x
x x

a
∀ > =  

)أ���6 :  )log lne x x=  

  ( )log 1 0a =  

  ( )log 1a a =  
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 ا�����
ت :  . ب

,�0ن  yو  ��x*ن   +∞   

1( ( ) ( ) ( )log . log loga a ax y x y= + 

2( ( ) ( )log log loga a a

x
x y

y

 
 
 

= − 

3( ( )1
log loga a x

x

 
 
 

= − 

4( ( ) ( )log logr
a ax r x= 

)�.$ظ� :  ) ( )1log loga

a

x x= −  

  

  


�� :  . ج� ��
* 

 

  ��ر�ف:

  logأو �%ط  10logو �ر�ز ��� ب :  10دا�� ا��و��ر��م ا��-ري ھ
 دا�� ا��و��ر��م ��45س 

)أ���6 :  )log 10x x=  

  ( ) ( )1log 0,1 log 10 1−= = −  

  

  

�log+�رات ا�دا��   . د
a

 

loga  ��� 0#���� �.-�%�ق,  +∞  : و �د���( ) ( ) ln
0 log'

ln
a

x
x x

a
∀ > =  

 ��
  :1ا�*

0إذا -
ن  1a< ,���0#��� #ط�� ���  loga: ا�دا��  >  +∞  

                        ( )
0

lim loga
x

x+→
= )و      ∞+ )lim loga

x
x

→+∞
= −∞

 

 ��
  :2ا�*

1aإذا -
ن  ,�0زا�د��  #ط�� ���  loga: ا�دا��  <  +∞  

                        ( )
0

lim loga
x

x+→
= )و      ∞− )lim loga

x
x

→+∞
= +∞  

  



1

 
 الدالة الأسية

       الثانية سلك بكالوريا علوم تجريبية      
 

 І- الدالة الأسية النيبرية
 1- تعاريف و خاصيات أولية

[ تقابل من ln       نعلم أن دالة  [ نحو \ة من  و بالتالي تقبل دالة عكسي\ نحو ∞+;0] [0;+∞  

     تعريف-أ
  expبالرمز ) مؤقتا(الدالة العكسية لدالة اللوغاريتم النيبيري تسمى الدالة الأسية النيبيرية نرمز لها 

                       ] [ ( )0; exp lnx y x y y x∀ ∈ ∀ ∈ +∞ = ⇔ =\  

  اصيات  أولية خ-ب  

             

( ) ( )
( )

( )( )
] [ ( )( )

exp 1 exp 0 1 *

exp 0 *

ln exp *

0; exp ln *

e

x x

x x x

x x x

= =

∀ ∈

∀ ∈ =

∀ ∈ +∞ =

\ ;

\
  

  \ تزايدية قطعا  على expالدالة *                   

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2

; exp exp *

; exp exp *

a b a b a b

a b a b a b

∀ ∈ = ⇔ =

∀ ∈ ⇔

\

\ ; ;
 

  

  exp التمثيل المبياني لدالة - 2
  متماثلان بالنسبة للمنصف الأولexp و منحنى الدالة ln      في معلم متعامد ممنظم منحنى الدالة  

  
  
  
  
  
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
      خاصية أساسية-3

                 ( ) ( ) ( ) ( )2; exp exp expa b a b a b∀ ∈ + = ×\  

 البرهان

                         

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

ln(exp exp ) ln exp ln exp

ln exp

ln exp exp ln exp

exp exp exp

a b a b a b

a b a b

a b a b

a b a b

× = + = +

+ = +

× = +

+ = ×

  



2

 نـــــــتائج

           

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 1; exp
exp

exp
exp exp exp

exp
r

a b r a
a

a
a b ra a

b

∀ ∈ ∀ ∈ − =

− = =   

\ _

  

)  نعلم أن   exp آتابة جديدة لدالة -4  )exp 1 e= و بالتالي   ( ) ( )exp exp 1 r rr r e∀ ∈ = =  _  

)       أي    \نمدد هده الكتابة إلى    )exp xx x e∀ ∈ =\  

صبح             الخاصيات السابقة ت  

     

] [
] [

( ) ( )
( )
( )

ln

2

2

2

0; ln

ln 0;

1; .

;

;

x

x x

a ra b a b a a b rb a
a b

a b

a b

x y e y x y

x e x x e x

ea b r e e e e e e e
e e

a b e e a b

a b e e a b

+ − −

∀ ∈ ∀ ∈ +∞ = ⇔ =

∀ ∈ = ∀ ∈ +∞ =

∀ ∈ ∀ ∈ = = = =

∀ ∈ = ⇔ =

∀ ∈ = ⇔

\

\

\ _

\

\ ;

  

    تمرين  

2 المعادلتين            \حل في  - 1 23 2 0 ; 2x x xe e e −− + = =  

 المتراجحتين         \ حل في-2  
23 1 2 1 13 0 ; 1x x x x xe e e e+ + + −− + ≺ ;   

------------------- 

2 المعادلة \نحل/ 1 2xe − =  

                      2 2 2 ln 2 2 ln 2xe x x− = ⇔ − = ⇔ = }   اذن + }2 ln 2S = +  

2 المعادلة \    نحل 3 2 0x xe e− + =  

xe             نضع  t= المعادلة تصبح    * 2 3 2 0t t t+∈ − + =\  
∆1       لدينا   2t  ومنه = 1t  أو = =  

2xe                             و بالتالي  1xe  أو = =  
ln                                 و منه  2x 0x  أو = =  

                                { }0;ln 2S =  

  ة المتراجح\حل فين/  2 
2

1x xe − ;         

                        
2 21 0x xe x x− ⇔ −; ;  

+∞          1               0            −∞  x  

    +         0        -       0+        2x x−  

[اذن                     [ ] [;0 1;S = −∞ ∪ +∞  

  

3     ة المتراجح\حل فين 1 2 1 13 0x x xe e e+ + +− + ≺      

                              
( )3 1 2 1 1 1 2

2

3 0 3 1 0

3 1 0

x x x x x x

x x

e e e e e e

e e

+ + + +− + ⇔ − +

⇔ − +

≺ ≺

≺
  

xe             نضع  t=      

*             المتراجحة تصبح  2 3 2 0t t t+∈ − +\ ≺  
                    



3

+∞          2               1                0     t  

    +         0        -       0+        2 3 2t t− + 

*و منه  2 3 2 0 1 2t t t t+∈ − + ⇔\ ≺ ≺ ≺  

1التالي  و ب 2xe≺ 0   ومنه ≻ ln 2x≺ ≺  
[                إذن  [0;ln 2S =  

   مشتقة الدالة الأسية النيبيرية-5 
[ قابلة للاشتقاق على ln  بما أن دالة  -     أ [ها لا تنعدم على  و مشتقت∞+;0]  فان الدالة الأسية قابلة ∞+;0]

)       و   \على  للاشتقاق ) ( )
1 1' 1ln'

x x
x

x

x e e
e

e

∀ ∈ = = =\  

       خاصية

xx      الدالة   e→  و    \ قابلة للاشتقاق على   ( ) 'x xx e e∀ ∈ =\  

    خاصية -ب

) فان الدالة  I قابلة للاشتقاق على مجال u    إذا آانت  )u xx e→ قابلة للاشتقاق على  I  

                                                       ( ) ( ) ( )' 'u x u xx I e u x e ∀ ∈ =   

   في الحالتين التاليتين   f        حدد الدالة المشتقة  للدالة  أمثلة  

           ( )
23 (x xf x e a−=  

                            ( ) ( ) ( )
2 22 3 3' 3 ' 6 1x x x xx f x x x e x e− −∀ ∈ = − = −\  

      ( ) ln (x x xf x e b−=  

                          ( ) ( ) ( ) ( )ln ln ln' ln ' 1 ln 1 lnx x x x x x x x xx f x x x x e x e x e− − −∀ ∈ = − = − − = −\  

                                  نهايات هامة -6

             
0

1lim 1 lim 0 lim lim lim 0
x x

x x x
x x x x x

e exe e e
x x→ →−∞ →+∞ →+∞ →−∞

−
= = = +∞ = +∞ =  

lim                نبين 
x

x

e
x→+∞
= +∞  

xt       نضع   e= ومنه   lnx t=  

        وحيث أن 
lnlim 0

t

t
t

+

→+∞
      فان=

1lim lim lim
lnln

x

x t t

e t
tx t
t

→+∞ →+∞ →+∞
= = = +∞ 

       حدد   تمرين   
1

2lim 1 lim lim
x

x
xx x x

x ex e
e x→+∞ →+∞ →+∞

 
 −
 
 

 

      الجواب           

                                        

2

2

2lim lim 4

2

x
x

x x

e e
xx→+∞ →+∞

 
 

= = +∞ 
  
 

           

                                                     
1lim lim 0 0 0x xx x

x x
xe e→+∞ →+∞

= ⋅ = × =  

                              نضع 
1t
x

    ومنه =
1x
t

الي ت    و بال=
1

0

1lim 1 lim 1
t

x
x x

ex e
t+→+∞ →

  − − = =
 
 
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)  حيث  g و f أدرس و مثل مبيانيا الدالتين   تمرين   ) ( )1x x

x
e eg x f x

xe
−

= =  

  
II - الدالة الأسية للأساس a     
    تعريف-1

   1 عددا حقيقيا موجبا قطعا و  مخالفا للعددaليكن                   
  expa و يرمز لها بالرمز a تسمى الدالة الأسية للأساس aLog              الدالة العكسية للدالة  

              ] [ ( ) ( )0; expa ax y x y Log y x∀ ∈ ∀ ∈ +∞ = ⇔ =\  

      ملاحظة

] [ ( ) ( ) lnln0; exp ln ln
ln

x a
a a

yx y x y Log y x x y x a y e
a

∀ ∈ ∀ ∈ +∞ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =\  

)ن  ذ              ا          ) lnexp x a
ax x e∀ ∈ =\  

lnx هي ترآيب الدالة الخطية expaا يعني أن دالة ذه           (  x a→ و الدالة الأسية النيبيرية (  

 2-  خاصيات 

        

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2 1; exp exp exp exp
exp

exp
exp exp exp

exp

a a a a
a

ra
a a a

a

x y r x y x y x
x

x
x y rx x

y

∀ ∈ ∀ ∈ + = × − =

− = =

\ _

      

    aexp  آتابة أخرى للعدد-3

                                

{ } ( ) ( )( )
{ } ( ) ( )

*

*

1 exp 1 1

1 exp exp 1

a a

r r
a a

a a Log a

r a r a

+

+

∀ ∈ − = =

∀ ∈ ∀ ∈ − = =  

\

\ \
  

)  فنكتب  \ه الكتابة الى ذ                    نمدد ه )exp x
ax x a∀ ∈ =\  

              
] [ ( )

{ }* ln

0;

1

x
a

x x a

x y a y x Log y

x a a e+

∀ ∈ ∀ ∈ +∞ = ⇔ =

∀ ∈ ∀ ∈ − =

\

\ \
   

     xa→xدراسة الدالة 

}       ليكن                    }* 1a +∈ −\  

xxالدالة                  *  a→ و     \ قابلة للاشتقاق على  ( ) ' lnx xx a a a∀ ∈ =\    

1a   ادا آان 1الحالة           ln   فان ; 0a xx   ومنه  الدالة  ; a→ تزايدية قطعا  على \   

lim و                    0 limx x

x x
a a

→−∞ →+∞
= = +∞ 

0   ادا آان 2الحالة             1a≺ ln   فان ≻ 0a ≺     

xxمنه  الدالة  و        a→ تناقصية قطعا  على \   

lim و                      lim 0x x

x x
a a

→−∞ →+∞
= +∞ =  

 التمثيل المبياني
                       1a ;     ( )2a =                                            
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    0 1a≺ ≺     
1
2

a = 
 

       

  
               

  
 
 
 
 
 
 
 
 
  

1نلاحظ      ملاحظة  1xx∀ ∈ *  و بالتالي نكتب       \= lnx x aa x a e+∀ ∈ ∀ ∈ =\ \  
 

 - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- --- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- --  
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يةال الأس� و� الد�  

 ا�دا�� ا���� ا����ر��: .1

 

 ��ر�ف:  . أ

 


�� ا�دا�� ا�
	� ا���	ر	� و �ر�ز ��� ب :  lnا�دا�� ا���
	� ��دا�� �exp   

��ظ�:  �( )exp xx x e∀ ∈ =ℝ  

 

  

 ����� :  . ب

 

� ( )
( )

( )
ln

0

x x ye y

yx

  
 

 

==
⇔

>∈ℝ
 

� 

( )
exp : 0,

expx x

  +∞ℝ֏

֏

 

� expD = ℝ       و: 0xx e∀ ∈ >ℝ 

 �د	�� : �ℝن  yو  �x	�ن  �

• x ye e x y= ⇔ = 

• x ye e x y< ⇔ < 

• x ye e x y≥ ⇔ ≥ 

� ( ): ln xx e x∀ ∈ =ℝ 

� ln0: xx e x∀ > = 

� 0 1e 1eو    = e=  

  
 

 ا������ت :  . ج

 

  �د	�� :  �ℝن  yو  �x	�ن 

1( x y x ye e e +× = 

2(  
x

x y

y

e
e

e

−= 

3( 
1 x

x
e

e

−= 

4( ( )r
x rxe e=      ( )r ∈ℚ  



 

ا�
	��� ���م 

��
����

 درس ا
	وال ا���� 

 

2/4

  

 ا������ت:  . د

 

 

lim x

x
e

→+∞
= +∞  

lim
x

x

e

x→+∞
= +∞  

lim
x

nx

e

x→+∞
= +∞  

lim 0x

x
e +

→−∞
=  

lim 0x

x
xe −

→−∞
=  

0 :
lim

0 :

n x

x

n pair
x e

n impair

+

−→−∞





=  

0

1
lim 1

x

x

e

x→

− =  

  

 

����ق  و ا�����:  . ه� ا

 

 

 

�$�#�ق !��  expا�دا��  )1� ����%ℝ   : ��	و �د( ) ( ) 'x xx e e∀ ∈ =ℝ 
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1aإذا ��ن :  • > 
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a    للأســــاس الأسـيـــةة الـــدال
  

  : تـمـهـيــــد
 

{ } *  لتكن 1a +∈ −\  

)   دالةالأن نعلم  )  logax x6*   .+ة قطعا على  ـ  متصلة ورتيب

*  .  نحو   هي تقابـل من : إذن
+\

+  نحو ومنه فهي تقبل دالة عكسية  معرفة من   .*\

  
 : تعريـــف

)  دالةلالدالة العكسية ل )  logax x6( )( a  )x  expa،  ونرمز لها بـــالدالة الأسيـة للأسـاس تسمى    x6.  
  

  : استنتــاج
   *    ;     x y+∀ ∈ ∀ ∈\ \  
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( )  ;      exp   xx     1(     a x a=\

       ln   ;        

∀ ∈  
x 2(    x ax a e=\

  ;      1   1xx
∀ ∈  

3(        ∀ ∈ =\
   ;        0xx a\ ;

  
4(     ∀ ∈   
  

) دراســة الـدالـــة )xf x a6     
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  المعادلات التفاضلية 
  

I - تقديم  

  تؤدي دراسة بعض الظواهر الفيزيائية و البيولوجية و الاقتصادية و غيرها إلى معادلات يكون فيها - 1       

   .  ه الدالةذوتحتوي على مشتقة أو مشتقات ه دالة   المجهول          

.ا النوع من المعادلات يسمى المعادلات التفاضليةذه           
   .............)f , z , uوقد يرمز لها بأي حرف آخر مثل  ( yيرمز عادة إلى الدالة المجهولة بالرمز           
      و مجموعة هده الدوال,  التي تحقق هده المعادلة yحل المعادلة التفاضلية يعني إيجاد جميع الدوال          
  آل حل , حلا خاصا للمعادلة   آل عنصر من هده المجموعة يسمى ، للمعادلة  الحل العام  تسمى          
  .لك تكاملاذيسمى آ         

   أمثلة-2    
')                 أ       0y    هي معادلة تفاضلية =

) بـ  \ المعرفة على y                   الدالة  ) 1y x    حل خاص للمعادلة =

' هي الحل العام للمعادلة \                   مجموعة الدوال الثابتة على 0y =.   

'2)           ب        1y x= )يمكن أن نكتب  ( yات المجهول ذ  هي معادلة تفاضلية − ) 2' 1y x x= −(   

2ه المعادلة هي الدوال الأصلية للدالة ذ                  حلول ه 1x x→    .\ على −

21 بما يلي \ه المعادلة هي مجموعة الدوال المعرفة على ذ       أي الحل العام له           
3

x x x k→ − +   

  . عدد حقيقي اعتباطي kحيث                  
II –حل المعادلة التفاضلية  b+ay=´y 
 ay=´y المعادلة التفاضلية/ 1

0aا آان ذا*      ' فان = 0y   \  أي  أن الحل العام هو مجموعة الدوال الثابتة على=
0aا آان  ذا*      ≠   

)           نعلم أن  ) 'ax axx e ae∀ ∈ axx ادن \= e→ حل خاص للمعادلة ' 0y ay+ =  

' حلا اعتباطيا للمعادلة yليكن            0y ay+ )     نضع = ) ( ) axy x z x e=   

) ومنه           ) ( ) ( )' ' ax axy x z x e az x e= +  

)أي             ) ( ) ( )' ' axy x z x e ay x= )   و بالتالي + ) ( ) ( )' ' 0axy x ay x z x e− = =    

)و منه           )' 0z x )  و بالتالي = )x z x λ∀ ∈    عدد حقيقي اعتباطي λ  حيث \=

)ن  ذا          ) axx y x eλ∀ ∈    عدد حقيقي اعتباطي λ حيث \=

0aنلاحظ أن الحالة             . هي ضمن الحالة العامة =

  خاصية

y'المعادلة التفاضلية          ay= بـ\ تقبل ما لانهاية من الحلول و هي الدوال المعرفة على    axx eλ→  
 .عدد حقيقي اعتباطي   λ حيث      

  نتيجة

y'      يوجد حل وحيد للمعادلة  ay= يحقق الشرط ( )0 0y x y= و هي الدالة  ( )0
0
a x xx y e −→  

)      الشرط  )0 0y x y=يسمى الشرط البدئي   

 أمثلة
' المعادلة التفاضلية نحل    - 1 2y y= 

' حلول المعادلة التفاضلية  2y y= 2 بـ حيث  \ هي الدوال المعرفة علىxx eλ→  حيثλ    عدد حقيقي
  .اعتباطي



)حل المعادلة التفاضلية ن - 2 ) 11 2 ; '
3

y y y= =  

)حل المعادلة التفاضلية  ) 11 2 ; '
3

y y y=  بـ حيث  \ هي الدالة المعرفة على =
( )1 1

32
x

x e
−

→   

  b+ay=´y حل المعادلة التفاضلية/ 2
0aان    اذا آ y' فان = b= ومنه حلول المعادلة التفاضلية هي الدوال  f حيث ( )f x bx c= +  

0a   اذا آان  ' فان ≠ ' by ay b y a y
a

 = + ⇔ = + 
 

  

نضع 
bz y
a

= '   و منه + 'z y=  

   وبالتالي 

( )

( )

( )

' '

/

/

/

ax

ax

ax

y ay b z az

z x e
by x e
a

by x e
a

λ λ

λ λ

λ λ

= + ⇔ =

⇔ = ∈

⇔ + = ∈

⇔ = − ∈

\

\

\

  

  خاصية
0a عددين حقيقين حيث b و aليكن       ≠     

y'المعادلة التفاضلية  ay b= ax   بـ \قبل ما لانهاية من الحلول و هي الدوال المعرفة على  ت+ bx e
a

λ→ −  

 .عدد حقيقي اعتباطي   λ حيث      
  نتيجة

y'      يوجد حل وحيد للمعادلة  ay b= ) يحقق الشرط + )0 0y x y= و هي الدالة  ( )0
0

a x xb bx y e
a a

− → + − 
 

  

)      الشرط  )0 0y x y=يسمى الشرط البدئي   

  مثال
' المعادلة التفاضلية نحل          3 2y y= − + 

'حلول المعادلة التفاضلية      3 2y y= − 3 بـ حيث  \ هي الدوال المعرفة على + 2
3

xx eλ −→ عدد حقيقي    λحيث  +

  .اعتباطي
  

III -  0 حل المعادلات التفاضلية=by+ay'"+y  
  طية من الرتبة تسمى معادلات تفاضلية خ) a,b(\∋2 حيثby+ay'"+y=0 المعادلات التفاضلية -1     

  ت المعاملات الثابتة ذاالثانية        
   بعض الحالات الخاصة-2     

0aا آان ذ ا-                  * b= '' فان = 0y =   

                         ( ) ( ) ( )2" 0 ' ; ' 'y k y x k k k y x kx k= ⇔ ∃ ∈ = ⇔ ∃ ∈ = +\ \  

''دلة                   الحل العام للمعا 0y x' هي مجموعة الدوال = kx k→ ) بحيث + ) 2; 'k k ∈\  

0bا آان ذ  ا-                 * '' فان = ' 0y ay+ =  

                         ( )" ' 0 ' ' ' 0y ay y ay+ = ⇔ + ' حل للمعادلة y'نه     وم= 0z az+ =  

)                          و بالتالي   )' axy x eλ    عدد حقيقي اعتباطي λ بحيث =−

''ن الحل العام للمعادلةذ                ا ' 0y ay+ axxي الدوال الأصلية  ه= eλ −→   

)أي الدوال                                      ) 2; axx e
a
λλ µ µ−−

∈ → +\  

) حل المعادلة التفاضلية – 3       ) ( ); 0;0 ; : " ' 0a b E y ay by≠ + + =  



          a(-لتكن  تذآير    f وg دالتين معرفتين على نفس المجال I  

)  متناسبتين ادا و فقط ادا آان  gو f                          تكون    ) ( )k x I g x kf x∃ ∈ ∀ ∈ =\  

         (b 1   ليكنy 2 وy حلين للمعادلة  E و ليكن  ( ) 2;α β 1  بين أن \∋ 2y yα β+ حل للمعادلة E   

  خاصية  
:  حلين للمعادلة 2y و 1yا آان ذا         " ' 0E y ay by+ + ) و آان = ) 2;α β 1  فان \∋ 2y yα β+   

  .Eللمعادلة          حل  
  خاصية  

:آل حل للمعادلة التفاضلية        " ' 0E y ay by+ +   .E هو تأليفة خطية لحلين غير متناسبين   للمعادلة =

:   لايجاد حل العام للمعادلة التفاضلية ملاحظة   " ' 0E y ay by+ +    يكفي أن نجد حلين خاصين غير متناسبين =

  (d–حل المعادلة التفاضلية ( ) 2; ; : " ' 0a b E y ay by∈ + + =\  

;            لنبحث عن حلول من نوع   : rxr y x e∈ →\     

          y  2 حل للمعادلة 20 0x x xr ar b r e are be E+ + = ⇔ + + = ⇔    

2 حل للمعادلة rا آان ذن اذ             ا 0r ar b+ + rxx فان الدالة = e→ حل للمعادلة E  
  

  خاصية
2المعادلة      0r ar b+ + )  تسمى المعادلة المميزة للمعادلة التفاضلية = ) 2; ; : " ' 0a b E y ay by∈ + + =\  

2ه المعادلة هو ذمميز ه     4a b−  
2ا آان  ذ ا 1 الحالة 4 0a b− 2   فان ; 0r ar b+ +    .2r و 1r تقبل حلين مختلفين  =

2            الدالتان  1;r x r xx e x e→   E  حلان خاصان للمعادلة التفاضلية →

2            نلاحظ أن  1;r x r xx e x e→     غير متناسبين →

1 هي الدوال Eن حلول المعادلة ذ            ا 2r x r xx e eα β→   . عددان اعتباطيانβ و α  حيث  +

2ا آان  ذ  ا  2الحالة  4 0a b− 2   فان = 0r ar b+ +    .r تقبل حل مزدوج =

rxx            الدالة  e→ل للمعادلة  حE  .    نبين أنrxx xe→  حل للمعادلةE.     

rxx            الدالتان  e→و rxx xe→ غير متناسبتين لأن  
rx

rx
ex x
e

  .  غير ثابتة→

) هي الدوال Eن حلول المعادلة ذ            ا ) rxx x eα β→    عددان اعتباطيانβ و α حيث +

2ا آان  ذا  3الحالة  4 0a b− 2   فان ≻ 0r ar b+ + 1r تقبل جذرين مترافقين  = p iq= 2r و + p iq= −   ( )0q ≠  

             ( )1 cos sin cos sinr x px px pxe e qx i qx e qx ie qx= + = +  

cos           نبين أن الدالتين  ; sinpx pxx e x x e x→   . E  حلين للمعادلة →

لاحظ                                                  
24;

2 2
a b ap q

 − = − =
 
 

  

cosالتين أن الد           و بما  ; sinpx pxx e x x e x→     غير متناسبتين فان حلول المعادلة التفاضلية →

         E   هي  الدوال ( )cospxx e qx sixqxα β→   . عددان اعتباطيانβ و α حيث +

     خاصية 

)  E:لتكن المعادلة التفاضلية            ) 2; ; : " ' 0a b E y ay by∈ + + 2  و لتكن\= 0r ar b+ + =   

  المعادلة المميزة         
2ا آان  ذ  ا-    *     4 0a b− 2   فان المعادلة المميزة لها جدرين مختلفين  ; 1;r r   

1الدوال  هي E  و حلول المعادلة         2r x r xx e eα β→    عددان اعتباطيانβ و α   حيث +

2آان  ا ذ ا-  *    4 0a b−    .r تقبل حل مزدوج   المعادلة المميزة   فان=

)  هي الدوالEحلول المعادلة                  و  ) rxx x eα β→    عددان اعتباطيان  β و α حيث +

2آان  ا ذ  ا-     * 4 0a b− 1r تقبل جذرين مترافقين    المعادلة المميزة   فان≻ p iq= 2r و + p iq= −     



) هي  الدوال   Eحلول المعادلة التفاضلية       و  )cospxx e qx sixqxα β→    عددانβ و α حيث +

  . اعتباطيان     
)ي يحققذالحل ال  ) ( )0 0 0 0' ' ;y x y y x y= =   

)ق الشرطين      يحقE للمعادلة التفاضلية  وحيد        يوجد حل ) ( )0 0 0 0' ' ;y x y y x y= =  

)        الشرطان    ) ( )0 0 0 0' ' ;y x y y x y=   .  يسميان الشرطين البدئيين =

  .        يمكن إعطاء شرطين بدئيين آخرين
    ملاحظة

)    لدينا           ) ( )cos sin cos sin cos cos sin sin cosqx qx k qx qx k qx qx k qx
k k
α βα β ϕ ϕ ϕ + = + = + = − 
 

   

2            بوضع   2cos ; sin ; k
k k
α βϕ ϕ α β= = = +  

2ا آان  ذ         تستنتج ا 4 0a b− ) فان ≻ )cospxx ke qx ϕ→    اعتباطيانϕ وk حيث −

 حل المعادلة   - 1    تمرين
5" 2 ' 0
4

y y y+ − ) حيث 1y    و حدد الحل الخاص = ) ( )1 1' 0 1 ; 0 1y y= − =  

" حل المعادلة -2              4 ' 4 0y y y+ + =    
" حل المعادلة  -3             2 ' 5 0y y y+ + =    

  الجواب   

2 مميز ∆ ليكن  -1      52 0
4

r r+ − معادلة    المعادلة المميزة لل=
5" 2 ' 0
4

y y y+ − =  

              4 5 9∆ = + 1 ومنه =
2 3 1
2 2

r − +
= 2 و =

2 3 5
2 2

r − −
= = −    

الدوال هي حلول المعادلة               ومنه
1 5
2 2
x x

x e eα β
−

→    عددان اعتباطيانβ و α   حيث +

) حيث 1yالحل الخاص لنحدد       ) ( )1 1' 0 1 ; 0 1y y= − =  

)        لدينا  )
1 5
2 2

1
x x

y x e eα β
−

= ) ومنه + )
1 5
2 2

1
5'

2 2
x x

y x e eα β −
= −  

                           
( )
( )

1

1

110 1 1 2
5 5 2 11' 0 1

2 2 2

y

y

α β αα β
α β α β β

+ = = = + =  ⇔ ⇔ ⇔   − = −− = −= −    = 

  

) اذن                          )
1 5
2 2

1
1
2

x x
y x e e

− 
 = +
 
 

  

2  مميز- 2     4 4 0r r+ + "   المعادلة المميزة للمعادلة = 4 ' 4 0y y y+ + 2r  منعدم ومنه = = −  

) هي الدوال Eحلول المعادلة                  و  ) 2xx x eα β −→    عددان اعتباطيانβ و α حيث حيث +

2 مميز- 3     2 5 0r r+ + "   المعادلة المميزة للمعادلة = 2 ' 5 0y y y+ + )  هو = )24 20 16 4i∆ = − = − =  

1                   ومنه  1 2r i= − 2  و − 1 2r i= − +  

) هي الدوال Eحلول المعادلة                  و  )cos 2 2xx e x six xα β−→    عددان اعتباطيانβ و α حيث حيث +

 حالات خاصة
0aا آان ذ ا-         * "لول المعادلة التفاضلية   فان ح; 0y ay+     بما \  هي الدوال المعرفة على =

cosيلي               sinx ax axα β→ ) حيث + ) 2;α β ∈\.  

0aا آان ذ ا-  *        "اضلية   فان حلول المعادلة التف≻ 0y ay+     بما \  هي الدوال المعرفة على =

axيلي             axx e eα β− − −→ ) حيث + ) 2;α β ∈\.  



"  حل المعادلتين مثال     4 0 ; " 2 0y y y y− = + =  

"        حلول المعادلة 2 0y y+ cos هي الدوال المعرفة بـ= 2 sin 2x x xα β→ ) حيث + ) 2;α β ∈\.  

"حلول المعادلة         4 0y y− =" 2 0y y+ 2 هي الدوال المعرفة بـ= 2x xx e eα β −→ ) حيث + ) 2;α β ∈\.     
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   المعادلات التفاضلية

I- تقديم  
  تؤدي دراسة بعض الظواهر الفيزيائية و البيولوجية و الاقتصادية و غيرها إلى معادلات يكون فيها -1       

   .  ه الدالةذوتحتوي على مشتقة أو مشتقات ه دالة   المجهول          
.ا النوع من المعادلات يسمى المعادلات التفاضليةذه           

   .............)f , z , uوقد يرمز لها بأي حرف آخر مثل  ( yيرمز عادة إلى الدالة المجهولة بالرمز           
     و مجموعة هده الدوال ,  التي تحقق هده المعادلة yحل المعادلة التفاضلية يعني إيجاد جميع الدوال          
  آل حل , حلا خاصا للمعادلة   آل عنصر من هده المجموعة يسمى ، للمعادلة  الحل العام  تسمى          
  .لك تكاملاذيسمى آ         

  أمثلة -2    
')                 أ       0y    هي معادلة تفاضلية =

) بـ  \ المعرفة على y                   الدالة  ) 1y x    حل خاص للمعادلة =

' هي الحل العام للمعادلة \                   مجموعة الدوال الثابتة على 0y =.   

'2)           ب        1y x= )يمكن أن نكتب  ( yات المجهول ذ  هي معادلة تفاضلية − ) 2' 1y x x= −(   

2ه المعادلة هي الدوال الأصلية للدالة ذ                  حلول ه 1x x→    .\ على −

21 بما يلي \ه المعادلة هي مجموعة الدوال المعرفة على ذ   أي الحل العام له               
3

x x x k→ − +   

  . عدد حقيقي اعتباطي kحيث                  
II –حل المعادلة التفاضلية  b+ay=´y 
 ay=´y المعادلة التفاضلية/ 1

0aا آان ذا*      ' فان = 0y   \  أي  أن الحل العام هو مجموعة الدوال الثابتة على=
0aا آان  ذا*      ≠   

)           نعلم أن  ) 'ax axx e ae∀ ∈ axx ادن \= e→ حل خاص للمعادلة ' 0y ay− =  

' حلا اعتباطيا للمعادلة yليكن            0y ay− )     نضع = ) ( ) axy x z x e=   

) ومنه           ) ( ) ( )' ' ax axy x z x e az x e= +  

)أي             ) ( ) ( )' ' axy x z x e ay x= )   و بالتالي + ) ( ) ( )' ' 0axy x ay x z x e− = =    

)و منه           )' 0z x )  و بالتالي = )x z x λ∀ ∈    عدد حقيقي اعتباطي λ  حيث \=

)ن  ذا          ) axx y x eλ∀ ∈    عدد حقيقي اعتباطي λ حيث \=

0aنلاحظ أن الحالة             . هي ضمن الحالة العامة =
  خاصية

y'المعادلة التفاضلية          ay= بـ \ تقبل ما لانهاية من الحلول و هي الدوال المعرفة على   axx eλ→  
 .عدد حقيقي اعتباطي   λ حيث      

  نتيجة

y'      يوجد حل وحيد للمعادلة  ay= يحقق الشرط ( )0 0y x y= و هي الدالة  ( )0
0
a x xx y e −→  

)      الشرط  )0 0y x y=يسمى الشرط البدئي   

 أمثلة
' المعادلة التفاضلية نحل    - 1 2y y= 

' حلول المعادلة التفاضلية  2y y= 2 بـ حيث  \ هي الدوال المعرفة علىxx eλ→  حيثλ    عدد حقيقي
  .اعتباطي

)حل المعادلة التفاضلية ن - 2 ) 11 2 ; '
3

y y y= =  

)حل المعادلة التفاضلية  ) 11 2 ; '
3

y y y=  بـ حيث  \ هي الدالة المعرفة على =
( )1 1

32
x

x e
−

→   

  b+ay=´y حل المعادلة التفاضلية/ 2
0a   اذا آان  y' فان = b= ومنه حلول المعادلة التفاضلية هي الدوال  f حيث ( )f x bx c= +  



2

0a   اذا آان  ' فان ≠ ' by ay b y a y
a

 = + ⇔ = + 
 

  

نضع 
bz y
a

= '   و منه + 'z y=  

)   وبالتالي  ) ( ) ( )' ' / / /ax ax axb by ay b z az z x e y x e y x e
a a

λ λ λ λ λ λ= + ⇔ = ⇔ = ∈ ⇔ + = ∈ ⇔ = − ∈\ \ \  

  خاصية
0a عددين حقيقين حيث b و aليكن       ≠     

y'المعادلة التفاضلية  ay b= ax   بـ \ما لانهاية من الحلول و هي الدوال المعرفة على  تقبل + bx e
a

λ→ −  

 .عدد حقيقي اعتباطي   λ حيث      
  نتيجة

y'      يوجد حل وحيد للمعادلة  ay b= ) يحقق الشرط + )0 0y x y= و هي الدالة  ( )0
0

a x xb bx y e
a a

− → + − 
 

  

)      الشرط  )0 0y x y=يسمى الشرط البدئي   

  مثال
' المعادلة التفاضلية نحل          3 2y y= − + 

'حلول المعادلة التفاضلية      3 2y y= − 3 بـ حيث  \ هي الدوال المعرفة على + 2
3

xx eλ −→ عدد حقيقي    λحيث  +

  .اعتباطي
  

III -  0 حل المعادلات التفاضلية=by+ay'"+y  
  من الرتبة تسمى معادلات تفاضلية خطية ) a,b(\∋2 حيثby+ay'"+y=0 المعادلات التفاضلية -1     

  ت المعاملات الثابتة ذاالثانية        
   بعض الحالات الخاصة-2     

0aا آان ذ ا-                  * b= '' فان = 0y =   

                         ( ) ( ) ( )2" 0 ' ; ' 'y k y x k k k y x kx k= ⇔ ∃ ∈ = ⇔ ∃ ∈ = +\ \  

''                  الحل العام للمعادلة  0y x' هي مجموعة الدوال = kx k→ ) بحيث + ) 2; 'k k ∈\  

0bا آان ذ  ا-                 * '' فان = ' 0y ay+ =  

                         ( )" ' 0 ' ' ' 0y ay y ay+ = ⇔ + ' حل للمعادلة y'    ومنه = 0z az+ =  

)                          و بالتالي   )' axy x eλ    عدد حقيقي اعتباطي λ بحيث =−

''ن الحل العام للمعادلةذ                ا ' 0y ay+ axxدوال الأصلية  هي ال= eλ −→   

)أي الدوال                                      ) 2; axx e
a
λλ µ µ−−

∈ → +\  

)  حل المعادلة التفاضلية– 3       ) ( ); 0;0 ; : " ' 0a b E y ay by≠ + + =  

;            لنبحث عن حلول من نوع   : rxr y x e∈ →\     

          y  2 حل للمعادلة 20 0x x xr ar b r e are be E+ + = ⇔ + + = ⇔    

2 حل للمعادلة rا آان ذن اذ             ا 0r ar b+ + rxx فان الدالة = e→ حل للمعادلة E  

2المعادلة      0r ar b+ + )  تسمى المعادلة المميزة للمعادلة التفاضلية = ) 2; ; : " ' 0a b E y ay by∈ + + =\  

2ه المعادلة هو ذمميز ه     4a b−  
     نشاط

)لمعادلة   لالمميزة حل / أ - 1     )1 : " 3 ' 4 0E y y y+ − )و استنتج حلين للمعادلة     = )1E  

4x بـ  \بين ان الدوال المعرفة على /    ب    xx e eα β −→ ) حل للمعادلة التفاضلية + )1E حيث ( ) 2;α β ∈\  

)لمعادلة   لالمميزة حل / أ -2      )2 : " 6 ' 9 0E y y y− + =      

) بـ  \بين ان الدوال المعرفة على /     ب   ) 3xx x eα β→ ) حل للمعادلة التفاضلية + )1E حيث ( ) 2;α β ∈\  



3

)لمعادلة   لالمميزة حل / أ -3      )3 : " 4 ' 13 0E y y y+ + =      

2 بـ  \ على الدالتين المعرفتينبين ان /    ب     3xf : x e cos x−→ 2 و 3xg : x e sin x−→ للمعادلة ينحل 
)التفاضلية  )3E   

x بـ  \بين ان الدوال المعرفة على / ج        f gα β→ ) حل للمعادلة التفاضلية + )1E حيث ( ) 2;α β ∈\  
  خاصية    

)  E:لتكن المعادلة التفاضلية            ) 2; ; : " ' 0a b E y ay by∈ + + 2  و لتكن\= 0r ar b+ +   المعادلة المميزة  =

2ا آان  ذ  ا-    *     4 0a b− 2   فان المعادلة المميزة لها جدرين مختلفين  ; 1;r r   

1الدوال  هي E التفاضلية  و حلول المعادلة         2r x r xx e eα β→    عددان اعتباطيانβ و α   حيث +

2آان  ا ذ ا-  *    4 0a b−    .r تقبل حل مزدوج   المعادلة المميزة   فان=
) هي الدوال E التفاضلية حلول المعادلة                 و  ) rxx x eα β→    عددان اعتباطيان  β و α حيث +

2آان  ا ذ  ا-     * 4 0a b− 1r تقبل جذرين مترافقين    المعادلة المميزة   فان≻ p iq= 2r و + p iq= −     

)   هي  الدوال Eحلول المعادلة التفاضلية       و  )cospxx e qx sixqxα β→    عددانβ و α حيث +

  . اعتباطيان     
)ي يحققذالحل ال  ) ( )0 0 0 0' ' ;y x y y x y= =   

)  يحقق الشرطين    E للمعادلة التفاضلية  وحيد        يوجد حل ) ( )0 0 0 0' ' ;y x y y x y= =  

)لشرطان           ا ) ( )0 0 0 0' ' ;y x y y x y=   .  يسميان الشرطين البدئيين =

  .        يمكن إعطاء شرطين بدئيين آخرين
    ملاحظة

)    لدينا           ) ( )cos sin cos sin cos cos sin sin cosqx qx k qx qx k qx qx k qx
k k
α βα β ϕ ϕ ϕ + = + = + = − 
 

   

2            بوضع   2cos ; sin ; k
k k
α βϕ ϕ α β= = = +  

2ا آان  ذ         تستنتج ا 4 0a b− ) فان ≻ )cospxx ke qx ϕ→    اعتباطيانϕ وk حيث −

 حل المعادلة   - 1    تمرين
5" 2 ' 0
4

y y y+ − ) حيث 1y    و حدد الحل الخاص = ) ( )1 1' 0 1 ; 0 1y y= − =  

"حل المعادلة  -2              4 ' 4 0y y y+ + =    
" حل المعادلة  -3             2 ' 5 0y y y+ + =    

  حالات خاصة   
0aا آان ذ ا-         * "  فان حلول المعادلة التفاضلية ; 0y ay+     بما \  هي الدوال المعرفة على =

cosيلي               sinx ax axα β→ ) حيث + ) 2;α β ∈\.  

0aا آان ذ ا-  *        "  فان حلول المعادلة التفاضلية ≻ 0y ay+     بما \  هي الدوال المعرفة على =

axيلي             axx e eα β− − −→ ) حيث + ) 2;α β ∈\.  

"  حل المعادلتين مثال     4 0 ; " 2 0y y y y− = + =  

"        حلول المعادلة 2 0y y+ cos هي الدوال المعرفة بـ= 2 sin 2x x xα β→ ) حيث + ) 2;α β ∈\.  

"حلول المعادلة         4 0y y− =" 2 0y y+ 2 هي الدوال المعرفة بـ= 2x xx e eα β −→ ) حيث + ) 2;α β ∈\.     

 



 
 التكامـــــل 

                                                                                                            
 

 
I-  تكامل دالة متصلة على مجال  

    1- تعريف و ترميز 
   .I عنصرين من b وa و I دالة متصلة على مجال f               لتكن 

  .F(b)-F(a)=G(b)-G(a) فان   I على f دالتين أصليتين للدالة G و Fآانت إذا            
          .Fة  غير مرتبط باختيار الدالة الأصليF(b)-F(a)          أي أن العدد الحقيقي  

  تعريف   
  .I عنصرين من b وa و I دالة متصلة على مجال fلتكن               

  bى  إلaمن fيسمى تكامل الدالة   , I علىf دالة أصلية للدالة F حيث F(b)-F(a)          العدد الحقيقي

)    ويكتب      )
b

a
f x dx∫ ويقرأ مجموع ( )f x dx من a إلى b أو تكامل من  a إلى bلـ ( )f x dx.  

    aو b يسميا محدا التكامل ( )
b

a
f x dx∫  

)    في الكتابة  )
b

a
f x dx∫ويض  يمكن تعx بمعنى أن     ، بأي حرف آخر 

( ) ( ) ( ) ........
b b b

a a a
f x dx f t dt f u du= = =∫ ∫ ∫  

) نكتبها على الشكل   F(b)-F(a)    من أجل تبسيط الكتابة  ) ( )
b b

aa
f x dx F x=  ∫  

  أمثلة   

  نحسب       *  
2

1

1 dx
x∫  

           الدالة 
1x
x

] متصلة على → lnx و دالة أصلية لها هي 2;1[ x→  

]ن  ذ            ا ]2 2
11

1 ln ln 2dx x
x

= =∫  

    أحسب   *       
1 0

4
2 20 1

2

1 1; ; cos
cos 1

dx dx xdx
x x

π

π
− +∫ ∫ ∫  

     خاصيات-2  
    خاصيات-أ   

   I عناصر منc وb وa و I مجال  دالة متصلة علىfلتكن                  

                  *         ( ) 0
a

a
f x dx =∫ *     ( ) ( )

b a

a b
f x dx f x dx= −∫ ∫    

                        *     ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫   )علاقة شال    (∫

    أمثلة

أحسب    
1

1
I x dx

−
= ∫  

              
0 1

1 1 0 1 2 2
1 1 1 0

1 0

1 1 1
2 2

x dx x dx xdx xdx x x
− − −

−

−   = = − + = + =      ∫ ∫ ∫ ∫  

   I عنصرا من a و Iدالة متصلة على مجال f لتكن -) ب



                                                     
( )

:
x

a

I

x f t dt

ϕ →

→ ∫

\
  

)      لدينا   ) ( ) ( )x I x F x F aϕ∀ ∈ =   .I على f دالة أصلية لـF  حيث −

) و I قابلة للاشتقاق على ϕن ذ      ا ) 0 'a fϕ ϕ=  التي تنعدم Iعلى f دالة الأصلية للدالة ϕ  أي أن =

  aفي 
  خاصية 

  .I عنصرا من a و Iدالة متصلة على مجال f            لتكن 

) بما يلي I         الدالة المعرفة على  )
x

a
x f t dt→   a التي تنعدم في I على f هي الدالة الأصلية لـ∫

lnx    نعلم أن الدالة مثال x→هي الدالة الأصلية لـ  
1x
x

[ على →    .1 التي تنعدم في∞+;0]

                     ] [
1

10; ln
x

x x dt
t

∀ ∈ +∞ = ∫  

[على  f   حدد الدالة الأصلية لـ تمرين [ حيث      2 التي تنعدم في ∞+;0] [ ( ) 10; lnx f x x
x

∀ ∈ +∞ =  

   خاصية-)ج 
] دالتين متصلتين على gو f               لتكن  ];a b و λعدد حقيقي ثابت   

         ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
b b b b b

a a a a a
f x dx f x dx f x g x dx f x dx g x dxλ λ= + = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

)       حدد تمرين )14 2
0 0

cos ; 3 1xdx x x dx
π

− +∫ 4cosيمكن اخطاط   ( ∫ x(  

4       نعتبر   تمرين 4
0 0

sin cos
sin cos sin cos

x xJ dx I dx
x x x x

π π

= =
+ +∫ ∫  

I                  أحسب  J I J− J;   و استنتج + I  

)د التأوبل الهندسي للعدد )
b

a
f x dx∫  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  خاصية
] دالة متصلة و موجبة على f آانت إذا        ];a b)  a b≺   (فان مساحة الحيز المحصور بين منحنى الدالةf  

xين على التوالي بالمعادلتين المعرفت و محور الأفاصيل و المستقيمين        a= و x b= هي   

         ( ) ( )
b

a
A f f x dx=    بوحدة قياس المساحات ∫

  OIJK آان المستوى منسوب إلى معلم متعامدين فان وحدة قياس المساحة هي مساحة المربع إذا    ملاحظة
   تمرين

)نعتبر              ) 2

1f x
x

=  

( ) ( )
b

a
A f f x dx= ∫



)    fC          أنشئ   )1 2i cm j cm= =
G G

  

  عادلتين  و محور الأفاصيل و المستقيمين المعرفين بالمfC مساحة الحيز المحصور بين 2cm          أحسب بـ 

        3 ; 1x x= =.  
II-تقنيات حساب التكاملات   

  الاستعمال المباشر لدوال الأصلية - 1
   أمثلة      

أحسب       *    
( )2

1

lne x
dx

x∫ نلاحظ أن       
( )2ln x
x

u'2 على شكل  u حيث  ( ) lnu x x=  

u'2     و نعلم أن الدالة الأصلية لـ u31 هي
3
u إذن  

( ) ( )
2

3 3
1

1 1

ln 1 1 1ln
3 3 3

e e
e x

dx u x x
x

   = = =      ∫    

أحسب       *    
1

0

2
1x dx

e    لدينا ∫+
2 2

1 1

x

x x
e

e e

−

−=
+ +

 التحويل نلاحظ أن ذا به
2

1 xe+
   يكتب على شكل

   
'2 u
u

)           حيث − ) 1 xu x e −= )  إذن   + ) ( ) 11 1

00 0

2 2ln ln 1
1

x
x dx u x e
e

−  = − = − +   +∫  

34      حدد -1     تمرين 
0

sin xdx
π

∫  

 حيث c وb وa    أوجد  - أ-2              
4 2

3 2
2 10

1
x x x b cx ax

xx x x
+ + −

∀ ≠ = + +
+ +

  

  استنتج قيمة   -                 ب
4 23

31

2 1x x x dx
x x
+ + −

+∫  

2  بين أن التعبير -3              
1
2 5x x− +

2 يكتب على شكل 
1 '
2 1
u
u +

  . دالة يجيب تحديدها u  حيث 

                   استنتج  قيمة 
1 2 3

21

1
2 5

dx
x x

+

− +∫  

  أحسب  -4              
( )( )

2 1

0

1
1 1 1;
ln ln ln 1 2

e

e
x dx dx

x x x x x x x

 
 

=  + +  
 

∫ ∫  

   المكاملة بالأجزاء- 2
] دالتين قابلتين للاشنقاق على g و f       لتكن  ];a b بحيث 'f  و'gمتصلتين على [ ];a b   

         نعلم أن

                  
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

; ' ' '

; ' ' '

x a b fg x f x g x f x g x

x a b f x g x fg x f x g x

∀ ∈ = +

∀ ∈ = −
                  

 خاصية

          ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )' '
b bb

aa a
f x g x dx fg x f x g x dx= −  ∫ ∫            

2  أحسب   مثال
0

cosx xdx
π

)     نضع ∫ ) ( ); ' cosv x x u x x= =   

)         ومنه ) ( )' 1 ; sinv x u x x= =  



]                  إذن      ] [ ] [ ]2 2 22 2
0 0 00 0

cos sin sin sin cos 1
2

x xdx x x xdx x x x
π π ππ π π

= − = − − = −∫ ∫  

        تمرين

22   أحسب 
0 0 1

sin ; sin ; ln
exK e xdx J x xdx I xdx

π π
= = =∫ ∫ ∫  

 
  الحل             

           

2 2 22
00 0 0

2 2
0 0

sin cos sin cos

1 sin cos .........
2

x x x x

x x

K e x e xdx e x e x K

K e x e x

π π ππ

π π

     = − = − −     

 
   = − =     
 

∫
  

)    أحسب  -1   تمرين    )
1 1 3 22 2
0 0 0 1

2ln 3 1 ln
1

xx dx x x dx x e dx x xdx
x
+

+ −
+∫ ∫ ∫ ∫   

; على f   باستعمال المكاملة بالأجزاء أوجد الدوال الأصلية لـ -2              
2 2
π π −  

) حيث  ) 2cos
xf x
x

=  

2   أحسب   -3              
0

cos
x tI e tdt= 2يمكن اعتبار   ( ∫

0
sin

x tJ e tdt= ∫(  

III- التكامل و الترتيب   

 1- مقارنة تكاملين 
      (a لتكن f دالة متصلة على [a;b] و Fدالة  أصلية لـ f على[a;b]   

             [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); '
b

a
x a b F x f x f x dx F b F a∀ ∈ = = −∫  

] موجبة على f  آانت إذا        ];a b فان Fتزايدية على [ ];a b   

a        وحيث أن  b≤ فان ( ) ( )F a F b≤ ادن   ( ) 0
b

a
f x dx ≥∫  

  خاصية  
] دالة متصلة على  fلتكن           ];a b) a b≤(  

] موجبة على f آانت إذا          ];a b فان ( ) 0
b

a
f x dx ≥∫  

b(خاصية   
] دالتين متصلتين على  gو f        لتكن  ];a b) a b≤(  

f آانت إذا        g≤ على  [ ];a b فان ( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx≤∫ ∫ 

      مثال

     نؤ طر 
21

0 1
xI dx
x

=
+∫  

]       لدينا     ]
2 2

20;1 1 1 2
2 1
x xx x x

x
∀ ∈ ≤ + ≤ ⇔ ≤ ≤

+
  ومنه 

21 1 2
0 02
x dx I x dx≤ ≤∫ ∫  

            إذن    
1 1
6 3

I≤ ≤  

c( خاصيات   



] دالة متصلة على  f    لتكن -                         أ ];a b) a b≤(  

] سالبة على f آانت                                 إذا ];a b فان ( ) 0
b

a
f x dx ≤∫  

)     - ب ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx≤∫ ∫ 

] على f القيمة الدنوية للدالة mلقصوية و  القيمة اMلتكن   - ج ];a b 

                             ( ) ( ) ( )
b

a
m b a f x dx M b a− ≤ ≤ −∫  

      ملاحظة 

] موجبة على f آانت إذا              ];a b  فان المساحة ( ) ( )
b

a
A f f x dx=   م محصورة بين.  في معلم م∫

)وMي بعديه ذ مساحتي   المستطيل ال     )b a−ي بعديه ذ و المستطيل الm و ( )b a−.  

  
  
  
  
  
 
 
 

           
  

    مثال

نعتبر       
3

1 2

1

1
I dx

x x
=

+
0    نبين أن ∫ 2I≤ ≤  

      الدالة  
2

1
1

x
x x

→
+

[  موجبة و تناقصية على  )   ومنه  ∞+;0] )
[ ]

( )
1;3

2sup 1
2x

f x f
∈

= =  

)ن     ذ          ا                     ) 20 3 1
2

I≤ ≤ −  

   القيمة المتوسطة لدالة متصلة في قطعة- 2
] دالة متصلة على  fلتكن       ];a b) a b≺ (  وM القيمة القصوية و m القيمة الدنوية للدالة f على [ ];a b  

)             إذن )1 b

a
m f x dx M

b a
≤ ≤

− ] في c   ومنه حسب مبرهنة القيمة الوسطية يوجد على الأقل ∫ ];a b  

)      حيث        ) ( )1 b

a
f c f x dx

b a
=

− ∫  

  خاصية و تعريف
] دالة متصلة على  f           لتكن  ];a b) a b≠ (  

)        العدد الحقيقي  )1 b

a
f x dx

b a
µ =

− ] علىf يسمى القيمة المتوسطة للدالة ∫ ];a b.  

] في c        يوجد على الأقل  ];a b حيث ( ) ( )1 b

a
f c f x dx

b a
=

− ∫  

      ملاحظة

] موجبة على f آانت إذا              ];a b فان المساحة ( ) ( )
b

a
A f f x dx= م هي مساحة . في معلم م∫

  المستطيل
)ي بعداه ذ  ال            )b a− و ( )f c.  

( ) ( )
b

a
A f f x dx= ∫



   في الحالتين التاليتين I على fالقيمة المتوسطة للدالة   أحسب -1   تمرين

           [ ] ( ) [ ] ( ) ( )
3 25 30;1 ( ; 1;0 1 (

1
xx x xI f x b I f x x e a

x
+ + +

= = = − = −
+

  

] على f  أطر الدالة -2            )  حيث 1;0[ ) arctanf x x=  

]اق على قابلة للاشتقf    لدينا 2الجواب عن السؤال ] و 1;0[ ] ( ) 2

10;1 '
1

x f x
x

∀ ∈ =
+

و منه 

[ ] ( )10;1 ' 1
2

x f x∀ ∈ ≤ ]  ادن ≥ ] ( )
0 0 0

10;1 '
2

x x x
x dt f t dt dt∀ ∈ ≤ ≤∫ ∫ ∫ ( )

2
x f x x≤ ≤  

IV-حساب المساحات   

 1-  حساب المساحات الهندسية

)م .م.      المستوى منسوب إلى م ); ;o i j
G G

  

] دالة متصلة على f      لتكن  ];a b  و fC منحناها و ( )f∆ الحيز المحصور بين fC و محور الأفاصيل   

)      و المستقيمين   ) ( )2 1: :x b x a∆ = ∆ =  

  
  
  
  
 
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
 
  
  

] موجبة على f ا آانت إذ     * ];a b فان مساحة ( )f∆هي ( )
b

a
f x dx∫ بوحدة قياس المساحات     

] على  سالبةfا آان آانت إذ     * ];a b مساحة هي مساحة ( )f∆ −  

                            ( ) ( ) ( )
b b

a a
A f f x dx f x dx= − =∫ ∫   

] تغير إشارتها على fا آانت إذ    *  ];a b مثلا يوجد c من [ ];a b حيث f موجبة على [ ];a c و سالبة على  

         [ ];c b  

)    الحيز      )f∆ على [ ];a b هو اتحاد ( )f∆ على [ ];a c و ( )f∆ على [ ];c b  

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
c b c b b

a c a c a
A f f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx= + − = + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

  خاصية
)م .م.      المستوى منسوب الى م ); ;o i j

G G
  

]ة متصلة على  دالf    لتكن  ];a b  و fC منحناها و ( )f∆ الحيز المحصور بين fC  و محور الأفاصيل   

( ) ( ) ( )
b b

a a
A f f x dx f x dx= − =∫ ∫

( )A f  



)  و المستقيمين    ) ( )2 1: :x b x a∆ = ∆ =  

)     مساحة الحيز  )f∆  هو ( )
b

a
f x dx∫بوحدة قياس المساحة 

    اصطلاحات

)               العدد الموجب  )
b

a
f x dx∫ يسمى المساحة الهندسية للحيز ( )f∆.  

)              العدد الحقيقي  )
b

a
f x dx∫ية للحيز  يسمى المساحة الجبر( )f∆.  

   مثال
)نعتبر  ) 3 1f x x= −  

ا المعادلتين ذ و محور الأفاصيل و المستقيمين fC        حدد مساحة الحيز المحصور بين المنحنى

2 ; 0x x= =  

     

( )

( ) ( )
( )

2

0
1 23 3
0 1

1 1

7
2

A f x dx

A x dx x dx

A u u i j

=

= − + −

= = ×

∫

∫ ∫
G G

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  مساحة حيز محصور بين منحنيين      - 2
] دالتين متصلتين على g و f     لتكن  ];a b   

) و المستقيمين gC و fC هو الحيز المحصور بين ∆و  ) ( )2 1: :x b x a∆ = ∆ )م .م.  في م= ); ;o i j
G G

  

  
  
  
  
  
  
  
 
  
  

( ) ( )
b

a
f x g x dx−∫  



 
  
  

0fا آان إذ      g≥ ) فان  ≤ ) ( ) ( )A A f A g∆ = −    

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
b b b b

a a a a
A f x dx g x dx f x g x dx f x g x dx∆ = − = − = −∫ ∫ ∫ ∫     

fا آانت إذ      g≤ و آيفما آانت إشارتي f و gو بإتباع نفس الطريقة نحصل على أن   

      ( ) ( ) ( )
b

a
A f x g x dx∆ = −∫  

  خاصية 
]ين على  دالتين متصلتg و f                 لتكن  ];a b   

) و المستقيمين gC و fC  المحصور بين ∆              مساحة الحيز  ) ( )2 1: :x b x a∆ = ∆ =    

)              هي  ) ( ) ( )
b

a
A f x g x dx∆ =   اس المساحات وحدة قي∫−

   

 ملاحظة
 
 

     
 

            
   

             
  
  
  
  
  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )c b

a c
A f x g x dx g x f x dx∆ = − + −∫ ∫  

V-حساب الحجوم في الفضاء   

)م .    الفضاء منسوب إلى معلم م ); ; ;o i j k
GG G

ي طول حرفه ذ نفترض أن وحدة قياس الحجم هي حجم المكعب ال

i
G

  

   حجم مجسم في الفضاء- 1
z مجسما محصورا بين المستويين المعرفين بالمعادلتين S ليكن          a= و z b=  
) نرمز بـ   )S t إلى مساحة مجموعة النقط ( ); ;M x y zمن S حيثz t=و بالرمز  ( )V tإلى حجم مجموعة   

z; المحصور بين المستويينS النقط من   t z a= =  
] من 0t ليكن   ];a b و h عددا موجبا حيث [ ]0 ;t h a b+ ∈        

  
  
  
  
  

( ) ( )
c

a
f x g x dx−∫

( ) ( )
b

c
g x f x dx−∫



  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                                                   
  
  

                    
 
 
 

     
  
  
  
  
  
  
  

                                                                                                                     
)حجم مجموعة النقط      ); ;M x y z من S 0 المحصورة بينz t= 0 وz t h= ) هو + ) ( )0 0V t h V t+ −  

   و مساحتا قاعدتيهما hا الحجم محصور بين حجمي الأسطوانتين التي ارتفاعهما ذ هومن جهة ثانية   
)على التوالي     )0S t  و( )0S t h+ 

)   إذا افترضنا أن  ) ( )0 0S t S t h≤ )  فان + ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0h S t V t h V t h S t h⋅ ≤ + − ≤ ⋅ +  

)                                    و منه     ) ( ) ( ) ( )0 0
0 0

V t h V t
S t S t h

h
+ −

≤ ≤ +  

)   و إذا افترضنا أن التطبيق   )t S t→ متصل على [ ];a b فان 
( ) ( ) ( )0 0

00
lim
h

V t h V t
S t

h→

+ −
=  

)   إذن الدالة  )t V t→قابلة للاشتقاق على  [ ];a b و [ ] ( ) ( ); 't a b V t S t∀ ∈ =  

)   أي أن الدالة  )t V t→ دالة أصلية للدالة ( )t S t→على [ ];a b  

)   و بما أن  ) 0V a ] فان = ] ( ) ( );
t

a
t a b V t S x dx∀ ∈ = ∫  

) هو Sذن حجم المجسم    إ ) ( )
b

a
V V b S x dx= =   . وحدة قياس الحجم ∫

   خاصية
  م.    الفضاء منسوب إلى معلم م            

z مجسما محصورا بين المستويين المعرفين بالمعادلتين S            ليكن  a= و z b=  
)           نرمز بـ )S t الى مساحة مجموعة النقط ( ); ;M x y z من S حيثz t=  

)إذا آان أن التطبيق           )t S t→على متصلا [ ];a b فان حجم المجسم S هــو ( )
b

a
V S z dz=    وحدة قياس∫

  .            الحجم
  



  

 تمرين
  R  و شعاعها O  أحسب حجم الفلكة التي مرآزها

  .Oم أصله .م.ض أن الفضاء منسوب م نفتر:   الحل 
   الفلكة محصورة بين المستويين المعرفين على التوالي 

z;بالمعادلتين  R z R= − =  
  

) مجموعة النقط  ); ;M x y z من الفلكة حيث z t=     

 R t R− ≤ 2  هي قرص شعاعه   ≥ 2R t−   
)و مساحته    ) ( )2 2S t R tπ= −  

) بما أن التطبيق  )2 2t R tπ→ ] متصلة على − ];R R−   

)فان     )2 2 34
3

R

R
V R t dt Rπ π

−
= − =∫  

 2-  حجم مجسم الدوران 

] دالة متصلة على f   لتكن  ];a b و fCم .م. منحناها في م( ); ;O i j
G G

  

) حول المحور fC   إذا دار  );O i
G

  دورة آاملة فانه يولد مجسما يسمى مجسم الدوران 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)  في هذه الحالة لدينا مجموعة النقط  ); ;M x y z من الجسم بحيث x t= هي قرص مساحته 

( ) ( )2S t f tπ=  

)  التطبيق  )2t f tπ→ متصلة على [ ];a b   

)سم الدوراني هو  إذن حجم المج )2b

a
V f t dtπ= ∫  

 خاصية
] دالة متصلة على fو  , oم أصله .م.      الفضاء منسوب إلى م ];a b  

) حول المحور fC       حجم مجسم الدوران المولد عن دوران المنحنى  )OX هو ( )2b

a
V f t dtπ= ∫     

 .          بوحدة قياس الحجم 



   تمرين

)            نعتبر  ) 1 ln
2

f x x x=   

) حول المحور fC و حدد حجم مجسم الدوران الذي يولده دوران المنحنى fC     أنشئ  )OX في المجال [ ]1;e  
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  لياب التكام� الحس�
 

I. :ل��� �	
 �	�

���ل دا�� � 

 


�ر�ف : .1 

 


�ن �f  ل��� �	
 �	�
a,دا�� � b    وF  �	
a,دا�� أ�	�� ���  b  .  


���ل                              f  ن�a  إ��b  : �����)ھو ا��دد ا� ) ( ) ( )b

a
f x dx F b F a= −∫  

  

�ظ�ت : .2!� 

)���ب  • ) ( )b b

aa
f x dx F x  =∫ 


�ن ����ر  •�x   : �

)��ي 
���ر آ�ر  ) ( ) ( ) .........
b b b

a a a
f x dx f t dt f u du= = =∫ ∫ ∫ 

  

 "����ت : .3

 

 

� ( ) 0
a

a
f x dx =∫ 

� ( ) ( )b a

a b
f x dx f x dx= −∫ ∫ 

� ( ) ( ) ( )b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫ 

  
 

 

 "ط�#�� ا�
���ل : .4

 

: ����" 

  


�ن �f  وg  ا����ل �	

�ن 	�
a,دا�
�ن � b   : �#د��.  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫ 

 ( ) ( )b b

a a
f x dx f x dxα α=∫ ∫     ( )α ∈ℝ  
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II. : ب�
 ا�
���ل و ا�
ر

 

1. : ����" 

 

 

����ن ��� ا�
��ل  gو  ���fن �
a,دا���ن  b   : د����.  

0fإذا ���ت  � ≥  ���,a b    ن"#( ) 0
b

a
f x dx ≥∫ 

0fإذا ���ت  � ≤  ���,a b    ن"#( ) 0
b

a
f x dx ≤∫ 

fإذا ���ت  � g≤  ���,a b    ن"#( ) ( )b b

a a
f x dx g x dx≤∫ ∫ 

  
 

 

 ا����� ا��
و&ط� : .2

 


�ر�ف و "���� : 

 

 


��ل  ���fن  � ��� $���
a,دا�$  b    ا�%دد .( )1 b

a
f x dx

b a
µ =

− 
� ا�)�
$ ا�
�و'ط$ ل   ∫'�f  ���,a b   


ن  �cو�د ��� ا*(ل �دد  �,a b    : ث�,�( ) ( )1 b

a
f c f x dx

b a
=

− ∫ 

  
  

 

III. : ل���
�#��ت �&�ب ا�
 

 


#�� +� 'دا�� ا�درس&'ق ا��د�ث    '�&
���ل دا�� أ�	�� :  . أ  
  


���ل ا�����	� '�.�زاء:  . ب&�' 

 

: ����"  

  

  

����ن ���  v'و  u',�ث  Iدا���ن (�����ن ��.�)�ق ��� 
��ل  vو  ���uن �
I  وa  وb  ن
�ر�ن ��I : د����  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' '
b bb

aa a
u x v x dx u x v x u x v x dx  = −∫ ∫  

  
  

  



 

ا�
	��� ���م 

��
����

درس  

����	
ا����ب ا�
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IV. : ت���&�ب ا��&� 

 

  

   ����
)��	� ا���
�ى ������ إ�� ���� � ), ,O i j

r r  

 ��u.و��ة ا���� A  �� ا���
 �" ا����د ����! �   Oھ� ���

 ��
$%
iو ا��
r

jو  

r  

1. .u A i j= ×
r r

   

  

 

  

 ����"1:  

  

  

  


�ن �f  ل��� �	
 �	�
a,دا�� � b

    

�� ا���ز ا����ور '�ن �&�( )fC  ھ���
����ن ا�	ذ�ن ���د�
xو ��ور ا.+���ل و ا��& a=  وx b=  : ھ�       

( ) . .
b

a
f x dx u A 

 
 ∫  

  
  

  

 ����"2:  

  

  

  


�ن �f  وg  ا����ل �	

�ن 	�
a,دا�
�ن � b    

�� ا���ز ا����ور '�ن �&�( )fC  و( )gC  ھ���
����ن ا�	ذ�ن ���د�
xو ��ور ا.+���ل و ا��& a=  وx b=   : ھ�  

                                                           ( ) ( ) . .
b

a
f x g x dx u A 

 
 

−∫  

  
       

      

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 

ا�
	��� ���م 

��
����

درس  

����	
ا����ب ا�
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��0ت "��� :   
  

       

��ر&م 
و�1

�� ا���ز ا��	ون +� ا�ر&م ھ�:  �!�ظ�ت  �&�  

  

    

f  ا����ل �	
�و�'� 
,a b    

  

    

( ) . .
b

a
f x dx u A 

 
 ∫  

  

  

  
f  ا����ل �	
 �'��&

,a b    

  

  
  

( ) . .
b

a
f x dx u A 

 
 

−∫  

  

  
• f  �	
�و�'� 

  ا����ل

,a c    

  و
• f  �	
 �'��&

  ا����ل

,c b    

  
  
  

( ) ( ) . .
c b

a c
f x dx f x dx u A 

 
 

+ −∫ ∫  

  

  

  

( )fC  و�د +وق�( )gC 


	� ا����ل  

,a b

    

  
  
  
  

( ) ( )( ) . .
b

a
f x g x dx u A 

 
 

−∫  

  

•

 ( )fC  و�د +وق�

( )gC  �	


  ا����ل

,a c    

  و

• ( )fC  ت�
�و�د 

( )gC  �	


c,ا����ل b    

  
  
  
  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) . .
c b

a c
f x g x dx g x f x dx u A 

 
 

− + −∫ ∫  

  

  

  



 

ا�
	��� ���م 

��
����

درس  

����	
ا����ب ا�
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V. : وم���&�ب ا� 

 

 ����"1:  

  

  

)���ن  ��ورا '�ن ا��&
و��ن  ∑(� ��&��( )1P  و( )2P : وا��
z ا�	ذ�ن ���د�
�ھ�� 
	� ا� a=  وz b=  ( )a b<  

)و �
�ن  )S t  ط3 ا���&م��
 ���&�( )∑  4
3�z ا��&
وى ا�ذي ���د� t=  ث��a t b≤ ≤  

)إذا ��#ت ا�دا�� :  )t S ta  ا����ل �	
 �	�
�,a b    7ن+V  م ا���&م��( )ھو  ∑( )b

a
V S t dt= 'و�دة ��8س   ∫

  ا���م.
  
  

  

  

 ����"2:  

  

  

��م ا���&م ا��و�د 'دوران ( )fC  +� ���ل �	ور ا.+���ل دورة �����ول �,a b    : ھو  

( )( )2

.
b

a
V f x dx u vπ 

  
= ��ث :          ∫.u v وم��  : و�دة ا�

  
  

  

  

  

  



العقدية     الأعداد 
I- ي ــة فـة الثانيــادلات من الدرجــالمع^  

 : دمــر منعـغي حقيقيذران المربعان لعدد ـالج -1

a- تعريــف : 

2z  : إذا وفقط إذا آان Zجذرا مربعا للعدد الحقيقي  zالعقدي نقول أن العدد  Z=.  
  

b- دمــر منعـغي حقيقيالمربعين لعدد  الجدرين دـتحدي : 

Z*  : 1 حالــة - +∈\ 

  . −Zو      Z همــا   Z  الجذران المربعان  للعدد
  
Z*  : 2 حالــة - −∈\ 

)    : لدينا )  Z Z= − −  

      ( )2  i Z= −  

        ( )2
  Z i= − −  

Z    همــا   Z الجذران المربعان للعدد   : إذن i− Z و           − i−        
  

3Z         : مثــال = −  
          23 i=  

  .−i 3و        i 3همــا    −3الجذران المربعان للعدد  إذن
  

  
  : ةـــخاصي

  .ربعـان مختلفـان ومتقابــلان لكل عدد حقيفي غيـر منعــدم جـذران م  
  

 ^ ي ــة فــة الثانيــادلات من الدرجــالمع -2

 : تعريـــف -

2  المعادلة التي تكتب على شكــل         0a z b z c+ + =  
0aأعداد حقيقية و     cو   a  ،b  : حيث   عدد عقدي مجهول ،  zو    ≠

  .^معادلــة من الدرجــة الثـانيـة  فــي تسمــى  
  

 : ^ حــل المعـادلات مـن الدرجــة الثـانيــة -

0aأعداد حقيقية  حيث     cو   a  ،bلتكن  ≠.  

)        : لدينا ) 2 2 :           0               0b cE a z b z c z z
a a

+ + = ⇔ + + =  

         
2 2

2
2 2      2          0

2 4 4 
b b b cz z
a a a a

⇔ + + − + =  

 
2 2 2

2 2

4            
2 4 4 
b b a bz
a a a

⎛ ⎞⇔ + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

2 2

2

 4          
2 4 
b b a cz
a a

−⎛ ⎞⇔ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 óčánm 



b  4   2    : نضع a c∆ = −  

  .∆أحد الجذرين المربعين للمميز  δوليكن 

)     : إذن )
2 2

2 2 :               
2 4 4 
bE z
a a a

δ∆⎛ ⎞⇔ + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

      
2 2

        
2 2 
bz
a a

δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇔ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

    
2 2 
bz
a a

δ−
+           أو  =

2 2 
bz
a a

δ
⇔ + =  

      
2 

bz
a
δ− −

              أو     =
2 

bz
a
δ− +

⇔ =  

)    حل المعادلة  : ومنه ) 2:          0E a z b z c+ + =  

;            : هــــو    
2 2 

b bS
a a
δ δ− + − −⎧ ⎫= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
  

  : خاصيـــة

2المعادلــة    حلي        0a z b z c+ + 0aيث  ح     = )و     ≠ ) 3, ,   a b c ∈   : همـــا  \

2
   

2 
bz

a
δ− +

1  و      =
   

2 
bz

a
δ− −

=  

  
  

  : اتـــتطبيق

  : المعـادلات التـاليــة ^حــل فــي   
1(      2    1  0z z+ + =  

b  4   2    : لدينا       a c∆ = −  

                  1  4= −  

                      3= −  

            23 i=  

               ( )2
3 i=  

S 3   : إذن       i=  

    : ومنه حلي المعادلة همــا      

2
1  3   

2
iz − +

1  و     =
1  3   

2
iz − −

=  

;      3  1 3  1    : ومنه          
2 2

i iS
⎧ ⎫− − − +⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

  

2(      2
2

1 2     0
cos  

z z
θ

+ + =  

    0    : حيث      
2
πθ≺ ≺  



            2
2

1  2     0
cos  

z z
θ

+ + =  

              2

4  4  
cos  θ

∆ = −  

                 2

1 4 1  
cos  θ

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                 
2

2

cos    1 4 
cos  

θ
θ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

                     
2

2

sin   4 
cos  

θ
θ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

               2 4 tan  θ= −  

              ( )22  tan i θ=  

tan iδ  2     : إذن θ=  

    : الحليــن همـــا  : ومنه

      1
2  2  tan   1   tan

2
iz iθ θ−

= = −  

          2
2  2  tan   1   tan

2
iz iθ θ+ +

= = + +  

}    : إذن }  1   tan    ;    1   tanS i iθ θ= − +  

  : 2طريقـــة 

2    : لدينا     1 2     0
cos  

z z
θ

− + =  

2    : أي     2  2   1  tan    0z z θ− + + =  

)       : إذن     )2 21   tan  z θ− = −  

          ( ) ( )2 21    tanz i θ− =  

tanz   1    : إذن     i θ− = tanz   1       أو         − i θ− =  

         1   tanz i θ= tanz   1      أو         − i θ= +  

}    : إذن     }  1   tan    ;    1   tanS i iθ θ= − +  
  .أآتب الحليــن علـى الشكــل المثـلثـي

1        : لدينا       1   tanz i θ= −  

                           sin 1   
cos

i θ
θ

= −  

              ( )1  cos    sin
cos

iθ θ
θ

= −  



         ( ) ( )( )1  cos    sin
cos

iθ θ
θ

= − + −  

,   cosθ≺       1  0لأن     
cos

θ
θ

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
  

  
2        : ولدينا   1   tanz i θ= +  

          ( )1  cos    sin
cos

iθ θ
θ

= +  

                  1   ,   
cos

θ
θ

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
  

  : ملاحظــــة

       : إذا آانت
2
π θ π≺ ≺  

cos      : فإن    0θ ≺  

)      : إذن )1
1   cos    sin

cos
z iθ θ

θ
= +  

        ( ) ( )1  1  cos    sin
cos

iθ θ
θ

−
= − +  

            [ ] [ ]1  1 ,   1 ,  
cos

π θ
θ

−
=  

                 [ ]1  1  ,   
cos

π θ
θ

−
= +  

                   1   ,   
cos

π θ
θ

−⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
  

  

        

[ ] ( )( )
( )

[ ]
                   

   ,      cos    sin

cos    sin

,

     

                        

R r R r i

R r i

R r

θ θ θ

θ θ

θ

⋅ = +

= ⋅ +

=

  

  
II - صيغــة مـوافــر وصيغـتــا أوليـــر : 

 M o i v r eصيغـــة      .1

]    ليكن ]  ,  u r θ=  

1nnu        نعلم أن u= =  

  [ ]arg      2 nu n θ π=  

]      : يعني أن ] [ ]1 ,   1 ,  m mθ θ=  
 

  
( )cos   sin   cos      sin   ni n i nθ θ θ θ+ = +  

  



  .تسمى هـذه المتساويـة بصيغـة موافــر
  .تطبيقــات صيغـة موافـر

)    : أنشر -1 )2cos   siniθ θ+ 

)      : لدينا )2 2cos   sin   cos   sin   2  cos  sini iθ θ θ θ θ θ+ = ⋅ +  

)                  : وبما أن )2cos   sin   cos  2    sin 2 i iθ θ θ θ+ = +  

    : فإن

      2 2cos  2   cos   sinθ θ θ= −  

     sin  2   2 cos  sinθ θ θ=  
  
  

)    : أنشر -2 )3cos   siniθ θ+ 

( )3 3 2 2 3cos   sin   cos   3 cos    sin   3 cos   sin   sini i iθ θ θ θ θ θ θ θ+ = + ⋅ − ⋅ −  

 ( ) ( )3 2 2 3 cos   3 cos  sin    3 cos  sin   siniθ θ θ θ θ θ= − + −  

)      : وبما أن )3cos    sin   cos 3   sin  3iθ θ θ θ+ = +  

        : إذن

      3 2cos  3   cos   3 cos  sinθ θ θ θ= −  

2 3sin  3   3 cos  sin   sinθ θ θ θ= −  
  
  : تعميــــم
)    : لدينا )cos   sin   cos      sin   ni n i nθ θ θ θ+ = +  

)      : إذن )( )cos      cos    sin nn e iθ θ θ= ℜ +  

( )( )sin     Im  cos    sin nn iθ θ θ= +  

 : صيغـتــا أوليــر .2

  : دمــر منعـدي غيــدد عقــي لعــز الأسـيـالترم  : 2-1

ie  نرمز بالرمز θ  حيث  θ   .θوعمدته   1للعدد العقدي الذي معياره    \∋

    : أي

        [ ]   cos    sin   1 ,  ie iθ θ θ θ= + =  

  : ةــأمثل

1-          
 
2  cos     sin    

2 2
i

e i i
π π π

= + =  

2-    
 
3 1 3 cos     sin       

3 3 2 2
i

e i i
π π π

= + = +  



  : ملاحظــة

]    : إذا آان  -1 ]  ,  z R θ=  

iz       : فإن R e θ= ⋅  

  

]    : إذا آان -2 ] [ ]2 1arg    2      ;    arg    2z zα π θ π≡ ≡  

]    : فإن ]1
1 2

2

arg           ;    arg       2z z z
z

θ α θ α π≡ − × ≡ +  

( ) ( )
 

    
         ;         

i
i ii i

i

e e e e e
e

θ
θ α θ αθ α

α
− += ⋅ =  

3-      n∀ ∈]  

[ ]arg     arg   2nz n z π=  

   ( )     
ni i ne eθ θ=  

        0  1e =  

       1ie π = −  
 : رــا أوليــصيغت   : 2-2

cos        : لدينا     sin  ie iθ θ θ= +  
  cos     sin  ie iθ θ θ− = −  

      : إذن
   cos    

2

i ie eθ θ

θ
−+

=  

   sin    
2 

i ie e
i

θ θ

θ
−−

=  

  .نسمي هاتين المتساويتين بصيغـتــي أوليــر
  : ةــملاحظ

    
     cos     

2

i n i ne en
θ θ

θ
−+

=  

  
     sin     

2 

i n i ne en
i

θ θ

θ
−−

=  

  : تطبيقــات صيغتــا أوليـــر

  La linéarisation    الاخطـــاط

  : مثــــال

2cos    أخطــط  -1 θ  
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        : لدينا
   cos    

2

i ie eθ θ

θ
−+

=  

       
( )2  

2
  

cos    
4

i ie eθ θ

θ
−+

=  

)        : إذن )2  2  1      2
4

i ie eθ θ−= + +  

         ( )1 1   2 cos  2
2 4

θ= +  

    1 1   cos  2
2 2

θ= +  

2sin   أخطــط   -2 θ  

        : لدينا
   sin    

2 

i ie e
i

θ θ

θ
−−

=  

      : إذن
2  2  

2    2sin    
4

i ie eθ θ

θ
−+ −

=
−

  

          
2  2  1   1   

2 2 2

i ie eθ θ−⎛ ⎞+
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

  1 1 cos  2   
2 2

θ= − +  

3cos   أخطــط  -3 θ  

  
   cos    

2

i ie eθ θ

θ
−+

=  

( )3 3  2    2  3  1cos       3    3   
8

i i i i i ie e e e e eθ θ θ θ θ θθ − − −= + ⋅ + ⋅ +  

      ( )( )3   3    1       3   
8

i i i ie e e eθ θ θ θ− −= + + +  

    ( )1  2 cos  3   6 cos
8

θ θ= +  

         1 3  cos  3    cos
4 4

θ θ= +  

    : إذن

      3 1 3cos    cos  3    cos
4 4

θ θ θ= +  

  : تعريـــف

cosnالإخطاط هو آتابة   x        وsinn x     بدلالـةcos   k x      وsin   k x.  

     M o i v r eغــة الإخطــاط باستعمـال صي

cos       : نضع    sinz iθ θ= +  



 cos    sinz iθ θ= −  

  1z z =  

2  sin     i z zθ = cos 2  و     −     z zθ = +  

 cos     sin  nz n i nθ θ= +  

 cos     sin  nz n i nθ θ= −  

   1n nz z⋅ =  

2  sin      n ni n z zθ = cos     n 2  و  − nn z zθ = +  
3cos  أخطط θ  

cos 2        : لدينا     z zθ = +  

      ( )338 cos     z zθ = +  

  3 2 2 3  3   3    z z z z z z= + + +  

          ( )3 3    3   z z z z= + + +  

      2 cos  3   3 2 cosθ θ= + ×  

        1 3 cos  3    cos
4 4

θ θ= +  

 
للدورانلتمثيل العقدي ا  
 

 المستوى العقدي منسوب الى معلم م م  م
                               θ ) زاويتهو )ωΩ الدوراننعتبر          rالذي مرآزه       

( ) ( ) [ ], 2

M M
r M M

M M θ π

′Ω = Ω⎧⎪′= ⇔ ⎨
′Ω Ω ≡⎪⎩

JJJJG JJJJJG لدينا       

[ ]arg 2

z z
z
z

ω ω
ω θ π
ω

′⎧ − = −
⎪
⎨ ′ −

≡⎪ −⎩

اذن       

( )iz e zθω ω′− = − ومنه      
 

 خاصية
 

θ ) زاويتهو )ωΩ مرآزه الذي للدوران التمثيل العقدي            

( )iz e zθω ω′− = − هو       
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- الجزء الثاني-  الأعداد العقدية  

  
 المعادلات من الدرجة الثانبة  -1

                                                            ( ) ( )2 2* ;a a a a a+∀ ∈ = − =\  

                        ( ) ( ) ( )
2 2 2* 2 ;a i a i a a i a i a a−∀ ∈ − = ×− = − − = − × − =\  

  المربع لعدد حقيقيالجدر / أ
   عدد حقيقي غير منعدمa ليكن

  −a و a جدرين مربعين هماa موجبا فان للعدد a      اذا آان 

i جدرين مربعين هماa  سالبا فان للعدد a      اذا آان  a− و i a− −  
       لكل عدد حقيقي جدرين مربعي متقابلين

       الجدر مربع صفر هو صفر
  أمثلة

  −3 و 3 هو 3      الجدران المربعان للعدد 
  −i و i هو - 1      الجدران المربعان للعدد 
  −5i و 5i هو - 25      الجدران المربعان للعدد 

  −3i و 3i هو - 3للعدد       الجدران المربعان 
  من الدرجة الثانبة المعادلات /ب  

  . غير منعدم a بحيث حقيقية أعدادا c و b و a لتكن             

2  نحل  0z az bz c∈ + + =^  

                           
2

2
22 4

baz bz c a z
a a

 ∆ + + = + −  
   

2   حيث  4b ac∆ = −  

                        
2

2
20 0

2 4
baz bz c z
a a

∆ + + = ⇔ + − = 
 

  

∆0إذا آان  2 فان        ≤ 0 0
2 2 2 2
b baz bz c z z
a a a a

  ∆ ∆
+ + = ⇔ + − + + =    

  
                          

ومنه                             
2
bz
a

− − ∆
  أو =

2
bz
a

− + ∆
=  

∆0  اذا آان  ∆−0 فان ≻ ;  

               
22 2

2 2 2
2 20 0 0

2 24 4
b baz bz c z i z i
a aa a

−∆ −∆   + + = ⇔ + + = ⇔ + + =   
   

        

                                     2 0 0
2 2 2 2
b i baz bz c z z i
a a a a

  −∆ −∆
+ + = ⇔ + − + + =    

  
  

                             منه 
2

b iz
a

− − −∆
  أو =

2
bz

a
− + − −∆

=  

في آلتا الحاليتين يمكن آتابة 
2 1

;
2 2
b d b dz z
a a

− − − +
=   ∆لعدد  جدر مربع لd حيث =

  . غير منعدم a بحيث حقيقية أعدادا c و b و a  لتكن 

2  العدد  4b ac∆ = 2 يسمى مميز المعادلة − 0az bz c+ + =  
  ∆جدر مربع للعدد  d          ليكن 

∆0إذا آان    2 لمعادلة فان ل≠ 0az bz c+ +  هما  مختلفين    تقبل حلين=
2 1

;
2 2
b d b dz z
a a

− − − +
= =      

∆0  إذا آان  2 لمعادلة فان ل= 0az bz c+ + حل وحيد هو   =
2
bz
a
−

=                 
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 أمثلة 

   المعادلات التالية^        حل في 

                ( )2 32 2 2 2 2 0
2

z z− + + + =     22 3 2 0z z− − + =              22 2 3 0z z− + + =  

  الحل        

) مميز المعادلة ∆            ليكن  )2 32 2 2 2 2 0
2

z z− + + + =  

                        ( )( )2 32 2 2 8 2 4 8 2 8 12 8 2 0
2

 ∆ = − + − + = + + − − = 
 

  

                           إذن 
2 2 2 1 2

4 2
z + +
=                    ومنه               =

1 2
2

S
 + =  
  

  

22 مميز المعادلة ∆            ليكن  3 2 0z z− − + =  
                     9 16 25∆ = + =  

                   
3 5 2

4
z +
= = −

−
    أو           

3 5 1
4 2

z −
= =

−
         ومنه 

12;
2

S  = − 
 

  

22 مميز المعادلة ∆            ليكن  2 3 0z z− + + =  

( )24 12 8 2 2i∆ = − = − =  

                             
2 2 2 1 2

4 2 2
iz i− +

= = −
−

  ؟أو 
2 2 2 1 2

4 2 2
iz i− −

= = +
−

  

                              إذن 
1 2 1 2;
2 2 2 2

S i i
  = + − 
  

  

  تمرين   
  المعادلتين^ حل في - 1       

                   z² – 6 z + 12 = 0       z² + 2 3 z + 12 = 0            
1 أآتب العددين   - 2        3 3z i= 1و     + 3 3z i= −     في شكلهما المثلثي+

)المستوى   في  -3       )Pمنسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر  ( )1 2; ;O e eG G أنشئ،( )1A z و ( )2B z و 

( )1 2E z z+ ثم حدد طبيعة الرباعي OAEBمعللا جوابك   

      و تطبيقاتهاصيغة موافر / 2

                              ( ) [ ]( ) [ ] ( ) ( )cos sin 1; 1 ; 1; cos sinnn ni n n n i nα α α α α α α + = = = = +   

    خاصية /أ

 ( )* cos sin cos sinnn i n i nα α α α α∀ ∈ ∀ ∈ + = +\    صيغة موافر      تسمى هذه بهذه الصيغة     [

sin وcosnθب حسا/ ب nθ بدلالة  cosθو sin nθ  
  أنشطة     

)        أنشر  )3cos siniθ θ+    

3cos3         و استنتج أن  4cos 3cosθ θ θ= −           3sin 3 3sin 4sinθ θ θ= −            
  الجواب 

                     
( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
3 3 2 2 3

3 2 2 3

cos sin cos 3 cos sin 3 cos sin sin

cos 3 cos sin 3 cos sin sin

i i i

i

θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

+ = + − −

= − + −
  

)لدينا  )3cos sin cos3 sin 3iθ θ θ θ+ = +  

) ومنه  )( ) ( )3 2 3 2 3cos3 cos 3 cos sin cos 3cos 1 cos 4cos 3cosθ θ θ θ θ θ θ θ θ= − = − − = −                 

) و   ) ( )2 3 2 3 3sin 3 3 cos sin sin 3sin 1 sin sin 3sin 4sinθ θ θ θ θ θ θ θ θ= − = − − = −  

  تمرين 
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cos           أحسب  xبـ  على شكل حدودية cos x 5 درجتها  
  
)لتكن *  ) ( )A BA z B z≠  و ( ) ( )D CD z C z≠المستوى  من( )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  

)مباشر )1 2; ;O e eG G  

   و تطبيقاته مثلثية الاسيةالترميز  -3   
ie الكتابة /أ        θ  

ie    نرمز بالرمز    θ حيث θ    أيθ و عمدته 1، لكل عدد عقدي معياره \∋

                     [ ]1; cos sinie iθ θ θ θ= = +  

      أمثلة   

           2
i
e i
π

=                     0 1e =               1ie π = −          4 2 2
2 2

i
e i
π

= +              
2
3 1 3

2 2

i
e i

π

= − +  

  خاصية أساسية /       ب

)          θ' و θ                  لكل عددين عقديين  )'' ii ie e e θ θθ θ +× =  
  الكتابة الاسية لعدد عقدي غير منعدم /        ج

]θ :             و عمدتهr معياره zلكل عدد عقدي غير منعدم                ], iz r re αα= =  

            الحساب باستعمال  الترميز الاسي
iz عددين عقديين  بحيث z' و zليكن         re θ=   و   '' iz r e θ= 0 حيثr ' و ; 0r ;  

         ( )'' ' iz z rr e θ θ+× =       
1 1 ie
z r

θ−=  ( )'
' '

iz r e
z r

θ θ−=                  n inz r e θ=  

  أمثلة           
  .عمدة آل من الاعداد العقدية التالية        باستعمال الترميز الاسي حدد معيار و 

                           ( )42 1 3z i= −                            
( )

1
2 1
3 3 3
i i

z
i
−

=
+

  

32لدينا           *  42 2 1 32 2 1 2 2 3 3 3 6 6
2 2 2 2

ii i
i e i i e i i e

ππ π
−   

= − = − = + = + =      
   

  

                            
( ) 2 4 2 4 6 12

1

3

2 1 2 2 2 2
3 33 3 3

6

i i i i

i

i i e ez e e
i

e

π π
π π π π

π

−  − − 
 − ×

= = = =
+

  

31لدينا   *            31 3 2 2
2 2

i
i i e

π
− 

− = − =  
 

  ومنه 

4 4
3 3

2 2 16
i i

z e e
π π

− − 
 = =
 
 

 

  صيغتا اولير و تطبيقاته/ د     
  θ ي دلكل عدد عق                             

                                           cos sinie iθ θ θ= +             cos sinie iθ θ θ= −  

2cos   منه         و                             2 sini i i ie e i e eθ θ θ θα α− −= + = −  
  θ               لكل عدد عقدي  

                                             cos sin
2 2

i i i ie e e e
i

θ θ θ θ
α α

− −+ −
= =  

   أولير و نسمي الصيغتين بصيغتي
  اخطاط حدودية مثلثية:       تطبيق

cosn                      اخطاط حدودية مثلثية هو تحويل الجداءات التي على شكل  θ أو  sinn θ أو cos sinn mθ θ× 
cosالى مجموع حدود من شكل  sina bαθ αθ+  

4cos  مثال نخطط   θ  

                                 ( )
4

4 4 3 2 2 3 41cos 4 6 4
2 16

i i
i i i i i i i ie e e e e e e e e e

θ θ
θ � T � T� T � T � T � T � T

�T

��

� � � �� �� �

� § � ·

��

�  �  � �� ˜� �� ˜� �� ˜� �

� ¨ � ¸

� ¨ � ¸

� © � ¹
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( )( )

4 4 2 2
4 4 4 2 2

4

1 1 1 3cos 4 6
16 8 2 2 2 8
1 1 3cos cos 4 cos 2
8 2 8

i i i i
i i i i e e e ee e e e

θ θ θ θ
θ θ θ θθ

θ θ θ

− −
− − + +

= + + + + = × + × +

= + +
   

4 أخطط   تمرين 3sin cosθ θ×  
  الدوران  و الاعداد العقدية-

)             لتكن    )M z و ( )' 'M z و ( )ωΩالمستوى  نقط من من ( )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  

)مباشر )1 2; ;O e eG G و α      عددا حقيقيا [ ] ( )1; cos siniα α α= +  

)       نربط النقطة    )M z من المستوى بالنقطة ( )' 'M z بالتحويل r حيث [ ]( )' 1;z zω α ω− = −  

  r ثم نحدد طبيعة  M' و M    نحدد علاقة متجهية بين النقطتين 
)          نلاحظ أن  )r Ω = Ω  

)      لتكن  ) ( )M z ω= Ω و ( )' 'M z                       

( ) [ ]( ) [ ]
[ ] ( ) [ ]

( ) [ ]

' '1 1'' ' 1; 1;
' ; ' 2arg 2

'

; ' 2

z M
zz Mr M M z z

z z M M
z

M M

M M

ω
ωωω α ω α

ω ω α πα π
ω

α π

 − Ω= =−−  Ω= ⇔ − = − ⇔ = ⇔ ⇔ 
− −   Ω Ω ≡≡   − 

Ω = Ω⇔  Ω Ω ≡

JJJJG JJJJJG

JJJJG JJJJJG

  

  α و زاويته Ω الدوران الذي مرآزه r                   إذن 
  خاصية        

)     لتكن        )M z و ( )' 'M z و ( )ωΩالمستوى  نقط من من ( )Pوب إلى معلم متعامد ممنظم   منس

)مباشر )1 2; ;O e eG G و αعددا حقيقيا غير منعدم    

)  التحويل الذي يحول آل نقطة )M z من المستوى ( )P الى النقطة( )' 'M zلمستوىمن ا( )P 

]حيث ]( )' 1;z zω α ω− =   α و زاويته Ωالدوران الذي مرآزه هو   −

                 [ ] ( )1; cos siniα α α= +   

  الدوران باستعمال الكتابة الاسية        
)تكن      ل       )M z و ( )' 'M z و ( )ωΩالمستوى   نقط من من( )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  

)مباشر )1 2; ;O e eG G و αعددا حقيقيا غير منعدم    

)ول آل نقطةالتحويل الذي يح   )M z من المستوى ( )P الى النقطة( )' 'M zلمستوىمن ا( )P 

)حيث )' iz e zαω �Z� � �  �   α و زاويته Ωالدوران الذي مرآزه هو   �
  تمرين

)في المستوى العقدي المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم  )1 2; ;O e eG Gنعتبر النقطتينA  و Bهما ي اللتين لحق

2            :على التوالي هما  ;B Az z i= =  

I.   
 .2 و نسبته A بالتحاآي الذي مرآزه 'B صورة النقطة 1Bحدد لحق النقطة  )1

 و زاويته A بالدوران الذي مرآزه 1B صورة النقطة 'Bحدد لحق النقطة  )2
4
π

. 

  .'Bو B و  Aمثل النقط   )3
II.    

):  بحيثz' ذات الحقM'بالنقطة zقها لحM آل نقطة يحول الذي f التحويلنعتبر  )2 1 1
2

z' i z= + + .   

�Ωلحق النقطةحدد  )1 Þ � ó � î � ¤ � ˜ � ß � Ž � ‘ f الصامدة 
.

  

�fحدد طبيعة التحويل  )2 “ � ° � ô � ä � ä � ß � •   و عناصره 
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و تطبيقاتهفي الفضاء الجداء السلمي   

 
I-الجداء السلمي  
     تعريف- 1

uوv       لتكن  GG
u حيث  نقط من الفضاء C و Bو  Aو  ، متجهتين من الفضاء AB=

JJJGG
v  و  AC=

JJJJGG
   .   

)على الاقل مستوى جد يو  )P ضمن الفضاء يمر من النقط A  وB و C.    

uوvالجداء السلمي للمتجهتين   GG
AB الجداء السلميلفضاء هو في ا  AC⋅

JJJG JJJG
) في المستوى  )Pنرمز له بـ u v⋅G G  

  
  ملحوظة

      جميع خاصيات الجداء السلمي في المستوى تمدد إلى الفضاء
  نتائج - 2

uوv       لتكن  GG
   نقط من الفضاء C و Bو  Aو  ، متجهتين من الفضاء

u حيث       AB=
JJJGG

v  و  AC=
JJJJGG

   .   
00إذا آان     * 

GGGG
≠≠ vوu    فان   ncosu v AB AC BAC⋅ = × ×

G G
   

0uإذا آان   *    =
GG

0v أو  =
GG

0u     فان         v⋅ =
G G

  
0uإذا آان     *  ≠

GG فان   'u v AB AC AB AC⋅ = ⋅ = ⋅
JJJG JJJG JJJG JJJJGG G

     
  (AB) على C المسقط العمودي لـ 'Cحيث     

*  ( )2 2 21
2

u v AB AC BC⋅ = + −
G G

  

    
  نظم متجهة   م - 3

u   نقطتين من الفضاء حيث B و Aجهة و متuG   لتكن      AB=
JJJGG

   

u       العدد الحقيقي   u⋅G G يسمى المربع السلمي لـ  uG2تبك ي  و 2u AB=
G

  

2u نكتب uGيسمى منظم المتجهة   2uGالحقيقي الموجب   العدد       u=
G G

   

     و آتابةملاحظة  
    * 2uG = 2uG  

00إذا آان        *    
GGGG

≠≠ vوu    فان   m( )cos ;u v u v u v⋅ =
G G G G G G

  

   خاصيات - 4
            ( ) 3

3, ,u v w V α∀ ∈ ∀ ∈
G G G \  

      *  u v v u⋅ = ⋅
G G G G

       
    * ( )u v w u v u w⋅ + = ⋅ + ⋅

G G G G G GK  
     *( )v w u v u w u+ ⋅ = ⋅ + ⋅

G G G G G GK  
     *  ( )u v u v u vα α α⋅ = ⋅ = × ⋅

G G G G GK  

)   متطابقات هامة )2 2 2 2u v u v u v+ = + + ⋅
G G G G G G

  

                      ( )2 2 2 2u v u v u v− = + − ⋅
G G G G G G

  

                        ( )( ) 2 2u v u v u v+ − = −
G G G G G G  

     :  تعامد متجهتين- 5
      تعريف
uوvلتكن           GG

  .V3 متجهتين من الفضاء 

uوv  تكون          GG
0u إذا آان    متعامدين إذا وفقط v⋅ =

G G
vu       نكتب    GG

⊥  

0 المتجهة  ملاحظة
G

  V3  عمودية على أية متجهة من الفضاء 
   تمرين

   aل حرفه وي طذ  الABCDEFGHالمكعب               
AE.BGأحسب             

JJJG JJJG
AE.AG    و 

JJJG JJJG
AG.EB  و 

JJJG JJJG
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II-صيــــــغ تحليليـــــــــة   
   الأساس و المعلم المتعامدان الممنظمان-1  

   تعريف 
kوjوi       لتكن
GGG

  . نقطة من الفضاءO و V3مستوائـــــية من الفضاء   ثلاث متجهات غير

        );;( kji
GGG

   V3 أسا س للفضاء 

);;(         يكون الأساس  kji
GGG

)أو المعلم ( متعامد  ; ; ; )O i j k
G G G

kوjوi  إذا وفقط إذا آانت المتجهات )  متعامد
GGG

  

  .         متعامدة    مثنى مثنى
);;(         يكون الأساس  kji

GGG
)أو المعلم (تعامد و ممنظم  م ; ; ; )O i j k

G G G
 إذا وفقط إذا آانت )تعامد وممنظم

kوjوiالمتجهات 
GGG

1i  متعامدة مثنى مثنى  و j k= = =
G G G

  

   الصيغة التحليلية للجداء السلمي-2  
  خاصية  - أ

)م .م.        الفضاء منسوب إلى معلم ; ; ; )O i j k
G G G

  

)          إذا آانت  ) ( )v x'; y'; z' uو x; y; zG G
' فان      ' 'u v xx yy zz⋅ = + +

G G
  

)  إذا آانت ملاحظة   )zyxu ;;G
)م .م.بالنسبة للمعلم ; ; ; )O i j k

G G G
 فان  

; ;u i x u j y u k z⋅ = ⋅ = ⋅ =
G G GG G G

                                    
  لمنظم متجهة و لمسافة بين نقطتينالصيغة التحليلية - ب

)  إذا آانت -       * )zyxu ;;G
);;;(م .م.بالنسبة للمعلم kjio

GGG
2 فان 2 2u x y z= + +

G
  

)ذا آانت ا-*          ); ;A A AA x y z و ( ); ;B B BB x y z  م .م.بالنسبة للمعلم);;;( kjio
GGG

  

)            فان   ) ( ) ( )2 2 2
B A B A B AAB x x y y z z= − + − + −  

     تمرين
) نعتبر            )1;1; 2Aو ( )2; 2;0B ) و     − )1; 1; 2C − − −  

    مثلث متساوي الساقين وقائم الزاويةABC   بين أن 
u.MA من الفضا ء بحيث Mط  تحديد تحليلي لمجموعة النق- 3 k=

JJJGG  
) لتكن  )u a;b;cG

) متجهة غير منعدمة و  ); ;A A AA x y zنقطة من الفضاء   

) نعتبر )M x; y; z  

                        0u.MA k ........ ax by cz d= ⇔ ⇔ + + + =
JJJGG

  
  خاصية 

)  لتكن   )u a;b;cG متجهة غير منعدمة و Aنقطة من الفضاء   

u.MA من الفضا ء بحيث Mمجموعة النقط    k=
JJJGG

0ax هي مستوى معادلته  by cz d+ + +  عدد d حيث =
  حقيقي

)   نعتبرمثال  )2 1 1u ; ;−
G متجهة و ( )1; 1;2A    نقطة من الفضاء−

1u.MA من الفضا ء بحيث Mمجموعة النقط   حدد  = −
JJJGG

  
 III- الفضاء تطبيقات الجداء السلمي في  

 1-  تعامد المستقيمات و المستويات في الفضاء
 تعامد مستقيمين -أ

1u الفضاء موجهين بالمتجهتين  مستقيمــين من (D2)  و (D1)ليكن               
G

2u و
G

    على التوالي
                        ( ) ( )1 2 1 2 0D D u u⊥ ⇔ ⋅ =

G G
  

  تعامد مستقيم و مستوى - ب
     اصيةخ  

1u مستوى موجه بالمتجهتين(P)         ليكن 
G

2u و
G

3u مستقيم  موجه بالمتجهة(D)   و 
G

      

2 3u u⊥G G
)   و   ) ( ) 1 3D P u u⊥ ⇔ ⊥

G G  
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   ملاحظات واصطلاحات-   ج
   ).(Pتسمى متجهة منظمية للمستوى  ) (P العمودي على مستوى (D) الموجهة لمستقيم uGمتجهة ال *  
  )(P  تكون منظمية للمستوى uG مستقيمية معvGفان آل متجهة  ) (P منظمية لمستوى uGا آانت ذا*  
) ('P و) (P مستقيميتين فان vG وuGوآانتا )  ('P منظمية لمســتوى vGو ) (P منظمية لمستوى uGا آانت ذا* 

 متوازيان
)إذا آان *  ) ( )2;A B P∈و uG  منظمية لمستوىP)(  فان   u AB⊥

JJJGG
  

). م.  في الفضاء المنسوب إلى معلم تمرين ; ; ; )O i j k
G G G

   
الموجه بـالمتجهتين         ) (P و العمودي على المستوى   A(-1; 2 0) المار من(D)  حدد تمثيل بارامتري للمستقيم 

( ) ( )1;1;11;1;2 −uوv GG
  

  تمرين 
). م.    في الفضاء المنسوب إلى معلم  ; ; ; )O i j k

G G G
   نعتبر المستوى

    P) (ي معادلته ذالax-2y+z-2=0  و المستقيم (D)             تمثيله بارامتريIRt
btz
ty

tx
∈







+−=
+=

=

2
31

2
  

    ) (Pحدد متجهتين موجهتين للمستوى  -1
)  لكي يكون b وa  حدد-2     ) ( )PD ⊥ 
  تعامد مستويين -د
  .ا اشتمل أحدهما  على مستقيم عمودي على المستوى الآخرذا و فقط اذ يكون مستويان متعامدين اتذآير       

  خاصية   
  لى التوالي تين لهما عميــين منظ متجهتvG وuGمستويين من الفضاء و)   ('Pو ) (Pليكن          

                     ( ) ( )PP vuا آان ذا وفقط اذ ا'⊥ GG
⊥  

          
  

 
 
 
 

   معادلة مستوى محدد بنقطة و متجهة منظمية عليه- 2
a.  مستوى محدد بنقطة و متجهة  منظمية عليه  

     مبرهنة    
       نقطة من الفضاءA غير منعدمة و جهة متuGلتكن          

0AM من الفضاء حيث M منظمية له هو  مجموعة النقط uG و المتجهةA المستوى المار من   *      u⋅ =
JJJJG G

  
0AM من الفضاء حيث Mمجموعة النقط        *  u⋅ =

JJJJG G
   منظمية لهuGمتجهة و الA  المستوى المار من

b. معادلة مستوى محدد بنقطة و متجهة منظمية عليه  
   خاصية   

)و في الفضاء (P)آل مستوى     *   )cbau ;;G
0axنوع  منظمية عليه يقبل  معادلة ديكارتية من by cz d+ + + =  

0axآل معادلة ديكارتية من نوع  *  by cz d+ + + ) حيث  = ) ( ); ; 0;0;0a b c   في(P)   هي معادلة مستوى   ≠

) بحيث   الفضاء      )cbau ;;G
   منظمية عليه

  تمرين 

                     2x-y+3z+1=0 : (P)     نعتبر    
x+y-2z+1=0  

(D):
   x-y+z-2=0





                 

  . ونقطة منه(P) منظمية على uGحدد متجهة  -1
)و   A (3;0;2)حدد معادلة ديكارتية للمستوى المار من -2 )1,2,1nGمنظمية عليه . 
  (D)والعمودي على  'A (3;0;2)حدد معادلة ديكارتية للمستوى المار من -3

  (P) الموازي لـ و   A (3;0;2)حدد معادلة ديكارتية للمستوى المار من -4             
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  مسافة نقطة عن مستوى - 3
    تعريف و خاصية-1   

);;;(م .م.    الفضاء منسوب إلى معلم kjio
GGG

  
  AH هي المسافة (P) عن مستوى A     مسافة نقطة 

   نكتب   (P) علىA المسقط  العمودي لـ Hحيث     

        ( )( );
⋅

= =

JJJG G

G
AB u

d A P AH
u

 

  (P) منظمية علىuG وB ∋ (P) حيث 
  

    خاصية-2   
0axمعادلته    مستوى (P) ليكن           by cz d+ + + )     و  = )0 0 0; ;A x y z    نقطة من الفضاء   

                                            ( )( ) 0 0 0
2 2 2

;
ax by cz d

d A P
a b c

+ + +
=

+ +
  

    مثال    
)  مستوى مار من(P)ليكن           )2;1;3Bو ( )1; 1; 2u −

G
       A (0;2;1)     منظمية عليه لتكن 

)     حدد          )( );d A P        

     1تمرين  
  .في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم       

   المستقيم الممثل (D)و   2x-3y+2z=0 المستوى ذا المعادلة (P)   و B(3;1;-1) و A(1;-1;1)  نعتبر   

ـ بارا متريا ب   
3
2 3
2 4

x t
x t t
z t

=
 = − − ∈
 = +

\  

 (D) والعمودي  على المستقيم A المار من (Q)حدد معادلة ديكارتية  للمستوى  -1
   (P) والعمودي على المستوى B و A المار  من (´Q)حدد معادلة ديكارتية  للمستوى 

  d(A;(D)) و  d(A;(P))أحسب  -2
 (P) و الموازي للمستوى B المار من (´´Q)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  -3

     2تمرين  
  .في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم     

    ـ المستقيم المعرف ب(D) و 3x+2y-z-5=0 ذا المعادلة   (P) نعتبر المستوى     

    
2 3 0

2 0
x y z
x y z
− + − =

 − − + =
  

   (D)حدد تمثيلا بارا متريا للمستقيم  -1
  (P)العمودي على   و(D)يتضمن  ي ذ ال(´P)حدد معادلة ديكارتية للمستوى 

  
 IV-معادلة فلكة              

)    الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  ); ; ;O i j k
G G G

   

  شعاعهامعادلة فلكة معرفة بمرآزها و - 1
r* و (E)  نقطة من الفضاء Ω(a;b;c)       لتكن     الفلكة S(Ω;r)  و\∋+

                    r و شعاعها Ωالتي مرآزها 
  (E)  من الفضاء M(x;y;z)       ليكن

                 S(Ω;r) ∈M ⇔  ΩM=r ⇔  (x-a)2+(y-b)2+(z-c)2=r2                                                              
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   مبرهنة    
)        الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم  )kjio GGG

;;;.   
   rو شعاعها   Ω(a;b;c)   التي مرآزها S(Ω;r)        معادلة ديكارتية للفلكة 

  2+(y-b)2+(z-c)2=r2(x-a)هي                 
  ملاحظات و اصطلاحات

   قطرا   للفلكة[A;B] فان [A;B]  منتصف Ω حيث S(Ω;r) نقطتين من الفلكة B و Aإذا آان * 
  AB =½  rو شعاعها    [A;B]  منتصف Ω مرآزها [A;B]توجد فلكة وحيدة أحد أقطارها * 
   δ وγ و β و α حيث αx+βy+γz+δ=0 x²+y²+z²+ معادلة ديكارتية من شكل   S(Ω;r)للفلكة  * 

  .أعداد حقيقية    
 x²+y²+z²=r² أصل المعلم  معادلتها O حيث ;r) S(O  الفلكة* 
  rو شعاعها   Ω(a;b;c)  فلكة التي مرآزها S(Ω;r)لتكن       الكرة* 

   M(x;y;z)  هي مجموعة النقط rو شعاعها   Ω(a;b;c)  التي مرآزها B(Ω;r)  الكرة          
  2+(y-b)2+(z-c)2≤r2(x-a)حيث          

   معادلة فلكة معرفة بأحد أقطارها- 2     
         S فلكة أحد اقطارها  [A;B] 
         S ∈  M  ⇔ [AMB] زاوية قائمة أو M=A أو M=B0AM BM⋅ = ⇔

JJJJG JJJJG
                                                      

       ةمبرهن      
             A و Bنقطتان مختلفان في الفضاء   

0AM  التي تحقق M          في الفضاء  مجموعة النقط  BM⋅ =
JJJJG JJJJG

  [A;B]أحد اقطارها  هي فلكة التي 
     ةخاصي     

   [A;B]أحد اقطارها فلكة التي  نقطتين مختلفتين فان معادلة الB(xB;yB;zB) و A(xA;yA;zA)ا آانت ذ ا         
  xA)(x-xB)+(y-yA)(y-yB)+(z-zA)(z-zB)=0 (x-          هي       

     تمرين
)الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم    في   ); ; ;O i j k

G G G
  B(4;1;2)  و A(2;1;2) و Ω(1;2;-1)، نعتبر 

  A و المار من Ω التي مرآزها Sحدد معادلة ديكارتية  للفلكة  -1
  [A;B]التي قطرها    ´S حدد معادلة ديكارتية  للفلكة -2               

  )d+cz2-by2-ax2-²z+²y+²x   ):1=0 دراسة المعادلة - 3    
  (1) تحقق المعادلة     التيM(x;y;z)  مجموعة النقط E          لتكن 

E∈  M    ⇔     (x-a)2+(y-b)2+(z-c)2=a²+b²+c²-d  
     Ω(a;b;c)       لتكن    

   Ø E=  فانa²+b²+c²-d 0> إذا آان  -         *
    ا منعدم و شعاعهΩفلكة مرآزها   .E={Ω} فان   a²+b²+c²-d  0=ا آان    ذ ا-         *
  r²  =  a²+b²+c²-d  حيث      E=S(Ω;r) فان   a²+b²+c²-d  0<ا آان    ذ ا-         *
  مبرهنة

a و b و  c و  dأعداد حقيقية    
  فلكة   x²+y²+z²-2ax-2by-2cz+d=0   التي تحقق المعادلة  M(x;y;z)          تكون مجموعة النقط 

  a²+b²+c²-d  0≤         إذا وفقط إذا  آان 
  6z+5=0 x²+y²+z²+4x-2y-   التي تحقق المعادلة  M(x;y;z)  مجموعة النقط E  نعتبر  تمرين   

   فلكة محددا عناصرها المميزةE             بين إن 
  B(-1;1;-1)   و   A(2;0;-1)     حيث  2MA²+3MB²=16 التي تحقق M   حدد مجموعة النقط تمرين   
II –تقاطع مستوى و فلكة   
  )P( و المستوى S)r;Ω(قاطع للفلكة  ت -1

   (P) على المستوى Ω المسقط العمودي لـ H  و النقطة(P) و المستوى S(Ω;r)لفلكة  انعتبر   E الفضاءفي   
)نضع  )( )d ; P H dΩ = Ω =  

                 d r;                                           d r=                                             d r≺                          
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    خاصية     
  (P) على المستوىΩ المسقط العمودي لـ Hو  r و شعاعها Ω فلكة مرآزها S مستوى في الفضاء و (P)ليكن    

   : S و (P)         يكون تقاطع 
) و شعاعها Hدائرة مرآزها *     )( )2 2r d ; P− Ωذا آان اd(Ω;(P))< r  

    H  عند النقطة S  مماس للفلكة (P) في هذه الحالة نقول d(Ω;(P))= rا آان ذنقطة ا* 
  d(Ω;(P))>rا آان ذالمجموعة الفارغة ا*    

  مستوى مماس لفلكة في أحد نقطها  -2
  تعريف 

      S(Ω;r) نقطة من الفلكة A لتكن      
    A في (ΩA) عمودي على (P)ا آان ذ  اA  عند النقطة S  مماس للفلكة (P)    نقول إن المستوى 

    خاصية
     S(Ω;r) نقطة من الفلكة Aلتكن 

(P)    مماس علىS(Ω;r) في    A ⇔            0A AMΩ ⋅ =
JJJG JJJJG

           ( )PM∈∀          

)فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  في  تمرين ); ; ;O i j k
G G G

  الفلكة التي معادلتها   S1، نعتبر

x²+y²+z²-4x+2y-2z-3=0 و  S2   الفلكة التي مرآزهاΩ2  و  , 2 و شعاعها(P)ي ذ المستوى ال  
   .2x-y-2z-1=0ي معادلته  ذلمستوى ال ا(´P)      و x-2y+z+1=0معادلته   

  . يتقاطعان وفق دائرة محددا عناصرها المميزةS1 و (P)تأآد أن  -1
  .S2 و (´P)أدرس تقاطع  -2
  A(1;1; 3)  عند النقطة S1حدد معادلة المستوى المماس للفلكة   -3

 3--  تقاطع مستقيم و فلكة 
) تقيم و المسS(Ω;r)لفلكةانعتبر   E الفضاءفي     ) تقيمالمس على Ω المسقط العمودي لـ H  و النقطة∆( )∆  

 ( )( )d ; H dΩ ∆ = Ω =  نضع 
  

                 d r;                                             d r;                                                d r≺                  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

) تقيمالمستقاطع  ) تقيمالمس             Sلفلكة ا∆( ) تقيمالمس                  Sلفلكة ا∆(          Sلفلكةايخترق  ∆(

                         في نقطتين مختلفتينH  هو المجموعة الفارغة                       يتقاطعان في النقطة  
  تمرين

     4z+4=0 x²+y²+z²-2y  :  S+نعتبر           

       ( )1

1 2
: 1

3

= +
 = + ∈
 = − +

\
x t

D y t t
z t

    ( )2

3
: 2

2

=
 = ∈
 = − +

\
x t

D y t
z t

 ( )3

1 2
2
1: 3
3

2

− = +

 = + ∈


= −


\

x t

D y t t

z

    

  (D3) و (D2) و (D1) مع آل من S        حدد تقاطع 
  
  
  
  



                                                                                                    Moustaouli Mohamed 7

 تمارين
   1تمرين 

)فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم في      ); ; ;O i j k
G G G

  

) والموجه  بـ C المار من (D) و المستقيم C(0;-1;1) و B(0;0;1) و A(1;0;1)  نعتبر )1;2;1−uG  
   مستقيم وحدد تمثيلا بارا متريا لهMA=MB=MC حيث Mالنقط  بين أن مجموعة - 1    

  C في (D) العمودي على (P) حدد معادلة ديكارتية للمستوى - 2
  C في (D) و المماسة لـ Bو A المارة من Sاستنتج معادلة ديكارتية للفلكة  - 3
  2تمرين

)     في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  ); ; ;O i j k
G G G

  C(1;5;-3)و   B(0;7;-3) و A(0;3;-5) نعتبر 

  (ABC)أعط معادلة ديكارتية للمستوى  - 1
) حيث A المار من (Q)أعط معادلة ديكارتية للمستوى  - 2 )1;2;1−uG منظمية عليه   
 x+y+z=0 المستوى المحدد بالمعادلة (P)ليكن  - 3
   (D) يتقاطعان وفق مسنقيم (ABC)و (P)تأآد أن   -  أ
  (D) بارا متريا لـ حدد تمثيلا  -  ب

 ددة بـ التي المح(C)نعتبر في الفضاء الدائرة  - 4




=
=+++

0
091022

y
zzx  

  (ABC) و ينتمي مرآزها إلى (C) التي تتضمن الدائرة Sحدد معادلة للفكة   -  أ
  (AC) و Sحدد تقاطع     ب  
  3تمرين

   المستوى ذا(P) و B(3;1;-1) و A(1;-1;1)  في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر  نعتبر     

       ـبارا متريا ب  المستقيم الممثل 2x-3y+2z=0  (D)المعادلة      

3
2 3
2 4

x t
x t t
z t

=
 = − − ∈
 = +

\  

 (D) والعمودي على المستقيم B و A المار من (Q)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  - 1
  (P)لمستوى  والعمودي على اB و A المار من (´Q)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  - 2
  d(A;(D)) و  d(A;(P))أحسب  - 3
  (P) و الموازي للمستوى B المار من (´´Q)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  - 4

     4تمرين  
       3x+2y-z-5=0 ذا المعادلة   (P) في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم نعتبر المستوى       

   ـ المستقيم المعرف ب(D)    و 
2 3 0

2 0
x y z
x y z
− + − =

 − − + =
  

   (D)حدد تمثيلا بارا متريا للمستقيم  - 1
 .(P) و العمودي على (D) الذي يتضمن (´P)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  - 2

  5تمرين  
   x+y+z+1=0المعادلة      ذا (P)  في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم نعتبر المستوى      
    2x-2y-5=0 ذا المعادلة    (Q)  و المستوى     
    x²+y²+z²-2x+4y+6z+11=0 التي تحققM(x;y;z) مجموعة النقط  (S)و      

    فلكة محددا مرآزها و شعاعها (S)بين أن  - 1
  مماس للفلكة و حدد تقاطعهما(P)تأآد أن  - 2
  (P)و العمودي على   A(0;1;2)  من   المار(D)حدد تمثيلا بارامتريا للمستقيم  - 3
)تحقق أن   - 4 ) ( )P Q⊥ و أعط تمثيلا بارامتريا للمستقيم (D´) تقاطع(P)و (Q)  

  6تمرين   
  A(-2;3;4)         في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم نعتبر النقطة   

     التيتحققM(x;y;z) مجموعة النقط x+2y-2z+15=0  (S) ذا المعادلة   (P)المستوى      

        x²+y²+z²-2x+6y+10z-26=0  و (C)             الدائرة التي معادلتها 
2 2 2 8 0

0
x y x
z

 + − − =


=
  

   فلكة محددا عناصرها المميزة (S)بين أن  - 1
  و حددها('C) يتقاطعان وفق دائرة آبرى (S) و (P)بين أن  - 2
 (P)الموازيين لـ   و(S)حدد معادلتي المستوين المماسين للفلكة  - 3
 (C)لمتضمن للدائرة   اA المار من ('S)أآتب معادلة الفلكة  -4
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 الجداء المتجهي
 І־ توجيه الفضاء

   معلم موجه في الفضاء- 1
) إلى معلم E         ننسب الفضاء  ); ; ;O i j k

G G G
   

OK ثلاث نقط  حيث K وЈ وI       لتكن  k OJ j OI i= = =
JJJG JJJG JJGG G G

   

) للمعلم »   رجل أمبير «       ); ; ;O i j k
G G G

 و ينظر O قدماه على النقطة Kو رجل خيالي رأسه في النقطة  ه

   Iإلى 
  .  أو على يساره »  رجل أمبير « إما توجد على يمينJالنقطة ,          

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)   معلم مباشر                              ); ; ;O i j k
G G G

)  معلم غير مباشر                        ); ; ;O i j k
G G G

                      

   :تعريف 
)الفضاء منسوب إلى معلم  ); ; ;O i j k

G G G
OK ثلاث نقط  حيث K وЈ وIلتكن   .    k OJ j OI i= = =

JJJG JJJG JJGG G G
  

) * :           نقول إن  ); ; ;O i j k
G G G

                       »بير   رجل أم« على يسار J معلم مباشر إذا وجدت 

*                         ( ); ; ;O i j k
G G G

      »  رجل أمبير « على يمين J معلم غير مباشر إذا وجدت 

) نعتبر    *      أمثلة ); ; ;O i j k
G G G

   معلم مباشر

                ( ); ; ;O j i k
G G G

)       معلم غير مباشر ); ; ;O i j k−
G G G

  معلم غير مباشر        

                  ( ); ; ;O j k i
G G G

   معلم مباشر

      **          ABCDEFGH 1 مكعب طول حرفه     
          ( ) ( ); ; ; ; ; ; ;A AB AD AE B BC BA BF

JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG
       معلمان مباشران  

          ( ) ( ); ; ; , ; ; ;A AD AB AE E EA EF EH
JJJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJJG

        معلمان غير مباشرين

   الأسرة المباشرة -2      
  ا وجهنا جميع أساساته ذا ,  V3          يمكننا توجيه الفضاء 

  تعريف      
)  نقول إن الأساس المتعامد الممنظم  ); ;i j k

GG G
)  مباشر ادا آان  ); ; ;o i j k

GG G
 Oطة مباشر  مهما آانت النق.م .م. م

  من الفضاء
   توجيه المستوى - 3

k  مستوى في الفضاء و  (P)         ليكن 
G

     (P) نقطة من المستوى Oو   , (P)  متجهة واحدية و منظمية على 
           ( ); ;O i j

G G
   (P)م للمستوى .م. م

)            لدينا      ); ; ;O i j k
G G G

     E معلم متعامد ممنظم للفضاء 
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)   يكون المعلم المتعامد الممنظم           ); ;O i j
G G

 ا آان المعلم المتعامدذا   معلما مباشرا(P) في المستوى 

) الممنظم         ); ; ;O i j k
G G G

  مباشرا          

  . بتوجيه متجهة منظمية عليه  (P)    يتم توجيه مستو ى *    
    (P) له نفس توجيه المستوى  (P)آل المستويات الموازية لـ    *     

II – الجداء المتجهي   
   تعريف- 1

u  بحيث E  نقطتين من الفضاء B و A  وV3 متجهتين من الفضاء vG و uG           لتكن  OA v OB= =
JJJG JJJGG G

  
uهو المتجهة التي لها بـ  , في هدا الترتيب vG و uG           الجداء المتجهي للمتجهتين  v∧G G

 المعرفة آما يلي 
:   

u مستقيميتين     فان  vG و uGإذا آانتا                        *  v o∧ =
G G G

.    
u غير مستقيميتين   فان    vG و uGإذا  آانتا                        *  v∧G G

   :حقق  هي المتجهة التي ت
                                         -    u v∧G G

   vG و uG عمودي على آل من  
                                         -  ( ); ;u v u v∧

G G G G أساس مباشر .  

                                         - sinu v u v θ∧ =
G G G Gحيث  θ قياس الزاوية nAOB 

    

) نعتبر    *  أمثلة ); ; ;O i j k
G G G

   معلم متعامد ممنظم  مباشر

                     

0i i j j k k

i j k j k i k i j

j i k k j i i k j

∧ = ∧ = ∧ =

∧ = ∧ = ∧ =

∧ = − ∧ = − ∧ = −

G G GG G G G
G G GG G G G G G
G G GG G G G G G

  

) متجهتين واحديتين و متعامدتين فان vG و uGإذا آان *    ); ;u v u v∧G G G G أساس مباشر . 

u              نحسب تمرين v∧G G علما أن ( ) ] [5 2 5 ; 0;u v u v u v θ θ π= = ⋅ = − = ∈
G G G G G G

  

   خاصيات- 2
     خاصية- أ   

AB ثلاث نقط غير مستقيمية من الفضاء فان المتجهة C وBوAإذا آانت  AC∧
JJJG JJJG

  .(ABC) منظمية على المستوى 
  
nCAB قياس الزاوية θ ثلاث نقط غير مستقيمية من الفضاء C وBوAلتكن    

  , H المسقط العمودي لـ C   

  (AB)على 
  
  
  

  
. .sin sinAB AC AB AC HC AC

AB AC AB HC

θ θ∧ = =

∧ = ×

JJJG JJJG

JJJG JJJG       

    خاصية    
AB هو نصف ABCمساحة المثلث             AC∧

JJJG JJJG
  

      نتيجة    
AB هي ABDCحة متوازي الأضلاع مسا           AC∧

JJJG JJJG
  

         خاصية-د   
   متجهتين من الفضاء vG و uG  لتكن         

u   يكون         v∧G G
   مستقيميتينvGو  uG أداو فقط آان  منعدما

  )- التعريف–بديهي (⇒ *البرهان          
*                     ⇐  
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0

sin 0

0 0 sin 0

0 0

∧ = ⇔ ∧

⇒ =

⇔ = ∨ = ∨ =

⇔ = ∨ = ∨

GG G G G

G G

G G
G GG G G G

u v u v

u v

u v

u v uetv sont liés

θ

θ
  

0AB  ⇔ مستقيمية C و B وA      ملاحظة     AC∧ =
JJJG JJJG G

  
  )نقبل( الجداء المتجهي والعمليات-ج    

( ) ( )
( ) ( )

( )

3
3; ;

0 0 0

∀ ∈ ∀ ∈ + ∧ = ∧ + ∧

∧ = ∧

∧ = − ∧

∧ = ∧ = ∧ =

G G G G G G G G G G\
G G G G

G G G G
G G GG G G G

u v w V u v w u w v w

u v u v

u v v u

u u u u

α

α α
  

     تمرين      
         ( ); ; ;o i j k

GG G
 . معلم متعامد ممنظم  مباشر  

) أحسب                 ) ( ) ( ) ( )2 3 4 2 2 3i j i j i j k k i k j i j− ∧ + + − ∧ + ∧ ∧
G G GG G G G G G G G G G

  

            تمرين      
a;   لتكن       c b d a b c d∧ = ∧ ∧ = ∧

G G G GG G G G
  

a                          بين إن d−
GGو b c−

G Gمسنقيميتان    
  .م مباشر.م. الصيغة التحليلية للجداء المتجهي في م-3  

      ( ); ; ;o i j k
GG G

  عامد ممنظم  مباشر   معلم مت

                         

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

; ; '; '; '

' ' '

' ' ' ' ' '

u x y z v x y z

u v xi yj zk x i y j z k

yz zy i zx xz j xy yx k

∧ = + + ∧ + +

= − + − + −

G G
G GG G G GG G

GG G
  

  خاصية   
)معلم متعامد ممنظم مباشر منسوب إلى E        الفضاء  ); ; ;O i j k

G G G
) و  ); ;u x y zGو ( )(; '; 'v x y zG متجهتان 

   V3من
uاء المتجهي إحداثيات الجد           v∧G Gبالنسبة للأساس ( ); ;i j k

GG G
 حيث                                  (X;Y;Z) هو 

        ' ' ' ' ' 'X yz zy Y zx xz Z xy yx= − = − = −  
 

  ة التالية     ييمكن استعمال الوضع   ملاحظة          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)نعتبر          مثال       ) ( ) ( ) ( ) ( )1;2;1 0; 3;2 1;2;1 1;2;0 2; 1;1C B A u v− − −
G G

  

u                   حدد   v∧G G
  (ABC)                 أحسب مساحة المثلث 

III –تطبيقات الجداء المتجهي   
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 1-  معادلة مستوى معرف بثلاث نقط غير مستقيمية 
      خاصية
    ثلاث نقط غير مستقيمية من فضاء منسوب الى معلم متعامد ممنظم مباشر C وBوA  لتكن 

                          ( ) ( )M ABC AB AC AM∈ ⇔ ∧ ⋅
JJJG JJJG JJJJG

     

    
  (ABC)           حدد معادلة المستوى C(2;1;2) و B(1;-1;1) و A(1;2;3)نعتبر     مثال  
  تقاطع مستويين   -2  

  نعتبر في فضاء منسوب الى معلم متعامد ممنظم مباشر
            ax+by+cz+d=0   :  (P)   

      a´x+b´y+c´z+d´=0    : (P´)       
)        لدينا  ); ;n a b cG

) و(P)  منظممية لـ  )' '; '; 'n a b cG
  (´P)  منظممية لـ 

n' موجه بـ (´P) و(P) تقاطع (D) متقاطعين فان المستقيم (´P) و(P) آان اذا*    n∧G G
  

'ا آان ذا*    0n n∧ ≠
G G

n' متقاطعان وفق مستقيم موجه بـ (´P) و(P) فان  n∧G G
  

      تمرين
  :4x-4y+2z-5=0   (P´)   و   :x+2y-2z+3=0  (P)حدد تقاطع      

 3-  مسافة نقطة عن مستقيم  
  (D) مسقطها العمودي علىH نقطة من الفضاء وuG , Mو موجه بـ A مستقيم مار من (D)  في الفضاء   

                          

( )
. sin .

2

AM u AH HM u HM u AHetu liés

AM u HM u HM u HM u

AM u
HM

u

π

∧ = + ∧ = ∧

∧ = ∧ = =

∧
=

JJJJG JJJJG JJJJG JJJJG JJJJGG G G G

JJJJG JJJJGG G G G

JJJJG G

G

            

        خاصية     
  . نقطة من الفضاءuG , Mو موجه بـ A مستقيم مار من (D)    في الفضاء    

) هي  (D) عن المستقيم M                                      مسافة النقطة   )( );
AM u

d M D
u

∧
=

JJJJG G

G  

     تمرين    

      A(3;2;-1)             ( )( ) ( )
2

; ? : 2
1

x t
d A D D y t t

z t

= −
= = ∈
 = +

\  

  
    مرينت   
   المستقيم الذي (D) و B(-2;1;3)و A(1;2;1)نعتبر  ر  في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباش     

معادلته              
2 3 0

2 3 1 0
x y z
x y z
− + − =

 + − − =
  

OAحدد  -1 OB∧
JJJG JJJG

  (OAB) ثم حدد معادلة ديكارتية للمستوى 
 d(A;(D))حدد  -2
  (D)للمستقيم    و مماسة Aالتي مرآزها (S)ديكارتية للفلكة أعط معادلة   -3       

 
 



 

 

  La sphère    الفـلكـــــة
 

I- فلكة المعرفة بمرآزها وشعاعهاال. 
  

  : تعريف
  .عدد حقيقي Rو ξنقطة من الفضاء  Aلتكن 

AM  : حيث Mهي مجموعة النقط  Rوشعاعها  Aالفلكة التي مرآزها  R=.  
)    : ونرمز لها بــ ),S A R  

( ) { }, /S A R M AM Rξ= ∈ =  
  

  : معادلة فلكة
  
  : معادلة فلكة معرفة بمرآزها وشعاعها )1

)متعامد ممنظم  ممنسوب إلى معل ξالفضاء  ), , ,O i j k
GG G

.  

) : لتكن ),S RΩ مرآزها فلكة ( )0 0 0, ,x y zΩ  وشعاعها R 0  حيثR ;.  

)           : لدينا ) ( ), , ,M x y z S R M R∈ Ω ⇔Ω =  

  ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0x x y y z z R⇔ − + − + − =  

   
( ) ( ) ( )2 2 2 2

0 0 0x x y y z z R− + − + − =  ⇔  
  

)  وهذه المعادلة هي معادلة ديكارتية للفلكة ),S RΩ  

  : أمثلــة
1(      ( )3,0,1Ω  ,  2R =  

  ( ) ( ) ( )2 2 2
1 : 3 1 4S x y z− + + − =  

2(      ( )1, 2, 3Ω −  ,  1R =  

      ( ) ( ) ( )2 2 2
2 : 1 2 3 1S x y z− + − + + =  

3(      ( ) ( )
2

2 2 12 1 2
2

x y z⎛ ⎞+ + − + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

1S   12,1هي فلكة مرآزها,
2

⎛ ⎞Ω −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2Rوشعاعها     =.  

4(      ( )0,0,0Ω  1  وR =  

        2 2 2
4 : 1S x y z+ + =  

 .معادلة فلكة معرفة بأحد أقطارها )2
  .ξنقطتين مختلفتين من الفضاء  Bو Aلتكن 

]أحد أقطارها  Sتوجد فلكة وحيدة  ]AB.  

]فلكة أحد أقطارها هو  Sلتكن  ]AB.  

0M S AM BM∈ ⇔ ⋅ =
JJJJG JJJJG

  
)    : لتكن ), ,A A AA x y z      و  ( ), ,B B BB x y z  

)    : و ), ,M x y z.  
 
]فلكة أحد أقطارها هو  Sو ]AB.  



 

 

 
 

0M          : لدينا S AM BM∈ ⇔ ⋅ =
JJJJG JJJJG

  
( )( ) ( )( ) ( )( ) 0A B A B A Bx x x x y y y y z z z z− − + − − + − − =  ⇔  

  
]التي أحد أقطارها هو  Sوهذه المعادلة هي معادلة ديكارتية للفلكة  ]AB.  

  
  : ملاحظة

]إذا آان  ]AB  قطر للفلكةS  فإن منتصف[ ]AB هو مرآزها وشعاعها هو :  
2

AB.  

  
)  : ةدراسة المعادل )3 ) : 2 2 2 0E x y z ax by cz d+ + − − − + = 

)  : لدينا ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2E x a y b z c a b c d⇔ − + − + − = + + −  

2    : 1الحالة 2 2 0a b c d+ + − ≺  
  

        S = ∅  
2    : 2الحالة 2 2 0a b c d+ + − =  
      ( ){ }, ,S a b c= Ω  

2    : 3الحالة 2 2 0a b c d+ + − ;  
2    : نضع 2 2 2R a b c d= + + 0R   حيث     − ;  

2 2 2R a b c d= + + −  
( )( ), , ,S S a b c R= Ω  

  : الـمث
( ) 2 2 2: 2 3 0E x y z y z+ + − + − =  

  : 1ـط
0a      : لدينا   =  

 1b =  

  1
2

c = −  

   3d = −  

2  : إذن 2 2 1 171 3 0
4 4

a b c d+ + − = + + = ;  

,10,1  : فلكة مرآزها S  : إذن
2

⎛ ⎞Ω −⎜ ⎟
⎝ ⎠

17وشعاعها      
2

R =.  

  
  : 2ـط

)     : لدينا   ) ( )
2

22 1 1: 1 1 3
2 4

E x y z⎛ ⎞+ − + + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                ( )
2

22 1 171
2 4

x y z⎛ ⎞+ − + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇔  

1 170,1, ,
2 2

S S
⎛ ⎞−⎛ ⎞= Ω⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 
  



 

 

II - تقاطع فلكة ومستوى : 
  : فلكةالوضع النسبي لمستوى و

  
  .Rوشعاعها  Ωفلكة مرآزها  Sمستوى و Pليكن 

  ،Sوالفلكة  Pلدراسة الوضع النسبي للمستوى 
)بين  dنحسب المسافة  )P  وΩ.  ( )( ),d d P= Ω  

)  : 1الحالة )( ),d P RΩ ;    

  
S P∩ =∅  

)  : 2الحالة )( ),d P RΩ =  

     ( ) ( ) { }S P H∩ =  

)على  Ω هي المسقط العمودي للنقطة  H بحيث )P.  

)قول ان المستوى في هذه الحالة ن )P  مماس للفلكة( )S.  

)  : 3الحالة )( ),d P RΩ ≺  

)في هذه الحالة تقاطع  )S و( )P  هو دائرةA  مرآزهاH.  

)على  Ωهو المسقط العمودي للنقطة  Hحيث (  )P  .( وشعاعهاr 2  : حيث 2r R d= −.  

)  : علما أن )( ),d d P H= Ω = Ω  
    : مثـال

      ( ) : 2 1 0P x y z− + + =  

}      : و   }, 2S Ω  

)      : حيث   )1, 1,1Ω −  

)    : لدينا )( ) 2 1 1 1
,

4 1 1
d P

+ + +
Ω =

+ +
  

                           5 5 6 2
66

= = ;  

S    : إذن P∩ =∅  
  .لكة في نقطة معينةمعادلة المستوى المماس للف

  .Rوالشعاع  Ωذات المرآز  Sنقطة من الفلكة  Aلتكن 
)وليكن  )P  المستوى المماس للفلكةS ي فA .  

0M      : لدينا P A AM∈ ⇔ Ω⋅ =
JJJG JJJJG

  
    : ملاحظة

  AΩ
JJJG

)منظمية على   )P.  
  : ثـالم

  ( )S 2    : فلكة معادلتها 2 2 2 2 2 0x y z x y+ + − + − =  

)    : و      )1,1,0A  
  .Aفي  Sحدد معادلة المستوى المماس للفلكة 

A    : لدينا S∈  
)    : إذن ) 0M P A AM∈ ⇔ Ω⋅ =

JJJG JJJJG
  

)      : وبماأن )1, ,1,0Ω −  

           ( )1,1,0A  

                 ( ), ,M x y z  



 

 

)      : فإن )0, 2,0AΩ −
JJJG

  

      ( )1, 1,AM x y z− −
JJJJG

  

)      : إذن )2 1 0y− − =  
1y  : ومنه   .Aفي النقطة  Sهي معادلة المستوى المماس للفلكة  =

III- تقاطع فلكة ومستقيم : 
  : 1مثــال 

)والمستقيم  Sأدرس تقاطع الفلكة  )D.  

)    : حيث ) 2 2 2: 3 2 4 5 0S x y z x y z+ + − + − − =  

)               : و ) ( ): 1    
2

x t
D y t t

z

=⎧
⎪ = + ∈⎨
⎪ =⎩

\  

)لدراسة تقاطع الفلكة  )S  والمستقيم( )D،  

)    : نحل النظمة )
2 2 2

1
  

2
3 2 4 5 0

x t
y t

t
z
x y z x y z

=⎧
⎪ = +⎪ ∈⎨ =⎪
⎪ + + − + − − =⎩

\  

  : وابــالج
      ( ) ( )22 1 4 3 2 1 8 5 0t t t t+ + + − + + − − =  

22 6 0t t+ − =  
)  : لنحل المعادلة ) ( )1 4 2 6∆ = − × −  

    49 0= ;  

1    : إذن
1 7 2
4

t − −
= = −    

     2
1 7 3
4 2

t − +
= =  

)والمستقيم  Sومنه تقاطع الفلكة  )D هي النقطتين :  ( )2, 1,2A − −  

3  : و 5, , 2
2 2

B ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

  : 2مثــال 
)أدرس الوضع النسبي للمستقيم  )D  والفلكة( )S.  

)    : حيث ) ( ) ( )2 2 2: 1 1 4S x y z− + + + = −  

( ) ( )
1

: 1 2    /  
x t

D y t t
z t

= +⎧
⎪ = − + ∈⎨
⎪ =⎩

\  

  : وابــالج
        ( ) ( )2 2 21 1 1 2 1 4t t t+ − + − + + + = −  

        2 2 24 4t t t+ + = −  
26 4t = −  

  26 4 0t + =  
96 0∆ = − ≺  

)      : ومنه ) ( )S D∩ =∅  
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 الجداء المتجهي
 І־ توجيه الفضاء

   معلم موجه في الفضاء- 1
) إلى معلم E         ننسب الفضاء  ); ; ;O i j k

G G G
   

OK ثلاث نقط  حيث K وЈ وI       لتكن  k OJ j OI i= = =
JJJG JJJG JJGG G G

   

) للمعلم »   رجل أمبير «       ); ; ;O i j k
G G G

 و ينظر O قدماه على النقطة Kو رجل خيالي رأسه في النقطة  ه

   Iإلى 
  .  أو على يساره »  رجل أمبير « إما توجد على يمينJالنقطة ,          

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)   معلم مباشر                              ); ; ;O i j k
G G G

)  معلم غير مباشر                        ); ; ;O i j k
G G G

                      

   :تعريف 
)الفضاء منسوب إلى معلم  ); ; ;O i j k

G G G
OK ثلاث نقط  حيث K وЈ وIلتكن   .    k OJ j OI i= = =

JJJG JJJG JJGG G G
  

) * :           نقول إن  ); ; ;O i j k
G G G

                       »بير   رجل أم« على يسار J معلم مباشر إذا وجدت 

*                         ( ); ; ;O i j k
G G G

      »  رجل أمبير « على يمين J معلم غير مباشر إذا وجدت 

) نعتبر    *      أمثلة ); ; ;O i j k
G G G

   معلم مباشر

                ( ); ; ;O j i k
G G G

)       معلم غير مباشر ); ; ;O i j k−
G G G

  معلم غير مباشر        

                  ( ); ; ;O j k i
G G G

   معلم مباشر

      **          ABCDEFGH 1 مكعب طول حرفه     
          ( ) ( ); ; ; ; ; ; ;A AB AD AE B BC BA BF

JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG
       معلمان مباشران  

          ( ) ( ); ; ; , ; ; ;A AD AB AE E EA EF EH
JJJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJJG

        معلمان غير مباشرين

   الأسرة المباشرة -2      
  ا وجهنا جميع أساساته ذا ,  V3          يمكننا توجيه الفضاء 

  تعريف      
)  نقول إن الأساس المتعامد الممنظم  ); ;i j k

GG G
)  مباشر ادا آان  ); ; ;o i j k

GG G
 Oطة مباشر  مهما آانت النق.م .م. م

  من الفضاء
   توجيه المستوى - 3

k  مستوى في الفضاء و  (P)         ليكن 
G

     (P) نقطة من المستوى Oو   , (P)  متجهة واحدية و منظمية على 
           ( ); ;O i j

G G
   (P)م للمستوى .م. م

)            لدينا      ); ; ;O i j k
G G G

     E معلم متعامد ممنظم للفضاء 
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)   يكون المعلم المتعامد الممنظم           ); ;O i j
G G

 ا آان المعلم المتعامدذا   معلما مباشرا(P) في المستوى 

) الممنظم         ); ; ;O i j k
G G G

  مباشرا          

  . بتوجيه متجهة منظمية عليه  (P)    يتم توجيه مستو ى *    
    (P) له نفس توجيه المستوى  (P)آل المستويات الموازية لـ    *     

II – الجداء المتجهي   
   تعريف- 1

u  بحيث E  نقطتين من الفضاء B و A  وV3 متجهتين من الفضاء vG و uG           لتكن  OA v OB= =
JJJG JJJGG G

  
uهو المتجهة التي لها بـ  , في هدا الترتيب vG و uG           الجداء المتجهي للمتجهتين  v∧G G

 المعرفة آما يلي 
:   

u مستقيميتين     فان  vG و uGإذا آانتا                        *  v o∧ =
G G G

.    
u غير مستقيميتين   فان    vG و uGإذا  آانتا                        *  v∧G G

   :حقق  هي المتجهة التي ت
                                         -    u v∧G G

   vG و uG عمودي على آل من  
                                         -  ( ); ;u v u v∧

G G G G أساس مباشر .  

                                         - sinu v u v θ∧ =
G G G Gحيث  θ قياس الزاوية nAOB 

    

) نعتبر    *  أمثلة ); ; ;O i j k
G G G

   معلم متعامد ممنظم  مباشر

                     

0i i j j k k

i j k j k i k i j

j i k k j i i k j

∧ = ∧ = ∧ =

∧ = ∧ = ∧ =

∧ = − ∧ = − ∧ = −

G G GG G G G
G G GG G G G G G
G G GG G G G G G

  

) متجهتين واحديتين و متعامدتين فان vG و uGإذا آان *    ); ;u v u v∧G G G G أساس مباشر . 

u              نحسب تمرين v∧G G علما أن ( ) ] [5 2 5 ; 0;u v u v u v θ θ π= = ⋅ = − = ∈
G G G G G G

  

   خاصيات- 2
     خاصية- أ   

AB ثلاث نقط غير مستقيمية من الفضاء فان المتجهة C وBوAإذا آانت  AC∧
JJJG JJJG

  .(ABC) منظمية على المستوى 
  
nCAB قياس الزاوية θ ثلاث نقط غير مستقيمية من الفضاء C وBوAلتكن    

  , H المسقط العمودي لـ C   

  (AB)على 
  
  
  

  
. .sin sinAB AC AB AC HC AC

AB AC AB HC

θ θ∧ = =

∧ = ×

JJJG JJJG

JJJG JJJG       

    خاصية    
AB هو نصف ABCمساحة المثلث             AC∧

JJJG JJJG
  

      نتيجة    
AB هي ABDCحة متوازي الأضلاع مسا           AC∧

JJJG JJJG
  

         خاصية-د   
   متجهتين من الفضاء vG و uG  لتكن         

u   يكون         v∧G G
   مستقيميتينvGو  uG أداو فقط آان  منعدما

  )- التعريف–بديهي (⇒ *البرهان          
*                     ⇐  



10

                                    

0

sin 0

0 0 sin 0

0 0

∧ = ⇔ ∧

⇒ =

⇔ = ∨ = ∨ =

⇔ = ∨ = ∨

GG G G G

G G

G G
G GG G G G

u v u v

u v

u v

u v uetv sont liés

θ

θ
  

0AB  ⇔ مستقيمية C و B وA      ملاحظة     AC∧ =
JJJG JJJG G

  
  )نقبل( الجداء المتجهي والعمليات-ج    

( ) ( )
( ) ( )

( )

3
3; ;

0 0 0

∀ ∈ ∀ ∈ + ∧ = ∧ + ∧

∧ = ∧

∧ = − ∧

∧ = ∧ = ∧ =

G G G G G G G G G G\
G G G G

G G G G
G G GG G G G

u v w V u v w u w v w

u v u v

u v v u

u u u u

α

α α
  

     تمرين      
         ( ); ; ;o i j k

GG G
 . معلم متعامد ممنظم  مباشر  

) أحسب                 ) ( ) ( ) ( )2 3 4 2 2 3i j i j i j k k i k j i j− ∧ + + − ∧ + ∧ ∧
G G GG G G G G G G G G G

  

            تمرين      
a;   لتكن       c b d a b c d∧ = ∧ ∧ = ∧

G G G GG G G G
  

a                          بين إن d−
GGو b c−

G Gمسنقيميتان    
  .م مباشر.م. الصيغة التحليلية للجداء المتجهي في م-3  

      ( ); ; ;o i j k
GG G

  عامد ممنظم  مباشر   معلم مت

                         

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

; ; '; '; '

' ' '

' ' ' ' ' '

u x y z v x y z

u v xi yj zk x i y j z k

yz zy i zx xz j xy yx k

∧ = + + ∧ + +

= − + − + −

G G
G GG G G GG G

GG G
  

  خاصية   
)معلم متعامد ممنظم مباشر منسوب إلى E        الفضاء  ); ; ;O i j k

G G G
) و  ); ;u x y zGو ( )(; '; 'v x y zG متجهتان 

   V3من
uاء المتجهي إحداثيات الجد           v∧G Gبالنسبة للأساس ( ); ;i j k

GG G
 حيث                                  (X;Y;Z) هو 

        ' ' ' ' ' 'X yz zy Y zx xz Z xy yx= − = − = −  
 

  ة التالية     ييمكن استعمال الوضع   ملاحظة          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)نعتبر          مثال       ) ( ) ( ) ( ) ( )1;2;1 0; 3;2 1;2;1 1;2;0 2; 1;1C B A u v− − −
G G

  

u                   حدد   v∧G G
  (ABC)                 أحسب مساحة المثلث 

III –تطبيقات الجداء المتجهي   
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 1-  معادلة مستوى معرف بثلاث نقط غير مستقيمية 
      خاصية
    ثلاث نقط غير مستقيمية من فضاء منسوب الى معلم متعامد ممنظم مباشر C وBوA  لتكن 

                          ( ) ( )M ABC AB AC AM∈ ⇔ ∧ ⋅
JJJG JJJG JJJJG

     

    
  (ABC)           حدد معادلة المستوى C(2;1;2) و B(1;-1;1) و A(1;2;3)نعتبر     مثال  
  تقاطع مستويين   -2  

  نعتبر في فضاء منسوب الى معلم متعامد ممنظم مباشر
            ax+by+cz+d=0   :  (P)   

      a´x+b´y+c´z+d´=0    : (P´)       
)        لدينا  ); ;n a b cG

) و(P)  منظممية لـ  )' '; '; 'n a b cG
  (´P)  منظممية لـ 

n' موجه بـ (´P) و(P) تقاطع (D) متقاطعين فان المستقيم (´P) و(P) آان اذا*    n∧G G
  

'ا آان ذا*    0n n∧ ≠
G G

n' متقاطعان وفق مستقيم موجه بـ (´P) و(P) فان  n∧G G
  

      تمرين
  :4x-4y+2z-5=0   (P´)   و   :x+2y-2z+3=0  (P)حدد تقاطع      

 3-  مسافة نقطة عن مستقيم  
  (D) مسقطها العمودي علىH نقطة من الفضاء وuG , Mو موجه بـ A مستقيم مار من (D)  في الفضاء   

                          

( )
. sin .

2

AM u AH HM u HM u AHetu liés

AM u HM u HM u HM u

AM u
HM

u

π

∧ = + ∧ = ∧

∧ = ∧ = =

∧
=

JJJJG JJJJG JJJJG JJJJG JJJJGG G G G

JJJJG JJJJGG G G G

JJJJG G

G

            

        خاصية     
  . نقطة من الفضاءuG , Mو موجه بـ A مستقيم مار من (D)    في الفضاء    

) هي  (D) عن المستقيم M                                      مسافة النقطة   )( );
AM u

d M D
u

∧
=

JJJJG G

G  

     تمرين    

      A(3;2;-1)             ( )( ) ( )
2

; ? : 2
1

x t
d A D D y t t

z t

= −
= = ∈
 = +

\  

  
    مرينت   
   المستقيم الذي (D) و B(-2;1;3)و A(1;2;1)نعتبر  ر  في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباش     

معادلته              
2 3 0

2 3 1 0
x y z
x y z
− + − =

 + − − =
  

OAحدد  -1 OB∧
JJJG JJJG

  (OAB) ثم حدد معادلة ديكارتية للمستوى 
 d(A;(D))حدد  -2
  (D)للمستقيم    و مماسة Aالتي مرآزها (S)ديكارتية للفلكة أعط معادلة   -3       
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  ائيةة الفض� الهندس�

 �ذ��ر : )1

 

�� ا����ء ا����وب إ�� ���م �����د ���ظم ( ), , ,O i j k

r r r  

)���ن  � ), ,A A AA x y z  و( ), ,B B BB x y z   

 �ABإ#دا"��ت ا��� �
uuuur

  :( ), ,B B BA A AAB x x y y z z− − −
uuuur

  

 ��):  ABا���� ) ( ) ( )2 2 2

B B BA A AAB x x y y z z= − + − + −  

AB���'ف ا�%ط��  Iإ#دا"��ت                    :, ,
2 2 2

B B BA A Ax x y y z z
I
 
 
 

+ + +
 

)���ن  � ), ,u x y z

r    و

( )', ', 'v x y z

r 

 : �2��ظم �� � 2 2u x y z= + +r
2و     2 2

' ' 'v x y z= + +r
  

.ا� داء ا�����:  ' ' 'u v xx yy zz= + +r r
  

 : ��'�(. 0u v u v= ⇔ ⊥r r r r
  

 

 ��"�ل *�را��ري ����%�م: �

 

)���ن  )D  �)ا����%�م ا���ر �ن ا��%ط ), ,A A AA x y z  �)و �و , *���� � ), ,u

α β γr  

( ) ( ), ,M x y z D∈ ⇔ AM
uuuuur

uو  
r

  ���%�����ن  

                               ⇔  ( ) .t AM t u∈ =
������ �

ℝ  

                               ⇔ ( )
A

A

A

x x t

t y y t

z z t

α

βγ






= +
∈ = +

= +
ℝ  

)ا��ظ�� ا/)�رة ���� ��"�- *�را��ر�� �����%�م  )D 

 

 ���د�� د���ر��� ����وى: �

 

)���ن  )P  �)و ا��� ��  Aا����وى ا���ر �ن ا��%ط ), ,n a b c
r

)��ظ��� �����وى   )P  

( ) ( ), , . 0

0

M x y z P AM n

ax by cz d

∈ ⇔ =
⇔ + + + =

uuuuur r

  

 

: ��'�(  

)إذا ��ن  )P  ,0���وى ���د��ax by cz d+ + + �1ن  =( ), ,n a b c

r 

)ھ� �� �� ��ظ��� �����وى  )P.  
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� �%ط� 4ن ���وى : ����� 

 

)���ن  )P  ,0���وى ���د��ax by cz d+ + + )و  = ), ,x y zΩ Ω ΩΩ ن ا����ء� �  �%ط

                        ( )( )
2 2 2

,
ax by cz d

d P
a b c

Ω Ω Ω+ + +
Ω =

+ +
 

  

  
  
  

  

2( � ا����

 

 ��ر�ف :  . أ

 

  

  4ددا #%�%�� �و *� 6ط��r �%ط� و  ���Ωن 

M�ن ا����ء ا��� �#%ق  M� �و4� ا��%ط  rΩ )و �ر�ز ��� *��ر�ز :  rو 4��9��  ��Ω�� ا����� ا��� �ر�زھ�  = ),S rΩ  

  

  

  

� *�ر�زھ� و 4��9�� :  . ب�� ��ر���� � ���د�� د���ر��

  

  

� �ر�زھ� ���� �)���د�� د���ر�� ), ,a b cΩ  ��4��9 وr : ھ�  

( ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c r− + − + − =  

  

  

  

� *;#د أ6ط�رھ� : . ج  �� ��ر���� �  ���د�� د���ر��

  

  

)���ن  )S  أ#د أ6ط�رھ� ����AB    وM ن أ����ء� �  �%ط

( ) . 0M S AM BM∈ ⇔ =
uuuuur uuuuur
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2� �و4� ا��%ط ا��� �#%ق: Eدرا��  . د               2 2
0x y z ax by cz d+ + + + + + =

 
  

  
  

  

2 2 2
0x y z ax by cz d+ + + + + + =  <����

2 2 2 2 2 2
4

2 2 2 4

a b c a b c d
x y z
     
     
     

+ + −+ + + + + =  

  ھ��ك "-ث #�=ت :

• 
2 2 2

4
0

4

a b c d+ + − <  :E ���ر@ � � �و4

• 
2 2 2

4
0

4

a b c d+ + − =  :E  �,ھ� ا��%ط� ا/#�د� ,
2 2 2

a b c  
  

  

− − −Ω 

• 
2 2 2

4
0

4

a b c d+ + − >  :E  ا��� �ر�زھ� �,ھ� ا���� ,
2 2 2

a b c 
 
 

− − −Ω  ��4��9و
2 2 2

4

2

a b c d
r

+ + −= 

  
  

  

� و ���وى )3���� � ا/و��ع ا���*�

 

)���ن  )S  ر�زھ�� ����Ω  ��4��9 وR  B�� .( )( ),d d P= Ω  

)��4 ا����وى  Ωا���%ط ا���ودي ���ر�ز  ���Hن  )P  

  

  
  

)ا�����ى   )P  ا����� ���� �( )S  

  

  

  
  

  

  

  

)ا�����ى   )P  ������ س���( )S  ��

  Hا����� 
  

    

)ا�����ى  )P  ا����� ����( )S   �و

)دا�#ة  )C  ھ�%&#�H  �
و ()�'

2 2r R d= −  
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� و ���%�م : )4���� � ا/و��ع ا���*�

)���ن  )S  ر�زھ�� ����Ω  ��4��9 وR  B�� .( )( ),d d= Ω ∆  

)��4 ا����وى  Ωا���%ط ا���ودي ���ر�ز  ���Hن  )∆  

  

)ا������*  )و ا�����  ∆( )S

� ����ط)�ن  

  

)ا������*    ���س ������  ∆(( )S  ����ا� ��

H

    

)ا������*  )�.�#ق ا�����  ∆( )S  /����0 ��

 /�����.�  

  

  

 ا� داء ا��� �� : )5

  

�   . أC�':ا� ��داء ا���  �� � ا��#����

 

uإذا ��ن  xi yj zk= + +

r r rr    و

' ' 'v x i y j z k= + +

r r rr  

�1ن 
' ' ' ' ' '

y z x z x y
u v i j k

y z x z x y
∧ = − +

r r rr r
  

  

  

 ا��%���� �� ���ن :  . ب

 

0u v∧ =

rr r  

  <����u

r 

vو  

r 

  ���%�����ن 
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 ا��%���� "-ث �%ط :  . ج

  

A وB وC  <����  ����%���0AB AC∧ =

uuuur uuuurr  

  

  

 ���د�� د���ر��� ����وى :  . د

  

  

0ABإذا ��ن  AC∧ ≠
uuuur uuuur r

�1ن ا��%ط  A وB وC  وى��� ��دد �#� ���)@�ر ���%���� و*������  )ABC   

 �ABو ا��� � AC∧
uuuur uuuur

)ھ� �� �� ��ظ��� �����وى   )ABC  

)و �د��� :  ) ( ). 0M ABC AM AB AC∈ ⇔ ∧ =
uuuuur uuuur uuuur

  

)و ��, �����D ���د�� ا����وى  )ABC  

  


م ��ودي ��� ��
)���ظ� : �ل � )ABC  �������� ون �و����
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tDénombremen    التعداد
I -  مبدأ الجداء  

  :تمهيد     
  :رمي قطعة نقدية  )1

a (  اذا رمينا قطعة نقدية فاننا نحصل اما على الوجهF  أو على  الظهرP   .P=pile    ,     F=Face  
  .نقول أن لنا امكانيتين في هذه الحالة                  

(b  هو عدد المكانيات الممكن الحصول عليها  و اذا رمينا القطعة النقدية مرتين فما:  
                 FF ;   FP ;  PF ;  PP 

(c  و اذا رمينا القطعة النقدية ثلاث مرات  فما هو عدد الامكانيات الممكن الحصول عليها:  
                 PPP   ;    PPF   ;   PFP    ;   FPP    
                FFP    ;   FPF    ;   PFF    ;  FFF  

  : على النحو التالي "  شجرة الامكانيات" يمكن استعمال الشجرة                 
  

                                                               
  

                                                                F                                   P  
  

                                                       
  

                                                  F                       P   F                                    P   
  
  

                                          F            P       F             P   F          P         F              P 
             
 

 :رمي النرد  )2                 
                 

       
  

  . 6الى  1عادة تكون وجوهه الستة مرقمة من النرد هو مكعب                          
                       (a  ممكن    رمينا هذا النرد مرة  واحدة و نسجل الرقم المحصل عليه بعد آل رمية فما هي النتائج ال إذا                   

  .6 ,  5 ,  4,       3,        2,      1:    الجواب . المحصل عليها                 
  .لدينا إذا  ستة إمكانيات                  

                        (b جموعة جميع الامكانيات    اذا قمنا برمي النرد مرتين و آنا نسجل الرقم المحصل عليه  بعد آل رمية فما هي م                  
  المتوقعة ؟                 
  .يمكن إعطاء جدول للنتائج. })1,1( , )1,2( , )1,3( , )1,4(, ) 1,5( , )1,6.....({:  الجواب                  

                       (c   مرات متتالية تظنن عدد جميع الإمكانيات  إذا قمنا برمي النرد  ثلاث.  
                

  تكوين أعداد)  3                 
                       (a   6 - 5 -  4  - 3 - 2 - 1:  بيدقات تحمل الأرقام  6لدينا  

                         (a1  ما هو عدد الأعداد المكونة من ثلاثة أرقام و الممكن تكوينها بواسطة البيدقات .  

                                      (a2  ما هو عدد الأعداد المكونة من ستة أرقام و الممكن تكوينها بواسطة البيدقات .  

                                   (b   ما هو عدد الأعداد المكونة من ثلاثة أرقام  .  
  .من رقمين فقط يعتبر عدد مكون   oxyلعدد :  ملاحظة                          

    5 
 
         1    

      3 



 

     
  مبدأ الجداء: خلاصة         

  اختبار    pنعتبر                   
  آيفية مختلفة   n1ب الاختبار الأول يتم  :  اذا آان                 

  آيفية مختلفة                          n2الاختبار الثاني  يتم ب                               
 آيفية مختلفة  npيتم ب  pالاختبار                               
 n1 x n2 x………x np  : فإن عدد الكيفيات التي تم بها هذا الاختيار هو            

  :تطبيقات           
 آرات سوداء  5آرات بيضاء و  3صندوق يحتوي على  -1

(a    المسحوبة الى الصندوق آرات واحدة تلو الأخرى و لا نعيد الكرة  3نسحب من الصندوق  
  (a1  حبات الممكنة سأعط عدد جميع ال 
  (a2   التي تكون فيها جميع الكرات بيضاءحبات سأعط عدد ال.  
  (a3  التي تكون فيها جميع الكرات سوداءحبات سأعط عدد ال.  
  (a4  التي تكون فيها جميع الكرات لها نفس اللونحبات سأعط عدد ال.  

               (b   ندوق قبل سحب الأخرى وهكذاصال إلىنفس الأسئلة علما أننا نعيد الكرة المسحوب.  
  .نسحب بيدقتين بالتتابع.   4  -3  - 2 - 1 – 0بيدقات تحمل الأرقام  5آيس يحتوي آلى  -2          

   إذا آانت البيدقة الأولى تحمل رقما فرديا نعيدها إلى الكيس ثم نسحب الثانية              
  و إذا آانت البيدقة الأولى تحمل رقما زوجيا لا نعيدها إلى  الكيس ثم نسحب الثانية               

                (a   ما هو عدد جميع الإمكانيات  
                (b   ما هو عدد إمكانيات الحصول على بيدقتين يحملن رقما فرديا  
                (c  ت الحصول على بيدقتين يحملن رقما زوجيما هو عدد إمكانيا  

 
 II -     الترتيبات:    ntLes arrangeme 

  :تمهيد         
  .ان للمرضى الثلاث أن يجلسوبكم من طريقة يمك. مرضى  3آراسي و  10العيادات يوجد  إحدىفي قاعة انتظار  -1
آل طاولة لا تسع إلا (يمكن للأطفال أن يجلسوا بكم من طريقة . طاولات 5أربعة أطفال دخلوا إلى قاعة للمطالعة فوجدوا  -2

 )لطفل على الأآثر
 .بكم من طريقة يمكن اختيار ثلاث تلاميذ واحد تلو الأخر من هذا القسم . تلميذ  42قسم يحتوي على -3

      
  :تعريف        

   nن بين عنصر م  pيسمى يسمى ترتيبه ل   (p≤n)عنصر   nعنصر من بين  pآل ترتبب ل                
  :عدد الترتيبات 

 
  :تمهيد         

  .عنصر    nمجموعة تتكون من                
  بالتتابع nعنصر من بين  pنريد اختيار                
  طريقة   nلدينا  لاختيار العنصر الأول                
  طريقة  (n-1)و لاختيار العنصر الثاني لدينا                

  .طريقة (n-p+1)لدينا   pnو لاختيار العنصر                
  .nعنصر من بين  pطريقة مختلفة لاختيار   : n(n-1)…….(n-p+1)  وحسب مبدأ الجداء لدينا               

     
 : مبرهنة        

pب و نرمز له    n(n-1)………..(n-p+1)هو    n   p≤nعنصر من بين  pعدد الترتيبات ل                
nA  

                                          ( ) ( )3
5 1 ...... 1A n n n p= − − +    

1:  مثال 
5A            ,2

6A       ,3
5A    

   



 

  عنصر  nتسمى تبديلة ل   nعنصر من بين   nآل ترتيبة ل                  
  :عدد التبديلات         

n عنصر هو العدد  nعدد التبديلات ل                  
nA  

                                                                    ( )1 ............... 2 1n n − × × 
n!    :و نرمز له  ب                    .  n factorielعاملي أو  nو نقرأ .  

                                                                    ( )! 1 ............... 2 1n n n= − × ×                                                         
!0  :اصطلاح          1=                                            

  =!5 120            =!63:    مثال                     
         
  :ملاحظة هامة         

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )

( )

1 ......... 1

1 .... 1 ! !
! !

!
!

p
n

p
n

A n n n p

n n n p n p n
n p n p

nA
n p

= − − +

− − + −
= =

− −

=
−

                                             ( ) ( )1 ......... 1p
nA n n n p= − − + 

                       ( ) ( )( )
( ) ( )

1 .... 1 ! !
! !

n n n p n p n
n p n p

− − + −
= =

− −
                                                    

  

                                                     
( )

!
!

p
n

nA
n p

=
−

  

        
                                

  
 VI-  التأليفات     :Les combinaisons  
   

  :تمهيد         
} :مجموعة نعتبر ال -1 }, , ,E a b c d=   

  Eجدد جميع أجزاء  
 أشخاص  5من بين  ثآنيا نريد اختيار شخصين -2

  .ما هو عدد الطرق لإجراء هذا الاختبار
         
  :تعريف         

  عنصر   nمجموعة مكونة من   Eلتكن                    
 nعنصر  من بين  pيسمى تأليفة ل   (p≤n)ر عنص Pمكون من   Eآل جزء من                    

      
  :عدد التأليفات        

    (p≤n)  و      عنصر   n مجموعة مكونة  من   Eلتكن                   
p :   هو  الإمكانياتعدد جميع  إنف   E من إحلالعنصر بالتتابع و بدون   pأردنا اختيار إذا                   

nA    
  nعنصر  من بين   pهو عدد التأليفات ل   Nو ليكن                   
  نلاحظ أنه بالنسبة للتأليفات  الترتيب غير مهم                   
 : و منه  nعنصر من بين  pتيبة  ل تر p! هناك  nعنصر من بين   pهناك  ل  nعنصر من بين  pاذن لكل تأليفة ل                    

                                              !p
nA p N= أي                  

!

p
nAN

p
=     

       
        

 III - بديلاتالت :    les permutations  
        
: تعريف        



 

هو العدد     n    (p≤n)عنصر من بين   pعدد التاليفات ل                    
!

p
nA

p
p:  و الذي نرمز له ب    

nC   

                                                         
!

p
p n

n
AC
p

=  

                                              
( )

!
! !

p
n

nC
p n p

=
−

  
  :تطبيقات        

2 :    سب أح -1
4C   ,1

3C    ,1
nC    , 0

nC   
n  :بين أن  -2 p

nC −= p
nC 

1   :بين أن  -3
1

p p p
n n nC C C−

++ =     ,1 p n≤ ≤ 
 مثلث باسكال -4

)          :صيغة الجدائية  -5 )
0

n
n p n p p

n
p

a b C a b−

=

+ =∑ 

)          ::أحسب أحسب   ))11 :   أمثلة   )51n +  

0        ::بين أن بين أن )  )  22                                                     1 2 ..... 2n n
n n n nC C C C+ + + + =  

 عنصر   nعلى  تويتح عدد أجزاء مجموعة استنتج                                                  
  2n عنصر هو  nعدد أجزاء مجموعة تحتوي على :  خاصية   

                            ( ) 2cardEcardP E =  
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 حساب الاحتمالات

    الثانية سلك بكالوريا علوم تجريبية
  

I- التجارب العشوائية   
  1- تقديم  يوجد نوع من الأحداث تقع دائما بنفس الطريقة، فمثلا إذا أطلقنا شيئا ذا وزن من يدنا نعلم مسبقا أنه 

اد المعادلات و قوانينها و معطياتها          سوف يسقط   على الأرض ، إن دراسة هدا النوع من الأحداث بعد إيج  
.أن نتوقع نتيجتها النهائية          الأولية المنظمة لها يمكن  

فمثلا إذا ,        لكن هناك نوع آخر من الأحداث التي تنتج عن نفس المعطيات ومع دلك لا يمكن أن نتوقع نتيجتها   
رغم إن ,  مسبقا الرقم الذي سيعينه النرد عندما يستقر        رمينا  نردا على طاولة مستوية لا يمكن إن نعلم  

.         المعطيات لا تتغير في  آل محاولة  
.        إن هذه التجارب تسمى تجارب عشوائية أو اختبارات عشوائية   

ا حسب         إن التفكير في تجربة عشوائية ما معناه جرد جميع الإمكانيات أي جميع النتائج المحتملة و ترتيبه  
.        درجة احتمال وقوعها  

  2- أمثلة   * "رمي النرد في الهواء" تجربة عشوائية.       هناك 6 نتائج ممكنة 
.تجربة عشوائية " آرات 7سحب ثلاثة آرات من آيس يحتوي على                * "   

  .  نتيجة ممكنة إذا آان السحب تأنيا 37C -                                          هناك 

                                                 - 37Aنتيجة ممكنة إذا آان السحب بالتتابع وبدون إحلال .  
  .ابع وبإحلال نتيجة ممكنة ادا آان السحب بالتت 73 -                                                 

  .تجربة عشوائية مكونة من اختبارين عشوائيين" رمي قطعة نقود مرتين               * " 
}                                 مجموعة النتائج الممكنة  }; ; ;FF FP PF PP   

   مصطلحات -3 
      a- آون الإمكانيات– الإمكانية   

  .من بين النتائج الممكنة لتجربة عشوائية تسمى إمكانية                   آل نتيجة 
  Ω                   مجموعة النتائج الممكنة لتجربة عشوائية تسمى آون الإمكانيات و نرمز له بـ 

}    * أمثلة       };F PΩ   ". طعة النقود مرة واحدة رمي ق"  آون الإمكانيات المرتبط بالتجربة =

 *                { }1,2;3;4;5;6Ω   ".رمي النرد مرة واحدة "  آون الإمكانيات المرتبط بالتجربة =

     b- الحدث   
  . آون الإمكانيات يسمى حدثا Ω                   آل جزء من المجموعة 

}*      أمثلة       };A PP FF= رمي قطعة النقود مرتين متتاليتين "  هو حدث من التجربة"  

 *                 {   "رمي النرد مرة واحدة "   هو حدث من التجربة 1{

  "رمي النرد مرة واحدة " نعتبر التجربة العشوائية                  * 
                           B "  هو حدث في هده التجربة    " الحصول على عدد زوجي{ }2;4;6B =  

     c- تحقيق أو وقوع حدث   
  . قد تحققA فإننا نقول إن الحدث A             إذا قمنا بتجربة و آانت النتيجة تنتمي إلى الحدث 

  " الحصول على عدد زوجي  " B فان نقول إن الحدث6 أو 4 أو 2  فمثلا إذا رمينا نردا و حصلنا على أحد الأعداد 
  . قد تحقق

    d-تحقيق الحدثين  A B∩ و A B∪  
A  في نفس الوقت فإننا نقول إن الحدثB و الحدثA     إذا تحققا الحدث        B∩قد تحقق .  

A فإننا نقول إن الحدث  أو هما معا B أو الحدثA            إذا تحققا الحدث B∪قد تحقق   .  
         مثال  

  "رمي النرد مرة واحدة "       التجربة 
  "     وجي الحصول على عدد ز " Bو  " 3الحصول على عدد قابلة للقسمة على  " A              نعتبر الحدثين  

A فإننا نقول إن الحدث  6         إذا رمينا النرد و حصلنا على  B∩       قد تحق   
A فإننا نقول إن الحدث  6 , 4, 3 ,  2         إذا رمينا النرد و حصلنا مثلا  على أحد الأعداد   B∪قد تحقق   

    e-ة أحداث خاص   
  آون الإمكانيات Ω                          ليكن 
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      الحدث الأآيد  - أ
               Ω ⊂ Ωو بما أن نتيجة التجربة تنتمي دائما إلى آون الإمكانيات  Ω أي أن Ωدث يتحقق دائما ح  

  . يسمى الحدث الأآيدΩ                       فان
    الحدث المستحيل - ب
  ⊂ Ω○ يســمى الحدث المستحيل○ لا يتحقق أبدا فان ○أي  ,  لا يحتوي على أي نتيجة ○ و بما أن.  

  .  الحدث الابتدائي هو حدث يحتوي على إمكانية واحدة الحدث الابتدائي-ج      
                               { }pp   رمي قطعة نقود مرتين " حدث ابتدائي في التجربة"  

     f- انسجام حدثين   
  A∩B=Ø غير منسجمين إذا و فقط B و A                 نقو ل إن الحدثين               

  مثال        
  "رمي قطعة النقود ثلاث مرات متتالية " التجربة    

}              نعتبر الأحداث  } { } { }; ; ; ; ;C FPF PFF FFP B FPP PFF PPF A FFF PPP= = =  

              A و B غير منسجمين لأن  A∩B=Ø  
             { }B C PFF∩    منسجمان Cو B   ومنه =

 
   g-ليكن      الحدث المضادΩآون الإمكانيات   

      B=Ω∪ A و   A∩B=Ø متضادان إذا وفقط إذا آان B و A                              نقول إن الحدثين
A    نكتب                            B= أو B A=  

    أمثلة      
  .و نسجل رقم وجهه الأعلى" رمي النرد مرة واحدة " نعتبر التجربة *     

}                  آون الإمكانيات    }1;2;3;4;5;6Ω =  

}       نعتبر الأحداث  } { }3;5 1;2;4;6B A=   "عدد فردي  " Cو   "    6عدد مضاعف ل  " D   و  =

   "6عدد أآبر قطعا من  " Fو   "  عدد زوجي   " E         و 
A    و منه B=Ω∪ A و   A∩B=Ø                   لدينا  B=  لدينا     C E=  

                    { }6D   . حدث ابتدائي =

                   A C∩   . حدثان منسجمانC و A و منه ○≠
                     E B∩   . غير منسجمينB و E و منه ○=
                     F حدث مستحيل .  

  " آرات 3نسحب من الصندوق تأنيا . "  آرات حمراء 4 آرات بيضاء و 2نعتبر آيس يحتوي على على       ** 
          A " ط الحصول على آرة واحدة بيضاء فق                 "B "  الحصول على   آرة واحدة حمراء فقط"  

            C "    آرات بيضاء 3الحصول على           "D "  الحصول على آرتين حمراويتين على الأقل "  
3 يضم جميع الإمكانيات و عددها  Ω  آون الإمكانيات               

6C  

1 هو A               عدد إمكانيات الحدث  2
2 4C C عدد إمكانيات الحدث                     B 1 هو 2

4 2C C  

               C                      عدد إمكانيات الحدث                       حدث مستحيلD 3 هو 1 2
4 2 4C C C+  

              A و Bغير منسجمين لأن لا يمكن أن نحصل على آرة واحدة حمراء فقط و آرة واحدة بيضاء فقط   
B تحققا معا في نفس الوقتلا يمكن أن ي               (     في نفس الوقت               D=   (  

  
II-الفضاءات الاحتمالية المنتهية   
    أنشطة-1   

                 6و5 و4و3و2و1            نعتبر نردا أوجهه تحمل الأرقام 
  .       نرمي النرد و نسجل الرقم المحصل عليه عندما يستقر 

   "3الحصول على مضاعف لـ  " B"                 الحصول على عدد زوجي  "A        نعتبر الأحداث  
                                  C "   7الحصول على مضاعف لـ"   

  ما هو الحدث الذي له أآبر حظ أن يتحقق ؟.  بتفصيل B و Aحدد  -1
} أي تحقيق الحدث 1ما هي نسبة احتمال الحصول على  -2    ؟ 1{
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  ؟C ثم على B ثم على  A ما هي نسبة احتمال الحصول على   -3                           
   احتمال على مجموعة – 2   
   a-ف تعري  

}                   لتكن  }1 2; ;........ na a aΩ    مجموعة منتهية =

] ينتمي إلى ip بعدد Ω من ia      إذا ربطنا آل عنصر     فإننا نقول 1 و آان مجموع جميع الأعداد هو 1;0[

  . Ω على pاحتمالا  إننا عرفنا      
}تدائي        نقول إن احتمال الحدث الاب }ia هو العدد ip نكتب { }( )i ip a p=.   

)      الزوج  ); pΩيسمى فضاءا احتماليا منتهيا   

b –احتمال حدث   
     تعريف  

) نرمز له ب Aالتي توجد ضمن  هو مجموع احتمالات الأحداث الابتدائية A      احتمال حدث  )p A  

) هو تطبيق من مجموعة الأحداث Ωآل احتمال على  * ملاحظة    )P Ω نحو [ ]0;1  

   *                   ( ) ( )1 0p pΩ = =○  

   نرمي قطعة نقود مرتين متتاليتين   مثال   
                   ما هو احتمال الحصول على الوجه مرتين  

  "ظهور الوجه على الأآثر مرة  " A                 ما هو احتمال الحصول على الحدث 

                  { }; ; ;FF FP PF PPΩ =                       { }( ) 1
4

p FF =  

               ( ) { }( ) { }( ) { }( ) { }1 1 1 3 ; ;
4 4 4 4

p A p PF p FP p PP A PP PF FP= + + = + + = =    

  تمرين
   4 و3و1و أن الأعداد  , 1 هو ثلاث مرات احتمال ظهور العدد2        نعتبر نردا مغشوشا بحيث احتمال ظهور العدد

  .نرمي النرد مرة واحدة.  لها نفس احتمال الظهور 6 و5        و 
  .ه التجربة احسب احتمال آل حدث ابتدائي في هد -1
  "الحصول على عدد زوجي  " Aأحسب احتمال الحدث  -2

    تمرين
  2و1 آرات خضراء مرقمة ب 3 على التوالي و 2و1       يحتوي صندوق على آرتين حمراويتين مرقمتين بـ 

  نسحب تأنيا آرتين من الصندوق . التوالي  على 3       و 
  . حدد آون الإمكانيات  -1
  .أحسب آل حدث ابتدائي   -2
  "الحصول على آرة حمراء واحدة فقط   "Aأحسب احتمال الحصول على الحدث   -3

    "4الحصول على آرتين مجموع رقميهما   "B أحسب احتمال الحصول على الحدث  -4            
 3- احتمال اتحاد و تقاطع حدثين

   a -احتمال اتحاد حدثين غير منسجمين   
  ير منسجمين  حدثين غB و A                  ليكن 

                  
{ } { } { }

( ) { }( ) { }( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1

; ;......; ; ; ;.......; ; ;.......; ; ;......;n m m n

n m

i i
i i

A B a a a b b b B b b b A a a a

p A B p a p b p A p B
= =

∪ = = =

∪ = + = +∑ ∑
  

          خاصية     
)      B و A           لكل حدثين غير منسجمين  ) ( ) ( )p A B p A p B∪ = +    

  b-احتمال الحدث المضاد   
A                                     لدينا    A A A∪ = Ω ∩ =○  

                                            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1p A A p A p A p p A p A p A p A∪ = + ⇔ Ω = + ⇔ = +  

     خاصية   
) من A         لكل حدث  ) ( )1p A p A= − Ω  

  c- احتمال اتحاد حدثين   
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}      Ω حدثين من B و A            ليكن  }/B A x B x A− = ∈ ∉  

)        لدينا    ) ( )A B A A B A B A∩ − = ∪ = ∪ −○  

)        ومنه      ) ( ) ( )p A B p A p B A∪ = + −  

)        و لدينا     ) ( ) ( ) ( )A B B A B A B B A∩ ∩ − = = ∩ ∪ −○    

)        و منه    ) ( ) ( )p B p A B p B A= ∩ + −  

)        أي        ) ( ) ( )p B A p B p A B− = − ∩  

)        ادن    ) ( ) ( ) ( )p A B p A p B p A B∪ = + − ∩   

  
  

  خاصية
)    Ω من آون الإمكانيات من  B وA لكل حدثين    ) ( ) ( ) ( )p A B p A p B p A B∪ = + − ∩  

   فرضية تساوي الاحتمالات-4
  E و هو عدد عناصر المجموعة  E يقرأ رئيسي cardEتذآير   الرمز       احتمال حدث   
       خاصية    

) هوA     إذا آانت جميع الأحداث الابتدائية متساوية الاحتمال فان احتمال آل حدث  ) cardAp A
card

=
Ω

  

  .      آون الإمكانياتΩ     حيث 
}   البرهان     ليكن   }1 2; ;.........; ncard n a a aΩ = Ω =       A حدث حيثcardA k=  

}                 بما أن جميع الأحداث الابتدائية متساوية الاحتمالات فان  }( ) 11 ii i n p a
n

∀ ≤ ≤ =  

)و بما أن                 )p A تساوي مجموع احتمالات الأحداث الابتدائية التي ضمن A و عددها kفان   

                                                          ( ) 1 k cardAp A k
n n card

= × = =
Ω

 

   ملاحظة  
  أن تفهم           إن فرضية تساوي احتمالات الأحداث الابتدائية يمكن أن تذآر صراحة في نص التمرين آما يمكن 

  .           من خلال شروط التجربة 
     تمرين   

  نسحب ثلاث آرات من الصندوق.  صفراء 6 حمراء و 5 آرات بيضاء و 4            يحتوي صندوق على 
  " الحصول على ثلاث آرات صفراء  " A            نعتبر الأحداث   

                                B  "  الحصول على ثلاث آرات لها نفس اللون"  
                                 C "  الحصول على ثلاث آرات مختلفة اللون "  
                                 D " لى آرة صفراء الحصول على الأقل ع"  

  . إذا آان السحب تأنيا D وC وB وAأحسب احتمال آل حدث من الأحداث  -1
 .نفس السؤال إذا آان السحب بالتتابع و بدون إحلال -2
  . بالتتابع و بإحلالنفس السؤال إذا آان السحب -3

     الحل
3 آون الإمكانيات    Ω ليكن -1      

15 455card CΩ = =  

                 ( ) ( )3 3 3 3
6 5 4 6

34 20 434 20
455 455 99

p B cardB C C C p A cardA C= = + + = = = = =  

        C هو الحدث المضاد ل B      ( ) ( ) 341 1
455

p C p B= − = −  

  " الحصول على ثلاث آرات لا تضم أي آرة صفراء  " F        ليكن 

                                  ( ) 3
9

84 84
455

p F cardF C= = =    

         F حدث مضاد للحدث D                                    ( ) ( ) 841 1
455

p D p F= − = −     
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       تمرين 

) حدثين من فضاء احتمالي حيث    B وA         ليكن  ) ( ) ( )1 1 1
6 4 3

p A B p B p A∩ = = =  

Aبين أن  -1 B A B∩ = ∪  
)أحسب   -2 ) ( )p A B p A B∪ ∪ 

        تمرين 
  نرمي النرد ثلاث مرات متتالية فنحصل على عدد مكون من  , 6 الى1        نعتبر نردا أوجهه الستة مرقمة من 

  أحسب احتمال الأحداث .                    ثلاثة أرقام 
                                           A " 2لحصول على عدد رقم مئاته هو ا"   
                                           B "  الحصول على عدد مكون من أرقام مزدوجة"  
                                           C   " ى مثنى الحصول على عدد مكون من أرقام مختلفة مثن   "  

III- الاحتمال الشرطي   
   الاحتمال الشرطي-1   

     a-تلميذ موزعين حسب الجدول التالي 500    تضم إحدى الثانويات  أنشطة :   

الشعبة
 الجنس

 المجموع ع تجريبية الأدب

 260 120 140 إناث
 240 180 60 ذآور

 500 300 200 المجموع
            

   تلميذ   500                نختار عشوائيا تلميذا من بين 
  أحسب احتمال الأحداث التالية -1

                    G"   اختيار ذآر              "F "  اختيار أنثى       "E "  اختيار فرد من ع تجريبية"  
          L "  اختيار فرد من الأدب     "G E∩ "  اختيار تلميذ ذآر من ع تجريبية "  

  إذا آان تلميذ ذآرا فما هو احتمال لكي يكون من شعبة ع تجريبية ؟ -2
  الحل  

    1- ( ) ( ) ( ) ( ) ( )180 200 300 260 204 500
500 500 500 500 500

p G E p L p E p F p G card∩ = = = = = Ω =   

 إذا آان تلميذ ذآرا فاحتمال لكي يكون من شعبة ع تجريبية هو   -2   
180
240

  

  . ذآر 240 تلميذ ذآر في ع تجريبية من بين 180       لأنه يوجد 

   
180
240

)بـ  هو احتمال الحصول على تلميذ من ع تجريبية علما أنه ذآرا نرمز له  )Gp E أو ( )/p E G  

) علما أن الحدث محققا نكتب   E     يقرأ  احتمال الحدث  ) 180
240Gp E =  

)       لدينا     ملاحظة   ) ( )
( )

( )
( )
( )
( )

( )
( )G

card G E
card G E card p G E

p E
card Gcard G p G
card

∩
∩ Ω ∩

= = =

Ω

        

   b- تعريف     
) حدثين من فضاء احتمالي منته حيث       B  وA    ليكن  ) 0p A ≠  

) محققا هو A علما أن الحدث B       احتمال الحدث  ) ( ) ( )
( )

/A
p A B

p B p B A
p A
∩

= =  



http://arabmaths.site.voila.fr                                                  Moustaouli Mohamed 

)إذا آان لجميع الأحداث الابتدائية نفس الاحتمال  فان            ملاحظة   ) ( )
( )A

card A B
p B

card A
∩

=      

   c-الاحتمالات المرآبة  صيغة   
  خاصية    

) حدثان  احتمالهما غير منعدمين فان B و A                   إذا آان  ) ( ) ( ) ( ) ( )A Bp A B p A p B p B p A∩ = =  

      تمرين
   .2 , 1 , 1  و ثلاث آرات بيضاء مرقمة ب 2 , 1 , 1 , 1 , 1 آرات سوداء مرقمة بـ 5             يحتوي آيس على 

  التتابع و بدون إحلال آرتين         نسحب ب
   "2الحصول على آرتين سوداويتين مجموع رقميهما  " I        أحسب احتمال الحدثين       

                                           J "  2الحصول على آرتين سوداويتين علما أن مجموع رقميهما"   
  الحل      

2 آون الإمكانيات      Ω        ليكن 
8card AΩ =  

    1 آرات سوداء تحمل الرقم 4 يجيب أن تسحب من 2لكي تكون الكرتين سوداويتين مجموعهما        * 

                                             ( )
2

24
42

8

Ap I cardI A
A

= =  

   " 2الحصول على آرتين مجموعهما  " B"        الحصول على آرتين سوداويتين  " Aنعتبر          * 

               ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2
4
2 2

2 28 4
6 52 2

6 6
2
8

B

A
p A B p I A Ap J p A cardB A cardA A
p B p B A A

A

∩
= = = = = = =    

)    بما أن الأحداث الابتدائية لها نفس الاحتمالات فان طريقة ثانية ) ( ) 2
4
2
6

card A B Ap J
cardB A

∩
= =  

  لات الكلية الاحتما-2  
    a- تجزيئ مجموعة   
  تعريف     

2             نقول إن الأحداث  1;........... ;nA A A تجزيئا للفضاء Ω ادا تحقق الشرطان التاليان :  

                   
( )

1 2

; 1 1
..........

i j

n

i j i j i n j n A A
A A A

∀ ≠ ≤ ≤ ≤ ≤ ∩ =

∪ ∪ = Ω

○
  

  b- خاصية الاحتمالات الكلية   
          خاصية   

2              ليكن 1;........... ;nA A A تجزيئا للفضاء Ω .  نعتبرB حدثا من Ω   

                         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 21 2 ...........

nA A n Ap B p A p B p A p B p A p B= + + +  

   البرهان     
             ( ) ( ) ( )1 2 1 2( ......... ) .............n nB B B A A A B A B A B A= ∩Ω = ∩ ∪ ∪ = ∩ ∪ ∩ ∪ ∩  

2       بما أن     1;........... ;nA A A 2 غير منسجمة مثنى مثنى فان 1( );...........( );( )nA B A B A B∩ ∩ ∩ 
  ومنه . غير منسجمة مثنى مثنى

                                     
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 2

.............................

...........
n

n

A A n A

p B p B A p B A p B A

p B p A p B p A p B p A p B

= ∩ + ∩ + ∩

= + + +
  

  آرة سوداء و الصندوق الثاني على آرات بيضاء و4يحتوي الصندوق  الأول على .   نعتبر ثلاث صناديق تمرين  
  .  آرات بيضاء و آرة سوداء 3            آرتين بيضاويتين و آرتين سوداويتين و الصندوق الثالث على 

  .            نختار عشوائيا صندوقا من بين الصناديق الثلاث ثم نسحب منه آرة واحدة 
 .             لنحسب احتمال الحصول على آرة بيضاء 
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i   " 1اختيار الصندوق  " iC         نعتبر الأحداث     3i≤ ≤          B"  سحب آرة بيضاء"  

   Ω تكون تجزيئا لـ  3C و 2Cو 1C ومنه   Ωو اتحادهم هو .  غير منسجمة مثنى مثنى 3C و 2Cو 1C     لدينا 

)    بما أن للصناديق نفس الاحتمال فان        ) ( ) ( )1 2 3
1
3

p C p C p C= = =      

) هي   1C      احتمال الحصول على آرة بيضاء من صندوق  )
1

4
5Cp B =   

) هي   2C      احتمال الحصول على آرة بيضاء من صندوق  )
2

2
4Cp B =  

) هي   3C     احتمال الحصول على آرة بيضاء من صندوق  )
3

3
4Cp B =  

 
   فان حسب خاصية الاحتمالات الكلية Ω  تجزيئا آليا  لـ  3C و 2Cو 1C    بما أن 

                               
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
1 2 31 2 2 3

1 4 1 1 1 3 41
3 5 3 2 3 4 64

C C Cp B p C p B p C p C p C p B

p B

= + +

= × + × + × =
  

    يمكن تلخيص جميع نتائج تجربة في هده الشجرة ملاحظة   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
 
  

)            مثلا   ) ( )3 1

1 4
4 5C Cp B p B= =  

)نتج               من خلا ل الشجرة نست ) 1 1 1 1 1 1 19
3 4 3 2 3 5 60

p N = × + × + × =  

   بحيث C و B و A        ينتج معمل مصابيح آهربائية بواسطة ثلاث آلات  تمرين 
  صابيح المصنوعة غير صالحة  من الم5 °/° من الإنتاج و 20°/° تضمن Aالآلة  
   من المصابيح المصنوعة غير صالحة 4 °/° الإنتاج و 30°/° تضمن Bالآلة  
   من المصابيح المصنوعة غير صالحة 1 °/° من الإنتاج و 50°/° تضمن Cالآلة  

  .هربائيا                    نختار عشوائيا مصباحا آ
   مــــــــــا هــــــــو  احتمـــــــــال-1                  
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a-  لكي يكون المصباح غير صالح و  مصنوع بـA  
b-  لكي يكون المصباح غير صالح و مصنوع بـ B  
c-  لكي يكون المصباح غير صالح و  مصنوع بـC 

  استنتج الاحتمال لكي يكون المصباح غير صالح  -2               

لاحظ أن    ( 
20
100

   هو الاحتمال لكي يكون 5 °/° و  A هو الاحتمال لكي يكون المصباح مصنوعا بـ °20/° =

  )Aلح علما أنه مصنوعا بـ                     المصباح غير صا
  . علما أنه غير صالح Aأحسب احتمال لكي يكون المصباح مصنوعا بـ  -3                  

  الحل  
 1- a-     A "   مصنوع بـA            " I "   غير صالح    "  

                  ( ) ( ) ( ) 20 5 1
100 100 10Ap A I p A p I∩ = = × =  

       b-     B "   مصنوع بـB                 " ( ) ( ) ( ) 30 4 12
100 100 1000Ip B I p B p B∩ = = × =  

       c-     C "  مصنوع بـC                      " ( ) ( ) ( ) 50 1 5
100 100 1000Ip C I p C p C∩ = = × =  

       d-   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...A B Cp I p A p I p B p I p C p I= + + =  

      2-             ( ) ( )
( )I

p A I
p A

p I
∩

=  

IV- الاستقلالية   
   الأحداث المستقلة-1     

  نسحب بالتتابع آرتين من الكيس . آرات حمراء و آرتين خضراويتين 4      يحتوي آيس على نشاط         
  "    الكرة الثانية حمراء  " 2R"               الكرة الأولى حمراء  " 1R                 نعتبر الحدثين  

)                 أحسب  ) ( )
1 2 2Rp R p R ثم قارنهما في الحالتين التاليتين        

  السحب بإحلال -1
 السحب بدون إحلال -2

     1- ( ) ( )1 2 2Rp R p R= أي ( ) ( ) ( )1 2 1 2p R R p R p R∩ =   . مستقلان 2Rو1R   نقول إن ×

     2- ( ) ( )1 2 2Rp R p R≠ 1  نقول إنR2وRغير مستقلين .  

  تعريف 
) مستقلان إذا و فقط إذا آان B وA                 نقول إن الحدثين  ) ( ) ( )p A B p A p B∩ = ×  

  "الحصول على العدد في الرمية الأولى " Aنعتبر الأحداث .    نرمي نردا مرتين متتاليتين تمرين     
               B "  7الحصول على عددين مجموعهما   " C "  الحصول على عددين زوجيين"  

   مستقلان ؟C و Aستقلان ؟    هل  مB و A               هل 
       استقلالية الاختبارات العشوائية-2    

            نعلم أن بعض التجارب العشوائية تتكون من اختبار واحد أو عدة اختبارات عشوائية فمثلا
  "رمي قطعة النقود" اختبار nتجربة عشوائية تتكون من "  مرة متتالية  nرمي قطعة النقود "  - أ
 "رمي النرد " اختبار nتجربة عشوائية تتكون من "  مرة متتالية  nلنرد رمي ا "  - ب
 "سحب آرة" اختبار nتجربة عشوائية تتكون من "  آرة بالتتابع وبإحلال mآرة من بين nسحب "   - ت
سحب " اختبار nتجربة عشوائية تتكون من "  آرة بالتتابع وبدون إحلال mآرة من بين nسحب  "   - ث

 "  آرة
   ت– ب -حظ أنه في بعض التجارب لا تؤثر  نتائج اختبار على اختبار الموالي مثلا آتجارب الأمثلة أ         نلا

  .      ث–          و أنه  في بعض التجارب  تؤثر نتائج اختبار على اختبار الموالي مثلا 

   اختبارات عشوائية مستقلةإذا آانت نتائج اختبار ما لا تؤثر  على الاختبار الموالي نقول إن التجربة تتكون من

  )الاختبارات المتكررة  (  حـــــــــــالة خــــــــــاصة      
  " مرتين بالضبط Fظهور الوجه " Aأحسب احتمال الحدث .    نرمي قطعة نقود ثلاث مرات متتالية  1مثال        
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A FFP FPF PFF

p A p FFP p FPF p PFF

p A C

=

= + +

   = × × + × × + × × = =   
   

  

  
      2مثال       

   ثلاث مرات 3لنحسب احتمال الحصول على رقم قابل للقسمة على .  نرمي نردا خمس مرات متتا لية           
  . بالضبط            

  .خمس مرات " رمي النرد"  تتكون هده التجربة من تكرار الاختيار           
  "3رقم قابل للقسمة على الحصول على  " A           في هدا الاختبار نعتبر الحدث 

          { } ( ) 13;6
3

A p A= =  

  A و اما على الحدث A    عندما نرمي النرد اما نحصل على الحدث               
  :ا يمكن أن نمثل هده التجربة آما يلي ذ   و هك             

  
 

                                                                     
  .A أو A             حيث تشغل الخانات الخمس بـ 

  " ثلاث مرات 3الحصول على رقم قابل للقسمة على " B           نعتبر 
  . أمكنة 5 ثلاث مرات من يبن A هي النتائج الدي يحتل فيها الحدث B    النتائج التي تنتمي الى       

3 هي B          و منه عدد النتائج التي تنتمي الى 
5C.   

 هو Bو بما أن احتمال آل نتيجة تنتمي الى          
1 1 1 2 2
3 3 3 3 3
× × × )  لأن   × ) 2

3
p A =   

)فان               )
3 2 3 5 2

3 3
5 5
1 2 1 2
3 3 3 3

p B C C
−

       = × = ×       
       

  

      خاصية     
  .  في اختبار عشوائي p حدثا احتماله A        ليكن 

k مرة بالضبط   A     k مرة فان احتمال وقوع الحدث n       ادا أعيد هدا الاختبار  n≤ هو   

        ( )1 n kk k
nC p p −−                                                                                 

   الاحتمال لكي يصيب رام الهدف هو تمرين    
2
3

  .قام الرامي بعشر محاولات   , 

   مرات بالضبط ؟6    ما هو الاحتمال لكي يصيب الهدف           
   آرات حمراء 3 آرة سوداء و 12 آرات بيضاء و 5   يحتوي آيس على تمرين    

  .آرات بالتتابع و باحلال  8              نسحب 
    . آرات بيضاء بالضبط 6             أحسب احتمال الحصول على 
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