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�َ
ٔ
 �َ  �� ا

َ
	 
 ْ� َ ُ�
  الِ وَ ا�ّ�  ِ� ا�َ رَ � دِ �ِ  �ُ 

.أ 

�وع ا��������  � ا�!�� �ت و ا�

( )lim
x a

f x
→

= ±∞  ⇔ fC  دي ���د����	�� ���رب ��x a=  

( )lim
x

f x b
→±∞

= ⇔ 
f

C  د������ ����� ���رب أ��y b=  أو ! �ار  ∞+! �ار−∞   

( ) ( )( )lim 0
x

f x ax b
→±∞

− + = ⇔ fC  ���#��� �$�� رب��� ����y ax b=   ∞−أو ! �ار  ∞+! �ار  +

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

� �!�!( و �)' ا&�%$�ف .ب %(* 

)إذا &�ن  � )" 0x I f x∀ ∈ �(ن  ≤( )fC    ب#*� 

  

 

  
 

���ل �رع  

����� �� ا��
ه 
 ��ور ا�را��ب
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���ل ��
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)إذا &�ن  � )" 0x I f x∀ ∈ �(ن  ≥( )fC +���   

 
�(ن ا�-�a   �3/-�#م و /�1+ إ�0ر/.� -#    f"إذا &��,    �( )( ),I a f a �3 ا���3ف�� �ھ   

�(ن ا�-�a   �3/-�#م و 6 /�1+ إ�0ر/.� -#    f'إذا &��,    �( )( ),I a f a �3 ا���3ف�� �ھ 

 
 

  

�01 و ��/ر *.�-,   .ج �( )fC 

xا�	7���8 ذي ا�	��د��  � a=  :� ل�	ر /�*�( )fC ⇔ 
( ) ( )

: 2

: 2

f f

f

x D a x D

x D f a x f x

∀ ∈ − ∈

∀ ∈ − =

 

 

)ا�-��3  � ),a bΩ  ل �:�	/ ;&+�( )fC ⇔ 
( ) ( )

: 2

: 2 2

f f

f

x D a x D

x D f a x b f x

∀ ∈ − ∈

∀ ∈ − = −

  

 

 ا*�3ل دا�� �2د � .د 

� f  �� ��<��a ⇔ ( ) ( )lim
x a

f x f a
→

= 

� f  �� ��<��a =�	ا�� >�⇔ ( ) ( )lim
x a
x a

f x f a
→
>

= 

� f  �� ��<��a ا���8ر >�⇔ ( ) ( )lim
x a
x a

f x f a
→
<

=  

� f  �� ��<��a ⇔ ( ) ( ) ( )lim lim
x a x a
x a x a

f x f x f a
→ →
> <

= =  

  

5�ھ!� ا�)�� ا�/��$�� .ه � 

�  >��+ھ-� ا���7 ا��@���3  ( و
�د�� ا�*� �[ ],a b ( 

�<  fإذا &��,  ��<��[ ],a b  و( ) ( ) 0f a f b× �(ن ا�	��د��  >( ) 0f x �� ا�	 �ل  = �BCا >� DE ���/] [,a b  

�  >��+ھ-� ا���7 ا��@�E���! ��3#ا���  ( و
�د�� ووE#ا��� ا�*� �[ ],a b ( 

�< fإذا &��, ��3B ��]��>�� و ر/� ],a b و( ) ( ) 0f a f b× �(ن ا�	��د�� >( ) 0f x �� DE و�E#ا �� ا�	 �ل   =�/
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] [,a b  

�+ھ-� ( و
�د�� ووE#ا��� ا�*� �< � �ل  ��I ( 

�<  fإذا &��,  ��3B ��)و  ��I>�� و ر/� )0 f I∈   د����	ن ا�)�( ) 0f x �� DE و�E#ا �� ا�	 �ل  =�/I  

  

 ا*�3ل ��71 دا���6 .و 

: ��G�H  

�< � �ل gو  Iدا�� ��>�� �< � �ل fإذا &��, ��<��

J

  I�*!( )f I J⊂  ن)�g fo  >� ��<��I.  

  

 ا��ا�� ا�%:��9 .ز 

: ��G�H  ,��& إذاf  >� ��3B ��دا�� ��>�� ور/�
�(ن ا�	��د��  �I �ل( )f x y= I�E( )y f I∈  ���/

 DEI و�E#ا �� ا�	 �ل 

#د        �& K!+/ �ا�#ا�� ا��y  < ا�#ا��	8/ �*��!
1fو �+�; �.� ب :  fا����8L ��#ا��  −  

 :M$���          ( )
( ) ( )1

1
f y xy f x

y Ix J

−  ==
⇔ 

∈∈ 
  

( )
( )
( )

1

1

;
2

;

f f x x x I

f f x x x J

−

−

 = ∈


= ∈

o

o
  

1دا�� و  ��G�H    =L��fت:     
f

−  >� ��8Lدا��.� ا��
�-� : Jا�	 �ل #�  

� 1f �< ا�	 �ل  − ��<��J  

� f  1وf  �.	� �OP ا�+/�!� −

�  >-*-�1f 8��  fھ� �	�:� �	-*-<  −-��!
�y�	7���8 ذي ا�	��د��  x=   ولCا Q<-	ا� )

( 7��	��  

  

  

 ا<=�)�ق  .ح 

 

 f  ��    ���0D� ��!�Baق 

  

↔

  

  

  

  

↔

  

( ) ( )
lim
x a

f x f a
l

x a→

−
= ∈

−
ℝ  

( )'l f a=  

  

  

↔

  

  

  

↔

  

  

( )fC  �3�-ا� �� �@�	� ����

( )( ),A a f a  �
������ ا�	�

( )'l f a= : و ���د���  

( ) ( ) ( )' .y f a x a f a= − +  

f  ���<  ���0D� ��!�Baق 
  ا��	�=

( ) ( )
lim
x a
x a

f x f a
l

x a→
>

−
= ∈

−
ℝ  

( )'
d

l f a=  

( )f
C  �3�-ا� �� �@�	� ����

( )( ),A a f a  �
������ ا�	�

( )'dl f a= : و ���د���  

( ) ( ) ( )' .dy f a x a f a= − +  
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f  ���<  ���0D� ��!�Baق 
  ا���8ر

  

  

  

↔

  

  

  

  

↔

( ) ( )
lim
x a
x a

f x f a
l

x a→
<

−
= ∈

−
ℝ  

( )'gl f a=  

  

  

  

↔

  

  

  

  

↔

( )fC  �3�-ا� �� �@�	� ����

( )( ),A a f a  �
������ ا�	�

( )'gl f a= : و ���د���  

( ) ( ) ( )' .gy f a x a f a= − +  

f  ���  ���0D� ��!�Baق 

f

  �� ���0D� ��!�Baق 
�< ا��	�= 

� f  �� ���0D� ��!�Baق 
�< ا���8ر 

� ( ) ( ) ( )' ' '
d g

f a f a f a= =

( )fC  �3�-ا� �� �@�	� ����

( )( ),A a f a  �
������ ا�	�

( )'l f a= : و ���د���  

( ) ( ) ( )' .y f a x a f a= − +  
  

 

�< ا��	�= و  ���0D� ��!�Baق ��  fإذا&��,  �f  ���< ا���8ر و  ���0D� ��!�Baق ( ) ( )' 'd gf a f a≠  ن)�f  +�S

 ���� ھUه ا�*���   ���0D� ��!�Baق  .( )fC  �3�-ا� ���� �>P� �	�س ��P��Vن ��( )( ),A a f a  ن�.
����Dھ	� ا�	�

( )'df a    و( )'gf a  �3�-و ا�( )( ),A a f a < ���3 �;واة	8/ 

)إذا &��,  � )' 0f a �(ن  =( )fC  �� ����� �	�س أ��( )( ),A a f a  

  

( ) ( )
lim
x a
x a

f x f a

x a→
>

−
= +∞

−
  ⇐ f  ���< ا��	�= ���0D� ��!�B +�Saق   

( )f
C   �3�-ا� �� >�Cا �*� �
�� �>Q �	�س 	�دي ����( )( ),A a f a

  
( ) ( )

lim
x a
x a

f x f a

x a→
<

−
= +∞

−
 ⇐ f  ���< ا���8ر ���0D� ��!�B +�Saق   

  

( )f
C   �3�-ا� �� �P@Cا �*� �
�� �>Q �	�س 	�دي ����( )( ),A a f a  

( ) ( )
lim
x a
x a

f x f a

x a→
>

−
= −∞

−
 ⇐ f  ���< ا��	�= ���0D� ��!�B +�Saق   

  

( )fC   �3�-ا� �� �P@Cا �*� �
�� �>Q �	�س 	�دي ����( )( ),A a f a

  
( ) ( )

lim
x a
x a

f x f a

x a→
<

−
= −∞

−
 ⇐  f  ���< ا���8ر ���0D� ��!�B +�Saق   

  

( )fC   �3�-ا� �� >�Cا �*� �
�� �>Q �	�س 	�دي ����( )( ),A a f a
  

 

  

  Iا�.@�ل   f'ا��ا�� ا�.?�)�   fا��ا�� 

x ka0x aℝ
*nx x n ∈֏ ℕ  1nx nx −

a  ℝ  
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*nx x n ∈֏ ℤ { }1−  1nx nx −
a  ] [0,I = [أو    ∞+ [,0I = −∞  

*rx x r ∈֏ ℚ { }1−  1r
x rx

−
a  ] [0,I = +∞  

x xa  1

2
x

x
a  ] [0,I = +∞  

1
x

x
a  

2

1
x

x

−
a  ] [0,I = [أو    ∞+ [,0I = −∞  

sinx xacosx xaℝ

cosx xasinx x−aℝ

tanx xa  2

2

1
1 tan

cos
x x

x
+ =aℝ /

2
k k

π
π

 
+ ∈ 

 
ℤ  

 

  

  ا��ا�� ا�.?�)�  ا��ا��

.fα. 'fα
f g+' 'f g+

f g×' 'f g f g× + ×

1

g
  

2

'g

g
−  

f

g
  

2

' 'f g fg

g

−
  

g fo' 'f g f× o  

f  '

2

f

f
  

n1' n

−

  
 

�  =L��n ∗∈ℕ  

    ( ) ( )
1

1
0 'n

nn
x x

n x −
∀ > =  

�� ��3B و ���0D� ��!�Bق �< � �ل  fإذا &��,  �
�(ن  Iدا�� ��n f  >�و  ���0D� ��!�BIق 
 : �-�#� 

    ( )( ) ( )

( )( )
1

'
'n

n
n

f x
f x

n f x
−

=  ( )x I∀ ∈  

�  =L��f  ل� � >� ��1/��� دا�� I  ��8Lدا�� ��+f −   =L�� 0وx  0وy  : I�*! دان#( )1

0 0f x y
− =  

)إذا &��,  )0' 0f y 1�(ن  ≠f −  ��)و �#�-�  ���0D� ��!�B0xق  ) ( )
( )

1

0

0

1
'

'
f x

f y

− =  

�(ن  6I /-�#م �<  f'إذا &��,  �
1f −   >�)���0D� ��!�Bق  )f I   : �-�و �#

( )( ) ( ) ( )
( )

1

1

1
'

'
x f I f x

f f x

−

−
∀ ∈ =

o
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  ر/�!� دا�� 

)إذا &��,  � )' 0x I f x∀ ∈ �(ن    ≤f  >� ��#� I/;ا

)إذا &��,  � )' 0x I f x∀ ∈ �(ن    ≥f  >� ��<B�-/I 

)إذا &��,  � )' 0x I f x∀ ∈ �(ن    <f  >� ��3B  ��#� I/;ا

)إذا &��,  � )' 0x I f x∀ ∈ �(ن    >f  >� ��3B  ��<B�-/I  

��G�H  

)إذا &��,  � )' 0x I f x∀ ∈ �<  f'و &��,  ≤ K�-د �-�� �= ا�# ���(ن  I/-�#م f  >� ��3B ��#� I/;ا

)إذا &��,  � )' 0x I f x∀ ∈ �<  f'و &��,  ≥ K�-د �-�� �= ا�# ���(ن  I/-�#م f  >� ��3B ��<B�-/I 

 

  دا�� ا��C/Dر �� ا�!�5�ي .ط 

1. : Q�+�/ 

1دا�� ا����Sر��7 ا�-��+ي ھ� ا�#ا�� اGC��� ��#ا�� 
x

x
a 

�< ا�	 �ل ] [0,+∞  ��و �+�; �.� !��+�; :  1و ا��� /-�#م 

ln  
  ا@�-��
�ت و ��G�Hت : .2

� ] [ln 0,D = +∞   ( )( )ln 0> 

� ] [( ) ( )
1

0, ln'x x
x

∀ ∈ +∞ ��  lnإذن ا�#ا��   =#�/;ا

 >� ��3B] [0,+∞  

� 0; 0 ln lnx y x y x y∀ > ∀ > = ⇔ = 

� 0; 0 ln lnx y x y x y∀ > ∀ > > ⇔ > 

� 0; 0 ln lnx y x y x y∀ > ∀ > ≤ ⇔ ≤ 

� ( )ln 1 0= 

�  =� #�Eو ����E د# #
��ℝ ℚ  : ب �� ;�+�e 
  I�*!2,718e ≃   : Y�*�)و  )ln 1e = 

� 0 ln ax a x a x e∀ > ∀ ∈ = ⇔ =ℝ 

lnإ�0رة  � x  : 

0إذا &�ن :  • 1x< �(ن  >ln 0x < 

1xإذا &�ن :  • �(ن  ≤ln 0x ≥ 

 lnا��	���ت �< ا�#ا��  .3

 =L��x  وy  =�] rو  ∞+,0] ∈ℚ : �-�#�  

� ( ) ( ) ( )ln . ln lnx y x y= + 

� ( )
1

ln ln x
x

 
= − 

 
 

lim ln
x

x
→+∞

= +∞

ln
lim 0

x

x

x

+

→+∞
=  

    

ln
lim 0

nx

x

x

+

→+∞
=

  

 0
0

limln
x
x

x
→
>

= −∞  

0
0

lim ln 0
x
x

x x −

→
>

=  

  
0
0

lim ln 0n

x
x

x x −

→
>

=

  

    1

ln
lim 1

1x

x

x→
=

−
  

  

( )
0

ln 1
lim 1
h

h

h→

+
=

  
 

: ��G�H  

!*�I  : Iدا�� ���0D� ��!�Bق �< � �ل  Uإذا &��, 
( ) 0x I U x∀ ∈ ≠  

�(ن ا�#ا�� ( )lnx U xa  >�و  ���0D� ��!�BIق 

 : �-�#�( )( ) ( )
( )
'

ln '
U x

x I U x
U x

∀ ∈ =  

�� �ZED�U  : ��3B : إذا &��, 
��

( )( )( ) ( )
( )
'

ln '
U x

U x
U x

=

  

� ا�#وال اGC���  ��#ا��  �	 � : � ���( )
( )
'U x

x
U x

a 
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� ( ) ( )ln ln ln
x

x y
y

 
= − 

 
 

� ( ) ( )ln lnrx r x= 

  

)ھ� ا�#وال :  ) ( )lnx U x λ λ+ ∈֏ ℝ  

  

  

  ا��ا�� ا���H .ي 

. أ

:Q�+�/

 

�� و �+�;  lnا�#ا�� ا����8L ��#ا�� +��/8	< ا�#ا�� اC@�� ا�-
   �exp.� ب : 

  :�ZED�( )exp xx x e∀ ∈ =ℝ  

.

  

: M$��� 

 

( )

( )
( )

ln

0

x x ye y

yx

 == 
⇔ 

>∈   ℝ
 

 

] [

( )
exp : 0,

expx x

+∞ℝ ֏

֏

 

 

exp

D = ℝ       و: 0
x

x e∀ ∈ >ℝ 

 

 =L��

x  وy  =�ℝ : �-�#� 

 

x y

e e x y= ⇔ = 

 

x y

e e x y< ⇔ < 

 

x y

e e x y≥ ⇔ ≥ 

 

( )

: ln xx e x∀ ∈ =ℝ 

 

ln

0 : xx e x∀ > = 
� 0 1e 1eو    = e=  

 ا��	���ت :  . ج

 =L��x  وy  =�ℝ  : �-�#�  

1( x y x ye e e +× = 

2(  
x

x y

y

e
e

e

−= 

3( 
1 x

x
e

e

−= 

4( ( )
r

x rxe e=      ( )r ∈ℚ  

              
lim

x

x
e

→+∞
= +∞  

              
lim

x

x

e

x→+∞
= +∞  

lim
x

nx

e

x→+∞
= +∞

   
lim 0x

x
e +

→−∞
=  

lim 0x

x
xe −

→−∞
=  

0
lim

0

n x

x

�
nزو
x e

�aaaaa+ديn

+

−→−∞


= 
  

0

1
lim 1

x

x

e

x→

−
=

  
و �#�-� :   ���0D� ��!�Bℝق �<  expا�#ا��  )1

( ) ( ) 'x xx e e∀ ∈ =ℝ 

�(ن  Iدا�� ���0D� ��!�Bق �< � �ل  Uإذا &��,  )2
)ا�#ا��  )U x

x ea  >� و �#�-� :   ���0D� ��!�BIق 

                              

( ) ( )( ) ( ) ( )
' '

U x U x
x I e U x e∀ ∈ =  

3( ( ) ( ) 'rx rxx I e re∀ ∈ = 

4(  

ا�#ا
 ��  

���GCا  

xe  
rxe  

  

( ) ( )
'

U x
U x e  

    

xe  
1 rxe
r

  

( )U x
e  
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.ك 

 ��DJHا��وال ا  

f  ل� 	ا� >� ����� : Iدا�� ��+ �	! 

( ) .......f x =  

�<  fا�#وال اGC��� ل I  ��+��
 :��� �	!( ) ......F x =  

  

  Iا�	 �ل 

k  )k (,!�: ����E د#  kx c+

ℝ

  

( ) nn x∗∈ℕ  

1

1

nx
c

n

+

+
+

  
  

ℝ  

( )1; nn n x∗≠ − ∈ℤ  1

1

n
x

c
n

+

+
+

  
] [أو  ∞+,0] [,0−∞  

{

(

)1 rr x∈ − −

  

1

1

rx
c

r

+

+
+

  
] [0,+∞  

( )cos x  ( )sin x  ℝ  

( )sin x  ( )cos x−  ℝ  

( )
( )

2

2

1
1 tan

cos
x

x
+ =  ( )tan x  

( ), ,
2 2

k k k
π π

π π
− 

+ + ∈  
ℤ  

( ) ( )0 ,cosa ax b≠ +  ( )
1

sin ax b c
a

+ +  
  

ℝ

( ) ( )0 ,sina ax b≠ +  ( )
1

cos ax b c
a

−
+ +  

  

ℝ

1

x
  2 x c+  ] [0,+∞  

2

1

x
  

1
c

x

−
+  ] [أو  ∞+,0] [,0−∞  

1

x
   ( )ln x c+  ] [0,+∞  

xe

x

e c+

ℝ

  

�<  fا�#وال اGC��� ل   fا�#ا�� I   >�  0u+وط 

( ) '. nn u u∗∈ℕ  11

1

nu c
n

+ +
+

  
  

( )1; '. nn n u u∗≠ − ∈ℤ  11

1

nu c
n

+ +
+

  
 �L�x  =�I  ,( ) 0u x ≠  

'u

u
  

2 u c+   �L�x  =�I  ,( ) 0u x >  

{

(

)1 '. rr u u∈ − −

  

11

1

ru c
r

+ +
+

   �L�x  =�I  ,( ) 0u x >  

'u

u
  ( )ln u c+   �L�x  =�I  ,( ) 0u x ≠  

' uu e  
ue c+   �L�x =�I
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.ل 

 �9Kب ا��:��, 

��ر�ف : .1

ل  �f�$ن �� %�& ����� �]دا� ],a b  وF  %�& 
'� �]دا�� أ��� ],a b.  


�ل $�f  ن�a  %إ�b  : ھو ا��دد ا������( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫  

2.

�.�ظ
ت :

)/$�ب  � ) ( )
b b

aa
f x dx F x=

∫

 

)�4ي ���0ر آ2ر ���x  : .1$ن ���0ر  � ) ( ) ( ) .........
b b b

a a a
f x dx f t dt f u du= = =∫ ∫ ∫ 

3.


ت :��
2

� ( ) 0
a

a
f x dx =∫ 

� ( ) ( )
b a

a b
f x dx f x dx= −∫ ∫ 

� ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫ 

4.

� ا��$
�ل :�/
2ط

: ���
2  
]دا��
ن �����
ن &�% ا���
ل  gو  �f�$ن  ],a b : 
  .�د�/

�

 

( ) ( )( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫ 

�

 

( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dxα α=∫ ∫     ( )α ∈ℝ 

1. : ���
2
]دا��
ن �����
ن &�% ا���
ل  gو  �f�$ن  ],a b : 
  .�د�/

0fإذا $
/ت  � ≥  %�&[ ],a b  6ن�( ) 0
b

a
f x dx ≥∫ 

0fإذا $
/ت  � ≤  %�&[ ],a b  6ن�( ) 0
b

a
f x dx ≤∫ 

fإذا $
/ت  � g≤  %�&[ ],a b  6ن�( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx≤∫ ∫ 

 

2.

: �ا����� ا���و ط

: ���
  ��ر�ف و 2


ل  �f�$ن  ��� %�& ����� �]دا� ],a b  ا��دد .( )
1 b

a
f x dx

b a
µ =

− � �% ا����� ا���و ط� ل   ∫

f  %�&[ ],a b 

]�ن  �cو�د &�% ا�7ل &دد   ],a b  : ث���( ) ( )
1 b

a
f c f x dx

b a
=

− ∫  

��زاء:  . ب� ���

ل ا��$��� 
�
: ���
2  


ن �.���
ق &�% ��
ل  vو  �u�$ن ���

ن &�%  v'و  u'��ث  Iدا��
ن 7�����I  وa  وb  ر�ن �ن�/&I : 
  �د�/

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' '
b bb

aa a
u x v x dx u x v x u x v x dx= −  ∫ ∫
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I. : ت�E�8	�8ب ا�E  

)��L= ا�	��8ى �-�8!� إ�< ���7 �����#    ), ,O i j

  

 �E�8	ة ا�#Eو.u A  �3�-��! *#د	��3�8 ا�	ا� �E�8� �ھO  و
iا�	� .��= 

r
jو  

r
  

1. .u A i j= ×
r r

   

 

 ��G�H1:  =L��f  ل� � >�]دا�� ��>��  ],a b  

)��E�8 ا�*�; ا�	*>�ر !�=  )f
C  �	د���ھ��� =�U�= ا��	���8	و ا� ��G��Cو �*�ر اx a=  وx b=  : �ھ

( )( ). .
b

a
f x dx u A∫

 ��G�H2:  =L��f  وg  ل� 	ا� >�]دا���ن ��>���ن  ],a b  

)��E�8 ا�*�; ا�	*>�ر !�= )fC و( )gC �	د���ھ��� =�U�= ا��	���8	و ا� ��G��Cو �*�ر اx a= وx b=  : �ھ  

                                                           ( ) ( )( ). .
b

a
f x g x dx u A−∫     

  

  �*�e�/ 7@ت  ر�ZED�  :�ا�+@7 ھ ��  ��E�8 ا�*�; ا�	��ن 

  

  

f  ل� 	ا� >� ��
��[ ],a b  

  

  

  

( )( ). .
b

a
f x dx u A∫  

  

  

f  ل� 	ا� >� ����@[ ],a b  

  

  

  

( )( ). .
b

a
f x dx u A−∫  

  

• f ل� 	ا� >� ��
��  

[ ],a c  

  و

• f ل� 	ا� >� ����@  

[ ],c b  

  

  

  

( ) ( )( ). .
c b

a c
f x dx f x dx u A+ −∫ ∫  
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( )fC  ق�� #
��( )g
C  >�

  ا�	 �ل

[ ],a b  

  

  

  

  

( ) ( )( )( ). .
b

a
f x g x dx u A−∫  

• ( )fC  ق�� #
��( )g
C 

�< ا�	 �ل  

[ ],a c  

  و

• ( )f
C  ,*/ #
��( )gC 

�< ا�	 �ل[ ],c b  

  

  

  

  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ). .

f x g x dx g x f x dx u A

− + −

  

    

I. : �8ب ا�* �مE 

 ��G�H1:  

 =L��( )∑  =��)� 8	� �*>�را !�= ا�	��8 )1P  و( )2P : �ا���ا� >��= ���د���ھ	� U�ا� z a=  وz b=  ( )a b<  

 =L�� و( )S t  78 	ط� ا���/ �E�8�( ��z ا�	��8ى ا�Uي ���د���  ∑( t=  I�Ea t b≤ ≤  

)إذا &��, ا�#ا�� :  )t S ta  ل� 	ا� >� ��<��[ ],a b  ن)�V  78 	7 ا� E( )ھ�  ∑( )
b

a
V S t dt= !�E#ة ��Bس   ∫

  ا�* 7

 

  

 ��G�H2:  

)E 7 ا�	 78 ا�	��# !#وران  )fC  ل� � ������G دورة &���� Cل �*�ر ا�E[ ],a b  : ھ�  

( )( )
2

.
b

a
V f x dx u vπ =

  ∫          : I�E.u v ة ا�* �م#Eو :  

 

 

つづく 
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 مبرهنة التزايدات المنتهية
  الثانية سلك بكالوريا علوم رياضية

 

I 

   1- مبرهنة رول 

) فان c قابلة للاشتقاق في f و آانت c مطراف نسبي في fاذاآان لدالة :        تذآير )' 0f c =  

------------------------------  

]متصلة على دالة  fلتكن        ];a bقابلة للاشتقاق على  و ] [;a b بحيث   ( ) ( )f a f b=  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :لشكل جانبه يؤول هندسيا هذه الشروط     ا

) من المنحنى C         يظهر من خلال الشكل عن وجود نقطة  )fC أفصولها ينتمي الى ] [;a b بحيث المماس 

)لـ  )fC في C يوازي محور الافاصيل  أي يوجد c من ] [;a b بحيث ( )' 0f c =  

      لنبرهن هذا 

[ ثابتة فان f آانت إذا -     * [ ( ); ' 0c a b f c∀ ∈ =  

*     -   f دالة غير ثابتة  ومنه يوجد ] [0 ;x a b∈ حيث  ( ) ( ) ( )0f x f a f b=≺ أو  ( ) ( ) ( )0f x f a f b=  

] متصلة على f      بما أن  ];a b فان f تقبل قيمة قصوى 
x [a, b]

Sup f(x) M
∈

 و قيمة دنيا =
x [a, b]

= Inf f(x) m
∈

  

)     لدينا  ) ( )M f a f b≠ )  أو = ) ( )m f a f b≠    ستكون ثابتةf آان غير ذلك فان إذا لأن =

) آان إذا         ) ( )M f a f b≠ [ من c فانه يوجد = [;a b حيث ( )f c M= أي أن  f تقبل قيمة قصوى عند c  

) فان c قابلة للاشتقاق في f     و حيث  )' 0f c =  

) آان إذا         ) ( )m f a f b≠ [ من c فانه يوجد = [;a b حيث ( )f c m= أي أن  f تقبل قيمة دنيا عند c  

) فان c قابلة للاشتقاق في f     و حيث  )' 0f c =  

   رولمبرهنة    

] معرفة على المجال f         اذا آانت دالة  ];a bتحقق الشروط التالية :  

           1-  f متصلة على [ ];a b  

           2-  f قابلة للاشتقاق على ] [;a b  

           3-   ( ) ( )f a f b=  

[ من c        فانه يوجد عنصر  [;a b حيث ( )' 0f c =  
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 ملاحظات
[ من cوجود   [;a b حيث ( )' 0f c ) حيثk لا يسثني وجود نقط أخرى = )' 0f k =  

 لنطبيق مبرهنة رول الشروط الثلاث ضرورية 

 معطيات مبرهنة رول شروط آافية، لكنها غير لازمة 

  مبرهنة التزايدات المنتهية -2 

  

]متصلة على دالة  fلتكن        ];a b   

[ قابلة للاشتقاق على و [;a b   

  

  :    الشكل جانبه يؤول هندسيا الشرطين 

   C         يظهر من خلال الشكل عن وجود نقطة 

)من المنحنى  )fC أفصولها ينتمي الى ] [;a b   

)بحيث المماس لـ  )fC في C يوازي ( )AB  

  أي أن معامليهما الموجهين متساويين

[ من c يوجد  [;a b بحيث ( ) ( ) ( )
'

f b f a
f c

b a

−
=

−
  

  

      لنبرهن هذا 

) نعتبر  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
f b f a

g x f x x a f a
b a

− 
= − − + − 

  

]متصلة على دالة  gإذن      لدينا  ];a b قابلة للاشتقاق على و ] [;a b    

)  لدينا    ) ( ) 0g a g b= =  

[ من cيوجد عنصر اذن حسب مبرهنة رول  [;a b حيث ( )' 0g c =  

  ] [ ( ) ( ) ( ) ( )
; ' '

f b f a
x a b g x f x

b a

−
∀ ∈ = −

−
  

) منه         و ) ( ) ( )
'

f b f a
f c

b a

−
=

−
  

  

] معرفة على المجال f             إذا آانت دالة  ];a bتحقق الشرطين التاليين :  

           1-  fعلى  متصلة [ ];a b  

           2-  f قابلة للاشتقاق على ] [;a b  

[ من c           فانه يوجد عنصر  [;a b حيث ( ) ( ) ( ) ( )'b a f c f b f a− = −  

    ملاحظات
[ من c وجود [;a b حيث ( ) ( ) ( ) ( )'b a f c f b f a− =  k لا يستثني وجود نقط أخرى −

)حيث ) ( ) ( ) ( )'b a f k f b f a− = −  

  تمرين  

)بين أن  -1 ) 2; sin sinx y x y x y∀ ∈ − ≤ −  

sinx  استنتج أن -2      x x∀ ∈ + ≤  
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  خاصية -3 

     نشاط

] دالتين معرفتين على المجال g  و f             لتكن [0 ;I x=   I  و قابلتين للاشتقاق على ∞+

) حيث  ) ( )0 0f x g x= و ( ) ( )' 'f x g x≥ لكل x منI نعتبر h f g=   I على −

] في المجال hبتطبيق مبرهنة التزايدات المتهية على  ]0 ;x x حيث x I∈ بين أن ( ) ( )f x g x≥ لكل x منI  

  الجواب

] متصلة على g    لدينا  ]0 ;x x و قابلة للاشتقاق على ] [0 ;x x  لكلx منI  

[ من cيوجد عنصر ومنه  [0 ;x x حيث ( ) ( ) ( ) ( )0 0'x x h c h x h x− = )  أي − ) ( ) ( )0 'x x h c h x− =  

)و بما أن  ) ( ) ( )' ' 'h c f c g c= )   و − ) ( )' 'f x g x≥  لكلx منI فان ( )' 0h c )  أي ≤ ) ( )0 ' 0x x h c− ≥  

)ومنه  ) 0h x   Iمن xلكل  ≤

)   اذن  ) ( )f x g x≥ لكل x منI  

] دالتين معرفتين على المجال g  و f             لتكن [0 ;I x=   I  و قابلتين للاشتقاق على ∞+

)     إذا آان     ) ( )0 0f x g x= و ( ) ( )' 'f x g x≥ لكل x منI فان ( ) ( )f x g x≥ لكل x منI  

[ بـIيمكن تعويض المجال : ملاحظة   ]0; x−∞ أو [ ]0 ;x a أو ] ]0;a x أو [ [0 ;x aو الخاصية تبقى صالحة  

  تمرين

بين أن  -1
3

arctan
3

x
x x x+∀ ∈ − ≤  

بين أن  -2
2 2 4

1 cos 1
2 2 4

x x x
x x∀ ∈ − ≤ ≤ − +  

  تمرين

تبر المتتالية نع
3 3 3

2 2 2

1 1 1
1 .................

2 3

nu

n

= + + + +  

)بين أن         )
1n n

u    . متقاربة≤
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 الحسابيات
  الثانية سلك بكالوريا علوم رياضية                                                               

 
I- قابلية القسمة في  

   تعريف-1   
   من b و a              ليكن 
b و نكتب a يقسم b             نقول إن a إذا وجد k حيث  في a kb=  

                     ( ) 2;a b b a k a kb∈ ⇔ ∃ ∈ =  

   ملاحظات-2  
  b مضاعف لـa أوa قاسم لـ b إننا نقول إن a يقسم b إذا آان -      *

} هي المجموعة b     مجموعة مضاعفات العدد∋b ليكن-      * }/b k b k⋅ = ⋅ ∈  

b* ليكن-      * a∈ ∈     :     b a b a⇒ ≤       

b" خاصيات العلاقة -3   a"   

*       - a a a∀ b"  نقول إن العلاقة∋ a " انعكاسية  

*       - 3( ; ; )
b a

a b c b c
a c


∀ ∈ ⇒


b" نقول إن العلاقة a " متعدية  

       *- 3( ; ; )
b a

a b c a b
a b


∀ ∈ ⇒ =


   

  ملاحظة           

              3( ; ; )
b a

a b c a b
a b


∀ ∈ ⇒ =


b"  نقول إن العلاقة a " تخالفية في  

  تمرين

)بين أن  -1 ) 2;a b b a a b∀ ∈ ⇔ ⋅ ⊂ ⋅  

) بين أن -2    ) ( ) ( ) ( )5
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2; ; ; ;a x x y y a x y a x y a x x y y∀ ∈ − ∧ − ⇔ − 

II-القسمة الاقليدية في    
   القسمة الاقليدية في -1      

  مبرهنة       
a حيث  من b و a        ليكن  b≠  

)        يوجد زوج وحيد  );q r حيث 2 من a bq r= 0 حيث + r b≤ ≺  

  
   اصطلاحات 

)       العملية التي تمكننا من تحديد  );q r بحيث a bq r= 0 حيث + r b≤    تسمى القسمة الاقليدية لـ≻

    a علىbفي   
 . الباقيr الخارج و qيه و العدد  يسمى المقسوم علb يسمى المقسوم و العددa       العدد

   القسمة الاقليدية في -2      
               مبرهنة

aحيث * في b و  من a        ليكن  b≠  

)        يوجد زوج وحيد  );q r حيث × من a bq r= 0 حيث + r b≤ ≺  

        اصطلاحات

)ي تمكننا من تحديد                العملية الت );q rبحيث ×  من a bq r= 0 حيث + r b≤   تسمى ≻

   فيbعلى aالقسمة  الاقليدية لـ         
  الباقيr الخارج و q يسمى المقسوم عليه و العدد b يسمى المقسوم و العددa    العدد
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   تمرين      

  2q و باقي q خارج7 على x بحيث يكون للقسمة الاقليدية لـx            حدد الأعداد الصحيحة النسبية 

        تمرين
   و آانq نفس الخارجbعلى a' و القسمة الاقليدية لـ bعلى a        بين إذا آان للقسمة الاقليدية لـ 

     'a x a≺   bعلى x خارج القسمة الاقليدية لـ q فان ≻

III-الموافقة بترديد n  
   تعريف-1    

   من n و  من b و a              ليكن 

]  و نكتب n  بترديدb يوافقa             نقول إن  ]a b n≡ إذا آان n يقسم a b−  

                     ( ) [ ]2;a b a b n n a b k a b kn∀ ∈ ≡ ⇔ − ⇔ ∃ ∈ − =  

 "nالموافقة بترديد "  خاصيات العلاقة -2

] -أ  ]a a a n∀ ∈   انعاآسية" nالموافقة بترديد "   نقول إن العلاقة ≡

) -ب ) [ ] [ ];a b a b n b a n∀ ∈ ≡ ⇒   تماثلية" nالموافقة بترديد "  نقول إن العلاقة ≡

) -ج ) [ ] [ ] [ ]; ( ) ( )a b a b n et b c n a c n∀ ∈ ≡ ≡ ⇒ " nالموافقة بترديد "  نقول إن العلاقة ≡

  متعدية
  علاقة تكافؤ" nالموافقة بترديد " ج بقولنا إن العلاقة      نلخص الخاصيات أ و ب و 

  
   خاصية-د

   من n و  من b و a      ليكن 

     [ ]a b n≡  تكافئ  a و b لهما نفس باقي القسمة الاقليدية على n  

   البرهان     
1 بحيث  من n و  من b و a         ليكن  1a nq r= 2 و + 2b nq r= 10 مع + r n≤ 20 و ≻ r n≤ ≺  

1 أي nي القسمة الاقليدية على  لهما نفس باقb و aإذا آان   2r r= فان ( )1 2a b n q q− = −  

]         أي أن  ]a b n≡  

]عكسيا إذا آان   ]a b n≡ فانه يوجد k حيث  من a b nk− = 

)و منه  )1 2 1 2r r k q q n− = − 1 يقسم n أي − 2r r−  

10و لدينا  r n≤ 20 و ≻ r n≤ 1 ومنه ≻ 2r r n− ≺  

1و بالتالي  2 0r r− 1 أي = 2r r=  

 المجموعة-3   
n

  

 *       -              ( ) ( ); ; 0a n q r a nq r et r n∀ ∈ × ∃ ∈ × = + ≤ ≺  

          - ( ) [ ] { }; 0;1;.....; 1a n r a r n et r n∀ ∈ × ∃ ∈ ≡ ∈ −  

] المجموعة -           ]{ }/x x r n∈    rالصحيحة النسبية التي لها نفس الباقي  هي مجموعة الأعداد ≡

  r نرمز لها بـn            في القسمة الاقليدية على
  في "nالموافقة بترديد "  بالنسبة للعلاقة r تسمى صنف تكافؤ r             المجموعة 

          -         [ ]x r x r n∈ ⇔ ≡        

 *       - { } [ ]0;1;....; 1 /a r n a r n∀ ∈ ∃ ∈ − } أي ≡ }0;1;....; 1 /a r n a r∀ ∈ ∃ ∈ − ≡  

r'  إذا آان -       *  r= 0 و r n≤ 0 و ≻ 'r n≤ r' فان ≻ r=  

 *       -  ( ) { }; 0;1;..; 1 /x n r n x r∀ ∈ × ∃ ∈ − ∈ )    rباقي القسمة الاقليدية على n(  

)              اذن  )0 1 2 .... 1n= ∪ ∪ ∪ ∪ −  

}      المجموعة      }0;1;.....; 1n  برمز لها بالرمز −
n

  

          عناصر 
n

   منفصلة مثنى مثنى
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   أمثلة      

 *      { }0;1
2

0            حيث   = 2= )   و ⋅ ){ }1 / 2 1x x k k= ∈ = + ∈  

  *      { }0;1; 2;3; 4;5;6
7

0    حيث   = 7= ) و ⋅ ){ }1 / 7 1x x k k= ∈ = + ∈   

)      و ){ }2 / 7 2x x k k= ∈ = + )       و∋ ){ }3 / 7 3x x k k= ∈ = + ∈   

)و.................         و  ){ }6 / 7 6x x k k= ∈ = + ∈  

في      
7

532   لدينا  ] لأن =4 ]532 4 7≡  

                         36 6− ] لأن = ]36 6 7− ≡  

  مع الجمع والضرب" nالموافقة بترديد "  انسجام العلاقة -4    
  ة خاصي-      أ

   منn و  منt وz وy وx      ليكن 

]     إذا آان  ]x y n≡ و [ ]z t n≡فان [ ]x z y t n+ ≡ +   

]     إذا آان  ]x y n≡ و [ ]z t n≡فان [ ]x z y t n× ≡ ×  

  منسجمة  مع الجمع والضرب" nالموافقة بترديد "      نقول إن العلاقة 
   نتائج-    ب

x آانت  إذا-   * r∈ و ' 'x r∈ فان ' 'x x r r+ ∈ ' و + 'x x r r× ∈ '       نكتب × 'r r r r+ = +     

'            و  'r r r r× = ×  

*    - ( ) ( ) [ ] [ ]2 *; ; p pa b p n a b n a b n∀ ∈ ∀ ∈ × ≡ ⇒ ≡  

      أمثلة

في        * 
5

        3 4 7 2+ = =      ,         0 1 2 3 4 10 0+ + + + = =    ,      3 4 12 2× = =  

      تمرين 

 حيث في  x        حدد مجموعة الأعداد الصحيحة النسبية 
7

     5 2x + =  

     تمرين

أعط جدول الجمع ثم الضرب في  -1
4

  

70بين أن العدد  -2 702   13 قابلة للقسمة على +3
     تمرين

)بين أن  -1 ) [ ]4 1 0n n n n∀ ∈ − ≡  

2 يقسم 17بين أن  -2 1 3 23 5 2n n− −×  * من n لكل +

1 ، حدد بواقي القسمة الاقليدية للأعداد  من n ليكن -3        2 3 4n n n n+ +     4 على+
  IV-القاسم المشترك الأآبر   

  aD بالرمزaمز لمجموعة قواسم العدد الصحيح النسبي            نر

  تعريف -1

  * من b و a      ليكن 
  يرمز له b و a هو أآبر قاسم مشترك موجب قطعا لـb و a     القاسم المشترك الأآبر للعددين 

a        بـ b∧  

                              
a b

a b

D D
a b

x D D x

δ
δ

δ
∈ ∩

= ∧ ⇔ ∀ ∈ ∩ ≤
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   خاصيات-2   

  * من c  و b و a      ليكن 

                               ( ) ( )
a b b a

a b c a b c

a a a

∧ = ∧

∧ ∧ = ∧ ∧

∧ =

  

48            مثال 60 12∧ =  
  لتحديد القاسم المشترك" القسمات المتتالية " دس أو طريقة  خوارزمية اقلي-3    
   ملاحظة-      أ

  *              *
a aa D D−∀ ∈ =  

 *              ( ) 2*;a b a b a b∀ ∈ ∧ =      ومنه تحديد القاسم المشترك الأآبر لعددين صحيحين نسبيين∧

  .سم المشترك الأآبر لعددين صحيحين طبيعيين                    يرجع إلى تحديد القا

  *  منb و a ليكن -    ب
b إذا آان -            a فان a b b∧ =  

) فانه يوجد زوج وحيد a لا يقسم b إذا آان -            );q r حيث ×* من a bq r= 0 و + r b≺ ≺  

r             بما أن  a bq=   r يقسم b وaك لـ  فان آل قاسم مشتر−

a أي r و b هو قاسم مشترك لـb وa            و بالتالي قاسم قاسم مشترك لـ  b r bD D D D∩ ⊂ ∩  

aلأن  ( a يقسم r و b            عكسيا آل قاسم مشترك لـ bq r= +(   

r أيb وa هو قاسم مشترك لـ r و b            ومنه آل قاسم مشترك لـ b a bD D D D∩ ⊂ ∩   

a                  إذن  b r bD D D D∩ = a و بالتالي ∩ b r b∧ = ∧  

   تمهيدة    

  b علىa باقي القسمة الاقليدية لـr و a لا يقسم b بحيث *  منb و a       ليكن 
              a b r b∧ = ∧  

b نفترض أن*  منb و a ليكن -ج     a≺  
1 نحصل على bعلى a        بإجراء القسمة الاقليدية لـ 1a bq r= 10  حيث + r b≤ ≺  

1إذا آان   0r b فان = a و منه a b b∧ =  

1اذا آان   0rيدية لـ نجري القسمة الاقلb 1 علىr1 و نحصل على 2 2b r q r= 1   و + 20 r r≤ ≺ 

2اذا آان  0r 1 فان = 1b r r∧ 1 و منه = 1a b b r r∧ = ∧ =  

2إذا آان  0r1 نجري القسمة الاقليدية لـr 2 علىr1 و نحصل على 2 3 3r r q r= 3   و + 20 r r≤ ≺  

.................  
   مرة نحصل على nبإجراء العملية 

                                      1 1a bq r= +  ،  10 r b≺ ≺  ، 1a b b r∧ = ∧  

                                     1 2 2b r q r= + ،  2 10 r r≺ ≺ ، 1 1 2b r r r∧ = ∧  

                                     1 2 3 3r r q r= + ، 3 20 r r≺ ≺ ، 1 2 2 3r r r r∧ = ∧  

.                  .                     .                                            
                .                     .                                          .    

.                  .                     .                                            

.                  .                     .                                            
                                     2 1n n n nr r q r− −= + ، 10 n nr r −≺ ≺ ، 2 1 1n n n nr r r r− − −∧ = ∧ 

1        و منه نستنتج  1 2 2 3 2 1 1............. n n n na b b r r r r r r r r r− − −∧ = ∧ = ∧ = ∧ = = ∧ = ∧   ،    

1 3 2 10 .......n nr r r r r b−≺ ≺ ≺ ≺ ≺ ≺  

}      نضع  }1 2 3; ; ........ ;.....nA r r r r=   

            A مكبور بالعدد  جزء من  b و منه Aمجموعة منتهية   
/1             إذن  0 ; 0p pp r r+∃ ∈ = ≠  
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1             بما أن  0pr + 1 فان= 1p p pr r q− 1p  و منه =+ p br r r− ∧ =  

pa                    إذن b r∧ =  

  نتيجة     

   *  منb و a             ليكن 
 aعدم في طريقة القسمات المتتالية لـ هو اخر باقي غير منb و a   القاسم المشترك الأآبر للعددين

  bعلى 

   156 و 1640  باستعمال طريقة القسمات المتتالية، نحدد القاسم المشترك الأآبر للعددينمثال        

                 

1640 156 10 80

156 80 1 76

80 76 1 4

76 4 19 0

= × +
= × +
= × +
= × +

  

1640          إذن   156 4∧ =  
  خاصيات -3
   مبرهنة-        أ

a  و *  منb و a           ليكن  bδ = ∧  
au خيث  من v و u          يوجد عددان  bvδ = +  

   البرهان        

a  و *  منb و a             ليكن  bδ = ∧  

)               نعتبر ){ }* 2/ ; ;A n n au bv u v= ∈ = + ∈  

A              لدينا  ≠ Ο/ 2 لأن 2a b A+ ∈  
              A⊂ و بالتالي p A x A x p∃ ∈ ∀ ∈ ≥  

0              ليكن  0p au bv= pδ  نبرهن أن + =  

pδ و منه pδ فان bδ وaδبما أن   ≤  

) نحصل على p على aبإنجاز القسمة لـ  ); ; 0q r a pq r r p∃ ∈ × = + ≤ ≺ 

)    ومنه   ) ( )0 0 0 01 ( )r a q au bv a qu b qv= − + = − + − 

r فان 0r         إذا آان  A∈ و منه r p≥ و هذا يتناقض مع آون r p≺  

0r         و بالتالي  p أي = a وبنفس الطريقة نبرهن أن p b  

pδ  وبالتالي b و a قاسم مشترك لـp         ومنه  ≥  

pδ         لدينا  pδ و ≥ pδ إذن ≤ =  

   استنتاجات-    ب
aمن البرهان السابق نستنتج       *   bδ =  هو أصغر عدد موجب قطعا من المجموعة ∧

( ){ }* 2/ ; ;B n n au bv u v= ∈ = + ∈  

    b و a يقسم δ  فان أي قاسم لـb و aلـ قاسم مشترك δبما أن       *  

)  فان b و a قاسم مشترك لـc         عكسيا اذا آان  ) 2
1 2 1 2; ;k k a k c b k c∃ ∈ = =  

a                 بما أن  bδ = ) فانه ∧ ) 2; /u v au bvδ∃ ∈ = +  

)                ومنه  )1 2k u k v cδ =   δ يقسم c أي +

        مبرهنة

a  و *  منb و a           ليكن  bδ = ∧  

)           b و a هي مجموعة القواسم المشترآة لـδ           مجموعة قواسم  )a bD D Dδ∩ =  

       نتيجة
    فان أعداد من c وb و a            إذا آان 

                                    a b ca cb cδ δ∧ = ⇒ ∧ =  
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 القاسم المشترك الأآبر لعدة أعداد -4
   تعريف   

            1a 2 وa3 وa..... وka أعداد من *    

 1a يسمى القاسم المشترك الأآبر لـkaو .....3a و2a و 1a   أآبر عدد صحيح طبيعي يقسم في آن واحد 

  kaو .....3aو 2aو 

12     مثال         18 15 3∧ − ∧ =  
          نتيجة

  .....3α و2α و 1α فانه توجد اعدادkaو .....3a و2a و 1a هو القاسم المشترك الأآبر لـδ    إذا آان 

حيث  منkα    و 
1

i k

i i
i

aα
=

=
∑  

V-الأعداد الأولية فيما بينها   
   تعريف-1      

    *  منb و a           ليكن 
1a آان    أوليان فيما بينهما إذاb و a           نقول  b∧ =  

  Bezout مبرهنة -2     

    *  منb و a         ليكن 

1a        اذا آان  b∧ ) فانه = ) 2; / 1u v au bv∃ ∈ + =  

)   حيث *  منb و aليكن :         عكسيا ) 2; / 1u v au bv∃ ∈ + =  

} و بالتالي 1 يقسم b و a                ومنه آل قاسم مشترك لـ }1;1a bD D∩ = 1a أي − b∧ =  

  Bezout        مبرهنة 

    *  منb و a           ليكن 

                    ( ) 21 ; / 1a b u v au bv∧ = ⇔ ∃ ∈ + =  

   نتيجة-3     

  b و a قاسم مشترك لـd  و *  منb و a           ليكن

                    1
a b

a b d
d d

∧ = ⇔ ∧ =  

        ملاحظة

a   و *  منb و a          اذا آان b δ∧    * من q و p فان يوجد =

1         حيث  ; ;p q a p b qδ δ∧ = = =  

  GAUSS de Théorème مبرهنة آوص-4    
   مبرهنة-       أ

  * من c وb و a       ليكن 
1a و آان ab يقسم الجداء c      إذا آان  c∧   b يقسم c فان =

        البرهان 

c حيث * من c وb و a        ليكن  ab 1 وa c∧ =  

)         ومنه  ); ; / 1 ;u v k au cv ab kc∃ ∈ + = =  

)        و بالتالي  ) ( )1b b b au cv bau bcv kcu bcv c ku bv= × = + = + = + = +  

  b يقسم c         اذن 
   استنتاجات-     ب
       a -مبرهنة    

  * من c وb و a       ليكن 
       1a b et a c et b c ab c∧ = ⇒  
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  3 و 2 اذا آان قابل للقسمة على 6 قابل للقسمة على x        يكون مثال          
  ملاحظة           

1a                الشرط  b∧    ضروري=
6 ،و لا يقبل القسمة على6 و 2 4 يقبل القسمة على 36                مثال      4 24× =  

      b-مبرهنة   

  * من n و * من c وb و a       ليكن 

                             
[ ] [ ]
1

ab ac n
b c n

a n

 ≡
⇒ ≡

∧ =
  

          البرهان

                 
[ ]

( )
ab ac n k ab ac kn

n a b c

≡ ⇔ ∃ ∈ − =

⇔ −
  

1a                      و حيث أن  n∧ ) فان = )n b c− اذن  [ ]b c n≡  

      
   خاصيات-5  

                                         * من c وb و a ليكن -          *
1

1
1

a b
a bc

a c

∧ =
⇔ ∧ = ∧ =

  

1                                * من n و * من b و a ليكن -          * 1na b a b∧ = ⇔ ∧ =  

1                        *من m و n و * من b و a ليكن -          * 1m na b a b∧ = ⇔ ∧ =  

          نتيجة

  *  من b و a       ليكن 

1a      إذا آان  b∧ ) فان = ) 2;x u v x au bv∀ ∈ ∃ ∈ = +  

       تمرين محلول
17     تمرين   حدد الأعداد الصحيحة النسبية حيث  3 94x y+ =  

       الحل
  1      الطريقة

17          لدينا  2 3 20 94× + × 17 و = 3 94x y+ ) ومنه = ) ( )17 2 3 20 0x y− + − =   

)          أي  ) ( )17 2 3 20x y− − = −  

)         ومنه   )3 17 2x 17 و حيث أن − 3 1∧ ) فان = )3 2x 2 أي − 3k x k∃ ∈ − =     

3         وبالتالي 2k x k∃ ∈ = +  

)         ومنه  )17 3 2 3 94k k y∃ ∈ + + 17التالي    و ب= 20k y k∃ ∈ = − +  

)           إذن  ){ }3 2; 17 20 /S k k k= + − + ∈  

  2     الطريقة

                          

[ ]
[ ]
[ ]

( ) [ ]

17 3 94 17 94 3

17 94 3

2 1 3

1 3

1 3

x y x y

x

x

x

x

+ = ⇔ − =

⇔ ≡

⇔ ≡

⇔ − ≡

⇔ − ≡ − −

  

1          بما أن  3 1− ∧ ] فان = ]1 3x = 3  ومنه − 1k x k∃ ∈ = −  

17           و بالتالي  37k y k∃ ∈ = +  

)           إذن  ){ }3 1;17 37 /S k k k= − + ∈ 
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       تمرين

0 بحيث * من المجموعة 0u و q        حدد الأعداد  1u q∧    حدود المتتالية3u و2u و 1u و0u الأعداد  و=

2    و تحقق q       الهندسية التي أساسها
1 3 02 44u u u+ =  

      تمرين
1a         بين إذا آان  b∧ ) فان = ) 1a b b+ ∧ ) و = ) 1a b ab+ ∧ =  

         استنتج أن 
2

2 3

3 2

n

n n

+
+ +

   غير قابلة للاختزال

  تمرين    

       بين أن العدد 
2

3
   عدد لاجدري

   الأولية فيما بينها في مجموعها الأعداد-6
   تعريف 

  سم المشترك أولية فيما بينها في مجموعها إذا آان القا* من naو......3a و 2a و 1a       نقول  إن الأعداد 

  1   الأآبر لهذه الأعداد هو 
   ملاحظة       

   بينها في مجموعها هذا أولية فيما* من naو......3a و 2a و 1a               عندما نقول  إن الأعداد 

        لا يعني أولية فيما بينها مثنى  مثنى 
  مبرهنة     

  لية فيما بينها في مجموعها إذا وفقط وجدت أعداد  أو* من naو......3a و 2a و 1a       نقول  إن الأعداد 

     1u 2 وu 3 وu......وnu 1  حيث  * من
1

1
n

i
i

u a
=

=∑  

)حل المعادلة  ) 2;x y ax by c∈ + = 

   مثال-  أ

1075        2       نحل في  64 9x y+ =  

1075      نطبق خوارزمية اقليدس لتحديد  64∧  

                                   

1075 64 16 51

64 51 1 13

51 13 3 12

13 12 1 1

12 12 1 0

= × +
= × +
= × +
= × +
= × +

  

1075      ومنه  64 1∧ =   

)      ومنه يوجد  );x y 1075 حيث 2 من 64 9x y+ =  

64     لنضع  1075b a= =  

            من خوارزمية اقليدس نستنتج أن

           

( )
( )( )

( ) ( )( )( )

51 16

13 16

12 16 3 16

1 16 16 3 16

1 5 84

a b

b a b

a b b a b

b a b a b b a b

a b

= −

= − −

= − − − −

= − − − − − − −

= − +

  

9منه            و  45 756a b= − 9  أي + 45 1075 756 64= − × + ×  

)              و منه  1075 حل للمعادلة −756;45( 64 9x y+ )1075   و بالتالي = 45) 64( 756) 0x y+ + − =   

)              و بالتالي  )64 1075 45x 1075ن      و حيث أ+ 64 1∧ ) فان = )64 45x +  
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45              إذن  64k x k∃ ∈ + 64  أي = 45k x k∃ ∈ = 1075 و منه − 756k y k∃ ∈ = +  

1075         عكسيا إذا آان  756 ; 64 45y k x k= + = 1075 فانهما يحققان المعادلة − 64 9x y+ =  

)         إذن  ){ }64 45;1075 756 /S k k k= − + ∈ 

   الحالة العامة–ب     

)             نعتبر المعادلة  ) ( ) 2;E x y ax by c∈ + 0a  حيث = 0b و ≠ ≠  

a         نضع  bδ = ) ومنه ∧ ) *2'; ' / ' ' ' ' 1a b a a et b b a bδ δ∃ ∈ = = ∧ =  

' فان المعادلة تصبح cδإذا آان        *  ' 'a x b y c+ c' بوضع= cδ=  

1         بما أن  ' 'a b= )  فانه يوجد ∧ )0 0;u v 0 حيث 2* من 0' ' 'a u b v c+ ' أي المعادلة = ' 'a x b y c+ =   

              تقبل حلا

axعكسيا إذا آان للمعادلة        *  by c+ ) ليكن 2 في = )0 0;x y 0 حلا للمعادلة أي 0ax by c+ =  

0           ومنه  0( ' ' )a x b y cδ +   cδ إذن =

       خاصية

)       ليكن  );a b و 2 من a bδ = ∧  

ax       للمعادلة  by c+   cδ إذا وفقط إذا آان 2 حلول في =

ax       حل المعادلة  by c+ =  

' إذن حل المعادلة يرجع إلى حل المعادلة cδ        لنفترض أن  ' 'a x b y c+ =  

1       بما أن  ' 'a b= )  فانه يوجد ∧ )0 0;u v حيث ' ' 1a x b y+ 0 أي  = 0' ' ' ' 'a c u b c v c+ =  

0         ومنه  0'( ' ) '( ' ) 0a x c u b y c v− + − 0 و بالتالي = 0'( ' ) '( ' )a x c u b y c v− = − −  

)       و بالتالي  )0' ' 'a b c v y− 1 و حيث أن ' 'a b= ) فان ∧ )0' 'a c v y−    

'0          اذن  'y a k c v= − '0 ومنه نستنتج أن ∋k حيث + 'x kb c u= +  

)         عكسيا نتأآد أن  )0 0' ' ; ' 'kb c u a k c v+ − '  هو حل للمعادلة + ' 'a x b y c+ =  

)              إذن    ){ }0 0' ' ; ' ' /kb c u a k c v k+ − + ∈  

  تمرين    

7 المعادلة 2حل في  3 1x y− =  

 2 و 1 على التوالي3 و 7 على a بحيث باقي القسمة الاقليدية لـ منaليكن 
  35 علىa         حدد باقي القسمة الاقليدية لـ

   VI-المضاعف المشترك الأصغر   
  تعريف -1

)       ليكن  ) *2;a b ∈  

a نرمز له بـ b و a هو أصغر مضاعف مشترك موجب لـ  b و a      المضاعف المشترك الأصغر لـ  b∨  

   خاصيات-2     

  * من c  و b و a   ليكن -    *-       أ

                               
( )
a b b a

a b c ac bc

a a a

b a a b a

∨ = ∨

∨ = ∨

∧ =

⇔ ∨ =

  

a و*   من b و a ليكن -    *-      ب b m∨ =  
  m هو مضاعف للعدد b و aضاعف مشترك لـ              آل م

   مبرهنة -      ج

a و*   من b و a      ليكن  b m∨ a و = b δ∧ =  

                            m abδ =  
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   نتيجة        

  *   من b و a             ليكن 

            1a b a b ab∧ = ⇔ ∨ =  

   المضاعف المشترك لعدة أعداد-3    
   تعريف   

            1a 2 وa3 وa..... وka أعداد من *    

  1a يسمى المضاعف المشترك الأصغر لـkaو .....3a و2a و 1a     أصغر مضاعف مشترك موجب للأعداد

  kaو .....3a و2aو      

VII-الأعداد الأولية   
  تعاربف-1       
   القواسم الفعلية لعدد صحيح نسبي-        أ

           تعريف
  ∋a       ليكن 

} و a يقسمdط إذا آان  إذا و فقa قاسم فعلي للعدد d       نقول إن العدد  }1;1; ;d a a∉ − −  

         أمثلة
  -3 و 3 و -2 و 2 هي 6  القواسم الفعلية للعدد -           *

}  لدينا -           * }7 1; 1;7; 7D = −    لا يقبل قواسم فعلية7  العدد −

   الأعداد الأولية-     ب
             تعريف

  ∋a       ليكن 
   و ليس له قواسم فعلية-1 و 1  يخالف a أولي إذا و فقط إذا آان a       نقول إن العدد 

             a أولي  ⇔    { }1; 1; ;aD a a= − 1a و − ≠  

  P      نرمز لمجموعة الأعداد الأولية بـ 
   خاصيات-2    

q عددين أوليين و q و p إذا آان -    أ p≠   العكس غير صحيح(  فانهما أوليين فيما بينهما(  

  a لا يقسم p بحيث  من a أولي فانه أولي مع أي عدد p إذا آان -   ب

   .-1 و 1 و يخالف* عددا  غير أولي في a ليكن-   ج
   هو عدد أوليa       أصغر قاسم فعلي موجب للعدد

   مجموعة الأعداد الأولية غير منتهية-   د
      البرهان

  ر منتهية       نبرهن أن مجموعة الأعداد الأولية غي

   مجموعة الأعداد الأولية الموجبة+P       لتكن 

      P+ ≠ 2 لأن ∅ P+∈  

!لنعتبر  . +P أآبر عنصر من p منتهية و ليكن +P      لنفترض أن  1m p= m  لدينا + p  

m      و منه  P+∉ أي m ليس أوليا  و بالتالي للعدد m قاسم أولي qه  ومنq P+∈ و q p≤  

      q p≤ يستلزم q يقسم !pلأن    )q أحد عوامل !p(   

q       لدينا  m و !q p ومن  ( !)q m p− 1 أيq وهذا يتناقض مع آون qأولي   

  منتهية    غير P غير منتهية   إذن +P      ومنه 
   طريقة عملية لتحديد الأعداد الأولية-3   

         مبرهنة
2n و ∋n       ليكن  ≥  

2p و n يقسم p غير أولي فانه  يوجد عدد أولي موجب n       إذا آان  n≤  

       البرهان  
2n و ∋n        ليكن     أولي ومنه يوجدp  إذن n أصغر قاسم فعلي موجب لـp غير أولي    و ليكن n و ≤

     kحيث * من n pk=  
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1      بما أن  p n≺ 1 فان ≻ k kp n=≺ p و بالتالي nسم فعلي موجب للعدد قاk  إذن ≻ k≤  

2p      إذن  pk n≤ =  

      ملاحظة
2n و ∋n          ليكن  ≥  

2p حيث pنرى هل يقبل القسمة على أحد الأعداد الأولية . هل أولي أم لا n          لتأآد من أن  n≤  

   غير أوليnفإذا آان يقبل القسمة على أحدهم فان  
  عدد أوليnو إذا آان لا يقبل القسمة على أي واحد مهن فان  

2pعمليا نتوقف عندما تكون(  n(   

  13 و 11 و 7 و5 و 3 و 2 لا يقبل القسمة على أي عدد من الأعداد الأولية التالية 179مثال     العدد 

              2 217 289 ; 13 169= =  

   خاصيات-4  
         خاصية

  يقسم جداء أعداد صحيحة نسبية فانه يقسم أحد عوامل هذا الجداء إذا آان عدد أولي -    *

       البرهان 
1 عددا أوليا وp      ليكن  2 ...... na a a a= × ×    من الأعداد الصحيحة النسبيةn جداء ×

p     نفترض أن  aبين  ن{ }1;2;.....; / ii n p a∃ ∈  

2n     من أجل  1 لدينا= 2p a a× .   1إذا آانp aفان ذلك هو المطلوب   

1 فان 1a  لا يقسم p      إذا آان  1a p∧ 1 وحيث = 2p a a× فان حسب GAUSS     2p a  

1n  لنبره صحتها بالنسبة لـ n    لنفرض أن الخاصية صحيحة بالنسبة لـ  +  
1     ليكن  2 1...... n nb a a a a += × × × pث  بحي× b  

1np       إذا آان  a    فان ذلك هو المطلوب+

1na  لا يقسم p      إذا آان  1 فان + 1na p+ ∧ p وحيث= b فان حسب GAUSS       1 2 ... np a a a× × ×  

}      ومنه }1;2;.....; / ii n p a∃ ∈  

  نتيجة    
   عددا أولياp أعداد أولية موجبة و npو......2p و 1p      لتكن 

         { }1 2 ...... 1; 2;....;n ip p p p i n p p× × × ⇒ ∃ ∈ =  

   التفكيك الى جداء من عوامل أولية-5    
   مبرهنة-1      

   يمكن آتابته بكيفية وحيدة على شكل -1 و 1 غير منعدم ومخالف لـn           آل عدد صحيح نسبي 

   1 2
1 2 ...... k

kn p p p
αα αε= × ×   1α أعداد أولية مختلفة مثنى مثنى و npو......2p  و1p   حيث ×

1ε أعداد صحيحة طبيعية  غير منعدمة و nαو ......2αو     = ±  

1 على شكلn  عندما نكتب ملاحظة         2
1 2 ...... k

kn p p p
αα αε= × ×    الى جداءn فاننا نقول اننا فككنا ×

                    عوامل أولية
   إلى جداء عوامل أولية-1752     فكك العددمثال          

   تطبيقات-2      
)    A (1  نتيجة  

1           ليكن  2
1 2 ...... k

kn p p p
αα αε= × ×    أعداد أوليةnpو......2p و 1p حيث ×

 الى عوامل جداء أولية على شكل dفكيك  اذا وفقط اذا آان تn قاسما للعدد dيكون عدد 
1 2
1 2 ...... k

kd p p p
ββ βε= × × ×  

0        حيث  i iβ α≤ } من i لكل ≥ }1;2;....;k  

  2نتيجة      

1           ليكن  2
1 2 ...... k

kn p p p
αα αε= × ×    أعداد أوليةnpو......2p و 1p حيث ×

  لية على شكل  عوامل جداء أوإلى m آان تفكيك إذا وفقط إذا n مضاعفا للعدد m       يكون عدد 
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1 2
1 2 ...... k

kd p p p
λλ λε= × × ×  

0        حيث  i iα λ≤ } من i لكل ≥ }1;2;....;k  

)   B  ( المضاعف المشترك الأصغر–القاسم المشترك الأآبر   
  القاسم المشترك الأآبر+          

              نتيجة

1 حيث * من b و a      ليكن       2
1 2 ...... k

ka p p p
αα αε= × × 1  و × 2

1 2 ...... k
kb p p p
ββ βε= × × ×   

   أعداد أوليةnpو......2p و 1p         وحيث 

1 هو العدد b و a         القاسم المشترك الأآبر للعددين  2
1 2 ...... k

kp p p
λλ λδ = × × ×  

)         حيث  )inf ;i i iλ α β= و i تنتمي { }1;2;....;k  

  المضاعف المشترك الأصغر        + 
              نتيجة

1 حيث * من b و a     ليكن  2
1 2 ...... k

ka p p p
αα αε= × × 1  و × 2

1 2 ...... k
kb p p p
ββ βε= × ×    1p وحيث ×

  2p......وnpأعداد أولية   

1 هو العدد b و a         المضاعف المشترك الأصغر للعددين  2
1 2 ...... k

km p p p
λλ λ= × × ×  

)         حيث  )sup ;i i iλ α β= و i تنتمي { }1;2;....;k  

180 حدد          مثال 1170− 180   و ∧ 1170− ∨  
        تمرين

   عددا أوليا في p و ∋n        ليكن 

' بين أن     -1          ' ' 1md p d m d d p d p d ∀ ∈ ⇒ ∃ ∈ ∃ ∈ = ∧ =   

 

} برهن أن   -2         } { }* 1 1;2;....;m kq q p k n q p ∀ ∈ − ⇔ ∃ ∈ =  و استنتج عدد قواسم  np  

1 ليكن -3         2
1 2 ...... n

na p p p
α α α= × ×    إلى جداء من عوامل أوليةa تفكيك للعدد الصحيح الطبيعي ×

)               و  )aϕ عدد قواسم a  

)           بين أن  ) ( )( ) ( )1 21 1 ..... 1 naϕ α α α= + +     و استنتج عدد قواسم عدد صحيح نسبي+

  VIII-نظمات العد   
   نشاط تمهيدي-1    

) بين أن -1   ) ( )2; 1 1 1nm n m m n m∀ ∈ ≥ ⇒ ≥ + −  

1 استنتج أن -2   nm m p n m p∀ ∈ ⇒∀ ∈ ∃ ∈  

11 بين أن -3   ! k kb b n k b n b +∀ ∈ ⇒∀ ∈ ∃ ∈ ≤ ≺  

) نبين أن -1     ) ( )2; 1 1 1nm n m m n m∀ ∈ ≥ ⇒ ≥ + −  

)       ليكن  ) 2;m n )     لدينا ∋ )( ) ( ) ( ) ( )
0 2

1 1 1 1 1 1
i n i n

n i in i i
n n

i i

m m C m n m C m
= =

= =
= − + = − = + − + −∑ ∑    

1يث أن                                     و ح 0m − ) فان ≤ )1 1nm n m≥ + −  

1 نستنتج أن -2       nm m p n m p∀ ∈ ⇒∀ ∈ ∃ ∈  

  1m حيث ∋m        ليكن 

) فان n        إذا و جدت  )1 1nm n m≥ + −  

  ∋p        ليكن 

) حيث  من n         حسب أرخميدس يوجد  )1 1n m p− )  أي − )1 1n m p+ nm  إذن − p  

11 نبين أن -3       ! k kb b n k b n b +∀ ∈ ⇒∀ ∈ ∃ ∈ ≤ ≺  
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}        نعتبر  }1/ k
nA k n b += ∈ ≺  

) 2(         حسب 
1

1 n nk k
nb b n k b b n

+∀ ∈ ⇒∀ ∈ ∃ nA إذن∋ ≠ ∅  

         nA  يقبل أصغر عنصر nA و منه ⊃
0n

k 0أن   أي 0
1n nk k

b n b
+

≤ ≺   

0n            لأن لو آان 
k
b n 2  وn 0فان ≤ 2 1nkb  ومنه ≤

0
1nk   و بالتالي ≤

0
1 0nk − ≥  

0              وحيث 
( 1) 1nkb n

− +
 فان 

0
1n nk A−  وهذا يتناقض مع آون ∋

0n
kأصغر عنصر لـ nA  

1n                 لو أن   فان =
0
0nk =           ( )0 0 11b b +≤ ≤  

   تعريف-2      
                 أساس نظمة عد هو عدد الأرقام التي تستعمل لتمثيل الأعداد الصحيحة الطبيعية

        أمثلة 
  9 و8 و 7 و 6 و 5 و 4 و 3 و2 و 1 و 0الأرقام المستعملة هي . 10أساس نظمة العد العشري هو  
  1 و 0الأرقام المستعملة هي . 2أساس نظمة العد الاثنائي هو  
  9 و8 و 7 و 6 و 5 و 4 و 3 و2 و 1 و 0الأرقام المستعملة هي . 12ثنى عشري هو الا نظمة العد أساس 

   β بـ11 و لـα بـ10  نرمز في الكتابة لرقم11 و 10و       

  7 و 6 و 5 و 4 و 3 و2 و 1 و 0الأرقام المستعملة هي . 8 أساس نظمة العد الثماني هو  

) . b نظمة العد ذات الأساس -3      )1b  

  1 تمهيدة-      أ

) عددا صحيحا طبيعيا حيث bليكن  )1b  

k حيث   في kq و kr و k يوجد n لكل عدد صحيح طبيعي 
k kn b q r= 0 و + k

kr b≤ 0 و ≻ kq b≤ ≺  

          البرهان

)      ليكن  ) 2;b n )  حيث ∋ )1b  

0n      إذا آان     فان نتيجة بديهية=

!1 فانه حسب النشاط التمهيدي ∋n*      إذا آان  k kk b n b +∃ ∈ ≤ ≺  

k نحصل علىkb على n      بإجراء القسمة الاقليدية للعدد 
k kn b q r= 0 و + k

kr b≤ kq  و ≻ ∈  

0      لنبين أن  kq b≤ ≺  

kq      إذا آان  b≥1 ومنهk k
kq b b 1k و بالتالي ≤+ k

k kn b q r b += + 1kn و هذا يتناقض مع آون ≤ b +≺  

0      إذن  kq b≤ ≺  

k  لدينا 1حسب التمهيدة  - ب
k kn b q r= 0 و + k

kr b≤ 0 و ≻ kq b≤ ≺  

1 نحصل على krبتطبيق التمهيدة على 
1 1

k
k k kr b q r−

− −= 1 و +
10 k

kr b −
−≤ 10 و ≻ kq b−≤ لأن  (≻

k
kr b≺(  

1krنطبق التمهيدة على    على فنحصل 1r وهكذا حت نصل الى −

                               2
1 2 2

k
k k kr b q r−
− − −= 2 و +

20 k
kr b −
−≤ 20 و ≻ kq b−≤ ≺                    

.                   .                              .                                                      
          .                   .                              .                                            

.                   .                              .                                                      
                               2 1 1r bq r= 10          و       + r b≤ 10      و ≻ q b≤ ≺                    

                                         1 01r q= 0          و × 1q r=  

بة في شكلها الوحيد       بجمع جميع أطراف المتساويات نحصل على الكتا
0

i k
i

i
i

n q b
=

=
=∑               

0             حيث      iq b≤ } تنتمي i و ≻ }1;2;....;k  
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  2    تمهيدة

) عددا صحيحا طبيعيا حيث b        ليكن  )1b  

 حيث k يوجد عدد صحيح طبيعي  n  لكل عدد صحيح طبيعي 
0

i k
i

i
i

n q b
=

=
0بحيث      ∑= iq b≤ ≺  

} تنتمي i    و    }1;2;....;k0  وkq 0 اذا آانn  

       ملاحظة 

     الكتابة  
0

i k
i

i
i

n q b
=

=
0   حيث     ∑= iq b≤ } تنتمي i و ≻ }1;2;....;kتبين أنه لتمثيل عدد صحيح طبيعي  n   

  bفي نظمة العد ذات الأساس

) بكتابة b في نظمة العد ذات الأساسn رمز و نمثل العدد b    نحتاج الى  )1 0...........k k b
n q q q−=  

  أمثلة    

3 هي     2703في نظمة العد العشري آتابة العدد         *  22703 2 10 7 10 0 10 3= × + × + × +  
   هي15 و 8في نظمة العد الثنائي آتابة العددين          * 

                           3 28 1 2 0 2 0 2 0= × + × + ×   1000 ممثل في نظم العد الاثنائي بـ8 أي أن العدد +

                           3 215 1 2 1 2 1 2 1= × + × + ×   1111 ممثل في نظم العد الاثنائي بـ15 أي أن العدد +
  في نظمة العد الثماني        * 

                                     15 1 8 7= × )     ومنه + )815 17=  

                                   2131 2 8 0 8 3= × + × ) ومنه + )8131 203=  

   طريقة عملية لإيجاد تمثيل عدد صحيح طبيعي في نظمة عد ما-   ج
1      ليكن  ;n b b∈ ∈  

        لدينا 

                 

0 1 0

1 1 2 1

1

1 2

0 ;

0 ;

. .

0 ;

.....

k k k k

q

r b n bq r

r b q bq r

r b q bq r

n q q q

+

≤ = +
≤ = +

≤ = +
≥ ≥ ≥ ≥

≺
≺

≺
  

}     بما أن المجموعة  }1 2; ....A q q= وغير فارغة فانه يوجد  مكبورة في  k بحيث k kq r=  

        ومنه

            

0 1 0

1 1 2 1

1 1 1

0 ;

0 ;

. .

0 ;k k k k

k k

r b n bq r

r b q bq r

r b q bq r

q r

− − −

≤ = +
≤ = +

≤ = +
=

≺
≺

≺
  

   نحصل علىib بالعدد iلمتساوية رقم        و بضرب طرفي ا

1 0

2
1 2 1

1
1

. .

i i i
i i i

n bq r

bq b q br

b q b q b r+
+

= +

= +

= +
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1 1
1 1

. .

k k k
k k k

k k
k k

b q b q b r

b q b r

− −
− −= +

=

  

    بجمع أطراف المتساويات نحصل على 
0

0
i k

i
i i

i

r b n b r
=

=
≤ } و ≻∑= }1;2;....;i k∈  

0kr   إذا آان  1 فان ≠ 1 0......k kn r r r r−=  

  طريقة عملية 
  

   b في نظمة العد ذات الأساس n    لتحديد تمثيل للعدد 
0)     نحسب البواقي  ) ii k r≤ ≤  

          ( )1 1 0......k k b
n r r r r−=       

  
 
 
 

         مثال
   في نظمة العد الثماني ثم نظمة العد الاثنا عشري3254             لنبحث عن تمثيل للعدد 

( )83254 6266=( )123254 1 72α=
 
 

  مقارنة عددين ممثلين في نفس النظمة-4    
اصية          خ  

) ممثلين في نفس نظمة العد بـ y و x         ليكن )1 0.....n n b
x a a a−= و ( )1 0......m m b

y c c c−=  

m        إذا آان  n فان y x 

           خاصية

) ممثلين في نفس نظمة العد بـ y و x       ليكن   )1 0.....n n b
x a a a−= و ( )1 0......n n b

y c c c−=  

1 إذا آان  1 1 1.......i i i i n n n na c et c a c a c a+ + − −≠ = =  ic و ia هو نفس ترتيب y و x فان ترتيب =

 
  تغيير أساس نظمة عد-5   

 نمثله أولا في نظمة العد العشري و نحدد تمثيله في نظمة عد b في نظمة عد ذات الأساس x   لتمثيل عدد
   bاس ذات الأس

     تمرين 
b      هل توجد نظمة العد ذات الأساس  xxx حيث  xxx yyyyyy× =  
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  مصاديق قابلية القسمة على بعض الأعداد في نظمة العد العشري-6    

1عي آتابته في نظمة العدد العشري هي   عدد صحيح طبيx      ليكن  1 0.....n nx a a a a−=     

                             

[ ]
[ ]
[ ] { }

1 0

0 1

1 0

0 4 4

0 5 0 5

0 5 00;25;50;75

x a a

x a ou a

x a a

≡ ⇔

≡ ⇔ = =

≡ ⇔ ∈

  

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] ( ) [ ]

0

0

0

0 3 0 3

0 9 0 9

0 11 1 0 11

i n

i
i

i n

i
i

i n
i

i
i

x a

x a

x a

=

=
=

=
=

=

≡ ⇔ ≡

≡ ⇔ ≡

≡ ⇔ − ≡

∑

∑

∑
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الأعداد العقدية

  

د�م و 	��ر�ف : .1	 

 

 

ℝ⊃و 	��� ���و�� ا��داد ا��د�� و 	�ق  ℂ	و�د ���و�� �ر�ز ��� ب  � ℂ  

��2ث  iو ھ  	�	وي ��� �دد �ر�ز �� ب              1i = −  

�z$	ب ��� &$ل  �ℂنz$ل �دد  � a ib= +                     '�( ) 2,a b ∈ℝ 

  و �ر�ز �� ب  aا��دد  ��)���� ا��زء ا�� )e zℜ 

)���� ا��زء ا�	(��  و �ر�ز �� ب  bا��دد  � )Im z 

zا�$	�*�  � a ib= +'�( ) 2,a b ∈ℝ  دي z	��� ا�&$ل ا��*ري ���دد ا��

zإذا $�ن  � ib=  ث��b ∈ℝ    ول أن�z  ب	$��  .رف و �)	z i∈ ℝ 

  
 

 (�.��ت : .2

 

 

)��$ن  ) 2, 'z z ∈ℂ  : ��  �د�

• ( )Im 0z z∈ ⇔ =ℝ 

• ( )Re 0z i z∈ ⇔ =ℝ 

• 
( ) ( )
( ) ( )

Re Re '
'

Im Im '

z z
z z

z z





=
= ⇔

=
 

• 
( )
( )

Re 0
0

Im 0

z
z

z





=
= ⇔

=
 

  
 

 ℂا������ت 0  

  

��z$ن  a ib= 'و  + ' 'z a ib= +  

• ( ) ( )' ' 'z z a a i b b+ = + + + 

• ( ) ( )' ' ' ' 'z z aa bb i ab a b× = − + + 

• z a ib− = − − 

• 
2 2

1 a ib

z a b

−
=

+
 

� .���� ���ℝ   0' (.�2ص ا��داء و ا���' 0   •*	ℂ 

• ( )
2 2 2 2a ib a b abi+ = − + 
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• ( )
2 2 2 2a ib a b abi− = − − 

• ( )( ) 2 2a ib a ib a b− + = +  

  

 �را0ق �دد �دي .3

  
  	�ر�ف :

��zا�� ا���د ا����ي  a ib= +��( ) 2,a b ∈ℝ  ھ� ا���د ا����يz a ib= −  

  

  

  (�.��ت ا��را0ق 

 

  �دد�ن �د��ن 2zو  ��1z$ن

� 1 2 1 2z z z z+ = + 

� 1 2 1 2z z z z× = × 

� 
1 1

1 1

z z
=( )1 0z ≠ 

� 1 1

2 2

z z

z z

 
 
 

= 

� 
nnz z=ث��n ∈ℤ  وz ∈ℂ 

  
  

 : 32�	�  

• ( )2Rez z z+ = 

• ( )2 Imz z i z− = 

• z z z∈ ⇔ =ℝ 

• z i z z∈ ⇔ = −ℝ  
  

 ����ر �دد �دي : .4

 

����zر ا��دد ا��دي  a ib= +  '�( ) 2,a b ∈ℝ : ب �  ا��و�ب ا�ذي �ر�ز �� zھو ا��دد ا��

2 2z a b= +  

  (�.��ت :
  �دد�ن �د��ن z'و  ��z$ن

� .z z z= 

� ' 'z z z z× = × 

� 
1 1

z z
=( )0z ≠ 
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� 
' '

zz

z z
=( )' 0z ≠ 

� 
nnz z=ث��n ∈ℤ 

� ' 'z z z z+ ≤ +  

  

  

 ا�&$ل ا��5�5  ��دد �دي �4ر ���دم : .5

 

 ��دة �دد �دي ��ر ���دم :  . أ

 

  

��z$ن  x iy= ∗�ن  +
ℂ  ث��x  وy  ن�ℝ  

  

  �*��ث :θ$ل �دد �

sin

x
cos

z

y

z

θ

θ









=

=

)و �$	ب :  ����z ��دة ل     ) ( )arg 2k z kθ π∈ = +ℤ  

)أو   ) ( )rg 2k a z θ π

∈ ≡

ℤ  

  
  

  

 (�.��ت ا���دة:  . ب

 

  
  �دد�ن �د��ن �4ر ���د��ن 2zو  ��1z$ن 

  

� ( ) ( )1 1arg arg 2z z π  ≡ − 

� ( ) ( ) ( )1 2 1 2arg arg arg 2z z z z π  × ≡ + 

� ( )1

1

1
arg arg 2z

z
π

 
    

 
≡ − 

� ( ) ( )1
1 2

2

arg arg arg 2
z

z z
z

π
 

    
 

≡ − 

� ( ) ( )1 1arg arg 2nz n z π  ≡ث��n ∈ℤ 

  
  

  

  

��دم :ا�&$ل ا��5�5  ��دد �دي �4ر  .6� 
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  	�ر�ف :

  

  

)�4ر ���دم �$	ب ��� &$ل  z$ل �دد �دي )cos sinz r iθ θ= +  

��zث r=  و( ) [ ]arg 2z θ π≡  

  
  

  

:  5�  (�.��ت ا�&$ل ا��5

 

  

• ( ) ( )( ) ( ) ( )( )cos sin cos sinr i r iθ θ θ θ+ = − + − 

• ( ) ( ) ( ) ( )( )cos sin ' cos ' sin ' ' cos ' sin 'r i r i rr iθ θ θ θ θ θ θ θ+ × + = + + + 

• 
( )

( ) ( )( )1 1
cos sin

cos sin
i

r i r
θ θ

θ θ
= − + −

+
 

• 
( )
( )

( ) ( )( )
cos sin

cos ' sin '
' cos ' sin ' '

r i r
i

r i r

θ θ
θ θ θ θ

θ θ

+
= − + −

+
 

• ( )( ) ( ) ( )( )cos sin cos sin
n

nr i r n i nθ θ θ θ+ = ��nث    + ∈ℤ  ( �89 �وا0ر� ) 

  
  

  

 	>و�9ت ھ�د��� �;�داد ا��د�� : .7

 

  	��ر�ف:

)0  ا���	وى  )P ظم�)ا����وب إ�� ���م �	���د �� )1 2, ,O e e

  

ط� �)�	$ن ا� ),M a b  

zا��دد ا��دي  • a ib= +( ) 2,a b ∈ℝ   ط�� ����M ��ق ا�

ط� •�)ا� ),M a b  ورة ا��دد. ���	z a ib= )��ث  + ) 2,a b ∈ℝ  

  

  

www.adirassa.com



 

ا�
	��� ���م 

��ر�	

درس ا�
�اد ا������

 

5/12

 

�zرا0ق  • a ib= zھو  + a ib= −  
  

  
  

  

�zد��� $ذ�ك  • a ib= )ھو ��ق ا��	��� + ),U a b

 

)ا���	وى  • )P  دي ���� ا���	وى ا��

• ( )1,O e
uur

   � ���� ا���ور ا��

• ( )2,O e
uur

  � ���� ا���ور ا�	(�

• 1 2OM ae be= +
uuuuur uur uur

Mzو �$	ب       a ib= )أو    + )aff M a ib= +  

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

��z$ن  � a ib= ط�   +�)�ن ا���	وى ا��دي �د��� :   ��Mق ا� ) ( )1arg , 2z e OM π  ≡

  

  

www.adirassa.com



 

ا�
	��� ���م 

��ر�	

درس ا�
�اد ا������

 

6/12

  

  

  

OM  :2ا�����0  � 2OM a b z= + =  

  

  

 

  

 

Aا�����0  B :  
ط	�ن ���ھ�� ��� ا�	وا�  Bو  �A	$ن �Az  وBz  

 : ���Bد� AAB z z= −  

  

  

  

  

  

  

  

  

  (�.��ت :

  

ط	�ن ���ھ�� ��� ا�	وا�  Bو  �A	$ن �Az  وBz  
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uو 

و

v

 

)�	��	�ن �ن ا���	وى ا��دي   )P :  

��ABق ا��	���  •
uuuur

Bھو : Az z− 

��uق ا��	���  • v+
r r

uھو : v u vz z z+ = +r r r r 

ط�  •��	.ف ا�ط��  ��Iق ا��AB  : ھو
2

BA
I

z z
z

+
= 

• u vu v z z= ⇔ =r r
r r

 

• M : ��ط� �د�� 

M BAOM OA OB z z z= + ⇔ = +
uuuuur uuuur uuuur

  

. .M AOM OA z zα α= ⇔ =
uuuuur uuuur

  

  

)�	$ن  • )AA z  و( )BB zو( )CC zو( )DD z ��5�A�5� �B�ط �(	�  

� A  وBوC����	��⇔C A

B A

z z

z z

−
∈

−
ℝ  

� ( ) ( )//AB DC⇔D C

B A

z z

z z

−
∈

−
ℝ 

⇔arg 0D C

B A

z z

z z
π

 
    

 

−
≡

−
  

� ( ) ( )AB DC⊥⇔D C

B A

z z
i

z z

−
∈

−
ℝ 

⇔arg
2

D C

B A

z z

z z

π
π

 
    

 

−
≡

−
  

ط  ��BD⇔�	داورةDوCوBو Aا� CA

B DA C

z zz z

z z z z

−−
× ∈

− −
ℝ  

  

  

  ��8س ا�زوا�� :

  

  

)�	$ن  )AA z  و( )BB zو( )CC zو( )DD z  

• ( ) ( )1, arg 2Ae OA z π  ≡
uur uuuur

��Oث A≠ 

• ( ) ( )1, arg 2B Ae AB z z π  ≡ −
uur uuuur

��Aث B≠ 

• ( ), arg 2C A

B A

z z
AB AC

z z
π

 
    

 

−
≡

−

uuuur uuuur
��Aث B≠  وA C≠ 

• ( ), arg 2DC

B A

z z
AB DC

z z
π

 
    

 

−
≡

−

uuuur uuuur
 

��Aث B≠  وC D≠  
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 ا�&$ل ا��  ��دد �دي : .8

  

  

  	�ر�ف : 

  

� ا��  ب: �$& ��iz$ل �دد �دي �4ر ���دم �$	ب � re θ=  

��zث r=  و( )arg 2z θ π  ≡

 

  

  (�.��ت :

  

 

� cos sinie iθ θ θ= + 

� i ie eθ θ−= 

� 
1 i

i
e

e

θ
θ

−= 

� ( )'' ii ie e e
θ θθ θ +

× = 

� ( )'
'

i
i

i

e
e

e

θ
θ θ

θ

−
= 

� ( )
n

i ine eθ θ=  

  .�D أو��ر

cos
2

i ie eθ θ

θ
−+

=  

sin
2

i ie e

i

θ θ

θ
−−

=  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 ا��ذور ا��و��� ��دد �دي �4ر ���دم .9

 

 

�ن  nو  �ℂن  ���Zن �

1

ℕ
∗−  

www.adirassa.com



 

ا�
	��� ���م 

��ر�	

درس ا�
�اد ا������

 

9/12


دد            �� ���� ا��ذر ا�وZ  أو ا��ذر �ن ا�ر���n  دد
��Z  ل �دد ��دي�z  ق���nz Z=  

���iZن � re θ= ( )0r> 

��ل :  ���nل  Zا�
دد  ��ذر و� و ھذه ا��ذور ا�و�� ���ب ��
2k

i
n nn

kz re

θ π  +   =  ث���{ }0,1,2,........,n 1k ∈ −  


دد  ��� ���ظ�$ ذو  Z#ور ا��ذور ا�و� $
�$ط$ �$�دا(رة ا��� �ر�زھ$  ��nون �&�� +�&O  $,�$
�nو r 


دد  ��� ��ھ� ا-�داد :   1ا��ذور ا�و
2k

i
nn

k
w re

π    =  ث���{ }0,1,2,........,n 1k ∈  nر �ن ا�ر��� وو ���� ا��ذ  −

 ��و�دة

�ℂن  ���Zن �

دد  aو  ∗�� �� Zأ�د ا��ذور ا�و

 ��#ل ��
دد �� ��  .� ا��ذور ا�و�� ��و�دة  �a&رب  Zا��ذور ا�و
   

  

  ا��ذور ا��ر*�� ��دد �دي �4ر ���دم .10

 

 

 ا�طر�� ا��5���5 :  . أ

    

���iZن     re θ= ( )0r>  

2ھ�$ :  Zا��ذران ا��ر�
$ن ��
دد 
i

re
θ

2و  
i

re
θ

−  
  
 ا�طر�� ا��*ر�� :  . ب

 

Z إذا $�ن  )1 ℝ
∗
+∈ :Z  وZ−  دد
 Zھ�$ ا��ذران ا��ر�
$ن ��

 

Z إذا $�ن  )2 ℝ
∗
−∈ :i Z−  وi Z−  Zھ�$ ا��ذران ا��ر�
$ن ��
دد  −

 

Z إذا $�ن  )3 iℝ∗+∈     ( )Z ib b ℝ
∗
+= ∈ :   ( )1

2

b
i+  و( )1

2

b
i−  Zھ�$ ا��ذران ا��ر�
$ن ��
دد  +

 

Z إذا $�ن  )4 iℝ∗−∈     ( )Z ib b ℝ
∗
−= ∈ :   ( )1

2

b
i− و( )1

2

b
i−  Zھ�$ ا��ذران ا��ر�
$ن ��
دد  −

 

Z إذا $�ن  )5 a ib= +    )0a≠  0وb ≠  : ( 

 

0bإذا $�ن  � >   : 

  

     ( ) ( )2 2 2 21 1

2 2
a a b i a a b+ + + − + + 

)  و                       ) ( )2 2 2 21 1

2 2
a a b i a a b− + + − − + +   

                        

Z
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0bإذا $�ن  � <    : 

 

    ( ) ( )2 2 2 21 1

2 2
a a b i a a b+ + − − + + 

)و                       ) ( )2 2 2 21 1

2 2
a a b i a a b− + + + − + +  

  Zھ�$ ا��ذران ا��ر�
$ن ��
دد                      
  

  

11. : ��� ا����دEت �ن ا�در�� ا��5

  

��	*ر ا����د�� ( ) 20 0a az bz c≠ + + =  

  
  

 

 

 

 

 

 

 

 

∆0إذا $�ن   = : 

.2ن ا��
$د�� ���ل �1 و��دا ھو : 
2

b

a
z

−
=  

∆0إذا �$ن   ≠ : 

  و ��ون ���
$د�� ���ن ھ�$ : −µو  ���µل �ذر�ن �ر�
�ن ھ�$  ∆.2ن 

   
2

b

a
z

−

−
أو   =

2

b

a
z

µ− +
=  

                                                           
  
  
  
  
  
  
  

2ھ�$ ��� ا��
$د��  2zو  1zإذا $�ن     ��9ظ� : 0az bz c+ +   .2ن :  =
  

�2ل ا����د��  0az bz c+ + =  

2 4b ac∆ = −
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1 2

1 2

b
z z

a

c
z z

a

−
+ =


 × =


  

  

 ا�	�و�9ت ا�F	��د�� : .12

 

  

ط� ���	*ر 	�و�9 0  ا���	وى �ر*ط $ل ( )M z  ط����*( )' 'M z  

  
uذات ا��	���  Tا�$	�*� ا��د�� �Gزا��  �

r
'ھ  :   uz z z= + r 

 

)ا�$	�*� ا��د�� ��	��$  ا�ذي �ر$زه  � )ωΩ  �	*��)ھ  :  kو  )'z k zω ω− = − 

 

)ا�$	�*� ا��د�� ��دوران ا�ذي �ر$زه  � )ωΩ  4و زاو��θ  : �ھ( )' iz e zθω ω− = − 

    

  


��ر ا��ط��ق : 
( ) ( )

:

' '

f P P

M z M z

a

a
��ث                'z az b= +    

1aإذا�$ن  � = : 

  

uإزا�� ���,�,$  f.2ن  
r

  bذات ا���ق  

 

}إذا �$ن  � }1a ∗∈ −ℝ  : 

  

�$�� �ر�زه  f.2ن �Ω  4���
1

b

a−
       4���aو 

                                                   

         

 )Ω  و�ل�)أي  fھ� ا��ط� ا�#$�دة �$�� )f Ω = Ω  د��$
�ل ا��� $,��zو��م ��د�د � az b= +  (  

  

}إذا�$ن  � }1a ∗∈ −ℂ  ث��1a = : 

  

��Ω  4دوران �ر�زه  f.2ن       �
1

b

a−
)و زاو��4        )arg a

                                                   

                       

 )Ω  و�ل�)أي  fھ� ا��ط� ا�#$�دة �$�� )f Ω = Ω د�د��ل ا��
$د��  و��م �� $,���z az b= +  (  
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�

}إذا�$ن   }1a ∗∈ −ℂ  ث��1a ≠ : 

  

f.2ن  h r= o   

��ث : h  ا�ذي �ر�زه ��$���Ω  4ھو ا���
1

b

a−
       4���  aو 

��Ω  4ھو ا�دوران �ر�زه  rو  �
1

b

a−
)و زاو��4        )arg a              

                                                                                                                                                                        

    

  :��9ظ�ت 

  

2.1rن  θو زاو��Ω  4دوران �ر�زه  rإذا �$ن  � 8س ا��ر�ز و زاو��r  4ھو ا�دوران ا�
��� ��دوران  − 4�θ− 

�  4��� ھو ��$9ل �ر�زي −1ا���$�� ا�ذي 
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لأعداد العقديةا  

    الثانية سلك بكالوريا علوم رياضية
  

  مبرهنة

  : و تحقق تتضمن              توجد مجموعة 

            (i على عنصر غير حقيقي  يحتوي i 2 و يحقق 1i = −  

            (ii يكتب بكيفية و حيدة على الشكل آل عنصر من : a ib+ بحيث ( ) 2;a b ∈  

            (iii و لهما نفس مزودة بعمليتي الجمع و الضرب تمددان نفس العمليتين في المجموعة  

الخاصيات   
)       ليكن خاصية   ) 2;a b ) و ∋ ) 2'; 'a b ∈                    ' ' 'a a a ib a ib= ⇔ + = b'  و + b= 

z        ليكن عدد عقدي  a ib= ) حيث + ) 2;a b ∈     

) يسمى الجزء الحقيقي نكتب a        العدد  )Re z a= و العدد ،bيسمى الجزء التخيلي نكتب ( )Im z b=  

)       خاصية   ); ;+    جسم تبادلي×

   التمثيل الهندسي لعدد عقدي-1

)   المستوى )Pمنسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر   ( )1 2; ;O e e.  

)   آل نقطة ) ( );M a b P∈هي صورة عدد عقدي وحيد z a ib=   M(z)ونكتبM وهذا الأخير يسمى لحق +

)   أو   )z aff M=  

z    العدد العقدي a ib= ) حيث + ) 2;a b uحق المتجهة     يسمى أيضا ل∋ OM=نكتب  ( )z aff u=  

  

B    هوABلحق         *   Az z− حيث( )AA zو ( )BB z  

)تكون النقط المختلفة         *  )AA zو ( )BB z و ( )CC z مستقيمية إذا و فقط إذا آان B A

C A

z z

z z

−
∈

−
  

)التطبيق         *  ) ( )'M z M z a→ ) من المستوى + )Pنحو المستوى ( )Pزاحة التي متجهتها  هو الا  

             u حيث   ( )aff u a=  

    المرافق و المعيار -2  

z         ليكن عدد عقدي  a ib= ) حيث + ) 2;a b ∈.     
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zالعدد العقدي     *    a ib= z مرافق العدد العقدي   يسمى− a ib= z   ونرمز     له بـ+ a ib= −.  

z  يسمى معيار العدد العقديzzالعدد الحقيقي      *    a ib= 2نرمز له بـ   .  + 2z zz a b= = +  

  

)لتكن  ) 2; 'z z α و  ∋    ∋n* و∋

  *  ( ) ( )2Re ; 2Imz z z z z z i+ = − =  

 *         . . ' . ' ' '
nnz z z z z z z z z z z zα α= = = + = +   ' 0

' '

z z
z

z z

  = ≠ 
 

       

 *         
*

1 1

i m i m

i i

i i

m z z
= =

= =

∈ ≤∑ ∑  

  *         z z z∈ ⇔ =  

      *    z i z z∈ ⇔ = −  

      *     ' 0 . ' '
' '

nn
zz

z z z z z z z
z z

≠ = = =  

          *   B AAB AB z z= = −  

    الشكل المثلثي لعدد عقدي  والعمدة-3  

)          المستوى  )Pمنسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر  ( )1 2; ;O e e   

z         ليكن a ib= )  حيث+ ) 2;a b    قياسا αوليكن,  صورته M عددا عقديا غير منعدم و النقطة ∋

)        للزاوية   )1 ,e OM .   

] و نكتبzمى عمدة للعدد العقدي  يسα       العدد ]arg 2z α π≡.  

    

z ليكن -* a ib= )  حيث+ ) 2;a b   α عددا حقيقيا موجبا قطعا و rعددا عقديا غير منعدم و ∋

2       نضع    عددا حقيقيا  2z r a b= = +    

αα(    ومنه   sincos( irz   حيث =+
r
b

r
a == αα sin;cosإذن [ ]arg 2z α π≡   

αα(  الكتابة           sincos( irz ]كتب  و ن z تسمى الشكل المثلثي للعدد العقدي=+ ]α,rz=  

  خاصيات 
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] آان ذا ا-  *          ]α,rz=  و [ ]','' αrz ]+        فان = ]' ', 'zz rr α α= ,     و + '
' '

z r

z r
α α = −  

   

       +                                                     [ ],z r α= ]          و   − ],z r α π− = +   

        +                                                          
1 1

; ;n nz r n
z r

α α   = − =    
        

   

)     صيغة موافر  )* cos sin cos sin
n

n i n i nα α α α α∀ ∈ ∀ ∈ + = +      

  

)      إذا آان  ) ( )A BA z B z≠ و  ( ) ( )D CD z C z≠ فان  ( ) ( ) [ ]1arg ; 2B Az z e AB π− =   

)          و       ) [ ]arg ; 2C A

B A

z z
AB AC

z z
π

 −
≡ − 

   

       الكتابة الاسية-4 

                 [ ], iz r re αα= =             cos sin
2 2

i i i ie e e e

i

α α α α

α α
− −+ −

= =  

   الجذور النونية لعدد عقدي غير منعدم-5 

]         الجذور النونية ],a r α=   ) جذور المعادلة 
nz a= حيث 

*n هي        )∋

{ } 2
0;1;2........, 1 ;n

k

k
k n z r

n n

α π ∈ − = +  
       

}    هي   1        الجذور النونية للوحدة أي الجذور النونية لـ  } 2
0;1;2;..........; 1 1;k

k
k n z

n

π ∈ − =   
   

   المعادلات من الدرجة الثانبة -6

  . غير منعدم a أعدادا عقدية بحيث c و b و a  لتكن 

       المعادلة
2 0az bz c+ + 2 هما    تقبل حلين في = 1;

2 2

b d b d
z z

a a

− − − +
=    جدرd      حيث =

       مربع للميز
2 4b ac−.    

 7- تطبيقات هندسية

خاصية   

   .B و A عددين غير منعدمين صورتهما على التوالي Bz و Az      ليكن 

)   النقطة  )A BM z z× تحقق المثلث OMB منشابه مباشرة مع المثلث OAI حيث  
OM BM

OB
OA IA

= =  

خاصية   
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   هو التطبيق في المستوى العقدي الذي يربط آل نقطةθ و قياس زاويته ω ذات اللحق Ω      آل دوران مرآزه 

    ( )M z بنقطة ( )' 'M z حيث     ( )' 1i iz ze eθ θω= + −  

خاصية   

1 عددين عقدبن بحيث b و a   ليكن  ; 1a a= ≠  

) في المستوى الذي يربط آل نقطةF التطبيق  )M zة بنقط( )' 'M zحيث 'z az b=  هو الدوران الذي مرآزه +

1

b

a

 Ω − 
) و زاويته  )arg a  
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 التكامـــــل
                                                                                                 الثانية سلك بكالوريا علوم رياضية            

 
I-  تكامل دالة متصلة على مجال  

    1- تعريف و ترميز 

   .I عنصرين من b وa و I دالة متصلة على مجال f               لتكن 

  .F(b)-F(a)=G(b)-G(a) فان   I على f دالتين أصليتين للدالة G و Fآانت إذا            

          .F غير مرتبط باختيار الدالة الأصلية F(b)-F(a)            أي أن العدد الحقيقي
  تعريف   

  .I عنصرين من b وa و I دالة متصلة على مجال fلتكن                       

  b إلى aمن fيسمى تكامل الدالة   , Iى علf دالة أصلية للدالة F حيث F(b)-F(a)                 العدد الحقيقي

)                ويكتب  )
b

a
f x dx∫ ويقرأ مجموع ( )f x dx من a إلى b أو تكامل من  a إلى bلـ ( )f x dx.  

    aو b يسميا محدا التكامل ( )
b

a
f x dx∫  

)    في الكتابة  )
b

a
f x dx∫ يمكن تعويض x بمعنى أن     ، بأي حرف آخر 

( ) ( ) ( ) ........
b b b

a a a
f x dx f t dt f u du= = =∫ ∫ ∫  

) نكتبها على الشكل   F(b)-F(a)    من أجل تبسيط الكتابة  ) ( )
b b

aa
f x dx F x=  ∫  

  أمثلة   

  نحسب       *  
2

1

1
dx

x∫  

           الدالة 
1

x
x

] متصلة على → lnx و دالة أصلية لها هي 2;1[ x→  

]ن  ذ            ا ]2 2

11

1
ln ln 2dx x

x
= =∫  

    أحسب   *       
1 0

4
2 20 1

2

1 1
; ; cos

cos 1
dx dx xdx

x x

π

π
− +∫ ∫ ∫  

     خاصيات-2  

    خاصيات-أ   
  

   I عناصر منc وb وa و I دالة متصلة على مجال fلتكن                  

                  *         ( ) 0
a

a
f x dx =∫ *     ( ) ( )

b a

a b
f x dx f x dx= −∫ ∫    

                        *     ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫   )شالعلاقة     (∫

    أمثلة

أحسب    
1

1
I x dx

−
= ∫  

              

0 1
1 1 0 1 2 2

1 1 1 0
1 0

1 1
1

2 2
x dx x dx xdx xdx x x

− − −
−

−   = = − + = + =      ∫ ∫ ∫ ∫  

   I عنصرا من a و Iدالة متصلة على مجال f لتكن -) ب
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( )

:

x

a

I

x f t dt

ϕ →

→ ∫
  

)دينا        ل ) ( ) ( )x I x F x F aϕ∀ ∈ =   .I على f دالة أصلية لـF  حيث −

) و I قابلة للاشتقاق على ϕن ذ      ا ) 0 'a fϕ ϕ=  التي تنعدم Iعلى f دالة الأصلية للدالة ϕ  أي أن =

  aفي 
  خاصية 

  .I عنصرا من a و Iدالة متصلة على مجال f            لتكن 

) بما يلي I         الدالة المعرفة على  )
x

a
x f t dt→   a التي تنعدم في I على f هي الدالة الأصلية لـ∫

lnx    نعلم أن الدالة مثال x→ هي الدالة الأصلية لـ 
1

x
x

[ على →    .1 التي تنعدم في∞+;0]

                     ] [
1

1
0; ln

x
x x dt

t
∀ ∈ +∞ = ∫  

[على  f   حدد الدالة الأصلية لـ تمرين [ حيث      2 التي تنعدم في ∞+;0] [ ( ) 1
0; lnx f x x

x
∀ ∈ +∞ =  

   خاصية-)ج 

] دالتين متصلتين على gو f                  لتكن  ];a b و λقي ثابت عدد حقي  

         ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
b b b b b

a a a a a
f x dx f x dx f x g x dx f x dx g x dxλ λ= + = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

)       حدد تمرين )14 2

0 0
cos ; 3 1xdx x x dx

π
− +∫ 4cosيمكن اخطاط   ( ∫ x(  

4       نعتبر   تمرين 4

0 0

sin cos

sin cos sin cos

x x
J dx I dx

x x x x

π π

= =
+ +∫ ∫  

I                  أحسب  J I J− J;   و استنتج + I  

)د التأوبل الهندسي للعدد )
b

a
f x dx∫  

  
 

 
 
 

 
 

 
  خاصية

] دالة متصلة و موجبة على f آانت إذا           ];a b)  a b≺   (فان مساحة الحيز المحصور بين منحنى الدالة  

           fالمعرفتين على التوالي بالمعادلتين   و محور الأفاصيل و المستقيمينx a= و x b= هي    

          ( ) ( )b

a
A f f x dx=    بوحدة قياس المساحات ∫

وب إلى معلم متعامدين فان وحدة قياس المساحة هي مساحة المربع  آان المستوى منسإذا       ملاحظة
OIJK  
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    تمرين

)نعتبر              )
2

1
f x

x
=  

)    fC          أنشئ   )1 2i cm j cm= =  

   و محور الأفاصيل و المستقيمين المعرفين بالمعادلتين fCالمحصور بين  مساحة الحيز 2cm          أحسب بـ 

        3 ; 1x x= =.  

II-تقنيات حساب التكاملات   
  الاستعمال المباشر لدوال الأصلية - 1
   أمثلة      

أحسب       *    
( )2

1

lne x
dx

x∫أن        نلاحظ 
( )2ln x

x
u'2 على شكل  u حيث  ( ) lnu x x=  

u'2     و نعلم أن الدالة الأصلية لـ uهي 
31

3
u إذن  

( ) ( )
2

3 3

1
1 1

ln 1 1 1
ln

3 3 3

e e
e x

dx u x x
x

   = = =      ∫    

أحسب       *    
1

0

2

1x
dx

e    لدينا ∫+
2

2
1 1

x

x x

e

e e

−

−=
+ +

 التحويل نلاحظ أن ذا به
2

1 xe+
  يكتب على شكل

        
'

2
u

u
)    حيث − ) 1 xu x e −= )  إذن   + ) ( ) 11 1

00 0

2
2ln ln 1

1

x

x
dx u x e

e

−  = − = − +   +∫  

      حدد -1      تمرين
34

0
sin xdx

π

∫  

 حيث c وb وa    أوجد  - أ-2              

4 2

3 2

2 1
0

1

x x x b c
x ax

xx x x

+ + −
∀ ≠ = + +

+ +
  

  استنتج قيمة   -                 ب
4 2

3

31

2 1x x x
dx

x x

+ + −
+∫  

  بين أن التعبير -3              
2

1

2 5x x− +
 يكتب على شكل 

2

1 '

2 1

u

u +
  . دالة يجيب تحديدها u  حيث 

                   استنتج  قيمة 
1 2 3

21

1

2 5
dx

x x

+

− +∫  

  أحسب  -4              
( )( )

2 1

0

1

1 1 1
;

ln ln ln 1 2

e

e

x dx dx
x x x x x x x

 
 

=  + +  
 

∫ ∫  

   المكاملة بالأجزاء-2

]ابلتين للاشنقاق على  دالتين قg و f       لتكن  ];a b بحيث 'f و 'gمتصلتين على [ ];a b   

         نعلم أن

                  
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
; ' ' '

; ' ' '

x a b fg x f x g x f x g x

x a b f x g x fg x f x g x

∀ ∈ = +

∀ ∈ = −
                  

 خاصية

          ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )' '
b bb

aa a
f x g x dx fg x f x g x dx= −  ∫ ∫            

2    أحسب مثال

0
cosx xdx

π

)     نضع ∫ ) ( ); ' cosv x x u x x= =   
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)         ومنه ) ( )' 1 ; sinv x u x x= =  

]                  إذن      ] [ ] [ ]2 2 22 2
0 0 00 0

cos sin sin sin cos 1
2

x xdx x x xdx x x x

π π ππ π π
= − = − − = −∫ ∫  

22          أحسب تمرين

0 0 1
sin ; sin ; ln

exK e xdx J x xdx I xdx

π π
= = =∫ ∫ ∫  

  الحل              

           

2 2 22

00 0 0

2 2

0 0

sin cos sin cos

1
sin cos .........

2

x x x x

x x

K e x e xdx e x e x K

K e x e x

π π ππ

π π

     = − = − −     

 
   = − =     
 

∫
  

)    أحسب  -1   تمرين    )
1 1 3 22 2

0 0 0 1

2
ln 3 1 ln

1

xx
dx x x dx x e dx x xdx

x

+
+ −

+∫ ∫ ∫ ∫   

; على f   باستعمال المكاملة بالأجزاء أوجد الدوال الأصلية لـ -2              
2 2

π π −  
) حيث  )

2cos

x
f x

x
=  

2   أحسب   -3              

0
cos

x tI e tdt= 2يمكن اعتبار   ( ∫

0
sin

x tJ e tdt= ∫(  

  

   المكاملة بتغيير المتغير -3

] دالة قابلة للاشتقاق على g     لتكن  ];a b حيث 'g متصلة على [ ];a b   . وf دالة متصلة على J حيث   

     [ ]( );g a b J=  

] فان  J على f دالة أصلية لـ F آانت    إذا ] ( ) ( ) ( )( ) ( ); ' 'x a b F g x f g x g x∀ ∈ = ×  

    ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )
( )

'
b g bb

aa g a
f g x g x dx F g x F g b F g a f t dt= = − =  ∫ ∫  

  خاصية 

] دالة قابلة للاشتقاق على g   لتكن  ];a b حيث 'g متصلة على [ ];a b  . وf دالة متصلة على J حيث   

  [ ]( );g a b J=.  

                    ( )( ) ( ) ( )
( )
( )

'
b g b

a g a
f g x g x dx f t dt=∫ ∫  

 ملاحظة

) وضعنا  إذا             )t g x=   فان ( )'
dt

g x
dx

) أي = )'dt g x dx=  

) عوضنا في التعبير إذا            )( ) ( )'f g x g x dx المتغير x بالمتغير t نحصل على ( )f t dt  

 آان إذا          ولدينا 
x a

x b

= 
= 

   فان 
( )

( )

t g a

t g b

= 
= 

  

)          نقول إننا أجرينا تغييرا للمتغير بوضع  )t g x=  

     أحسب أمثلة
3

2

0 1 2 2

1 4
tan
2 1 cos 1

x dx
t t dx

x x x x

π
   = =   +    −

∫ ∫   

   ملاحظة     

2

2 2

1 2
cos ; sin

1 1

t t
x x

t t

 −
= = 

+ + 
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     أحسب  تمرين

                ( ) ( )ln 2 1

1 0
1 ; 2

2

x x dx
e t e t x

x
= + = +

+∫ ∫  

                ( ) ( ) 2
4

20 1

1 1
tan ,

cos 1

x
x

x

e
t x dx t e dx

x e

π −
= =

+∫ ∫  

                
2

1 2

1 1
;

2 1

u ue e
t x dx

t x x

− −
= = 

+ 
∫  

 

III- التكامل و الترتيب   

 1- مقارنة تكاملين 

      (a لتكن f دالة متصلة على [a;b] و Fدالة  أصلية لـ f على[a;b]   

             [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); '
b

a
x a b F x f x f x dx F b F a∀ ∈ = = −∫  

] موجبة على f  آانت إذا        ];a b فان Fتزايدية على [ ];a b   

a        وحيث أن  b≤ فان ( ) ( )F a F b≤ ادن   ( ) 0
b

a
f x dx ≥∫  

  خاصية  

] دالة متصلة على  f         لتكن  ];a b) a b≤(  

] موجبة على f آانت إذا          ];a b فان ( ) 0
b

a
f x dx ≥∫  

b(خاصية   

] دالتين متصلتين على  gو f        لتكن  ];a b) a b≤(  

f آانت إذا        g≤ على  [ ];a b فان ( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx≤∫ ∫ 

      مثال

     نؤ طر 
2

1

01

x
I dx

x
=

+∫  

]       لدينا     ]
2 2

20;1 1 1 2
2 1

x x
x x x

x
∀ ∈ ≤ + ≤ ⇔ ≤ ≤

+
  ومنه 

2
1 1 2

0 02

x
dx I x dx≤ ≤∫ ∫  

            إذن    
1 1

6 3
I≤ ≤  

c( خاصيات   

] دالة متصلة على  f    لتكن -                         أ ];a b) a b≤(  

] سالبة على f آانت                                 إذا ];a b فان ( ) 0
b

a
f x dx ≤∫  

)     - ب ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx≤∫ ∫ 

] على f القيمة الدنوية للدالة m القيمة القصوية و Mلتكن   - ج ];a b 

                             ( ) ( ) ( )
b

a
m b a f x dx M b a− ≤ ≤ −∫  

      ملاحظة 
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] موجبة على f آانت إذا              ];a b  فان المساحة ( ) ( )
b

a
A f f x dx=   م محصورة بين.  في معلم م∫

)وMي بعديه ذ مساحتي   المستطيل ال     )b a−ي بعديه ذ و المستطيل الm و ( )b a−.  

  
  

  
  

            
 
 

 
  

    مثال

نعتبر       
3

1 2

1

1
I dx

x x
=

+
0    نبين أن ∫ 2I≤ ≤  

      الدالة  
2

1

1
x

x x
→

+
[  موجبة و تناقصية على  )   ومنه  ∞+;0] )

[ ]
( )

1;3

2
sup 1

2x

f x f
∈

= =  

)ن     ذ                              ا ) 2
0 3 1

2
I≤ ≤ −  

   القيمة المتوسطة لدالة متصلة في قطعة-2

] دالة متصلة على  fلتكن       ];a b) a b≺ (  وM القيمة القصوية و m القيمة الدنوية للدالة f على [ ];a b  

)             إذن )1 b

a
m f x dx M

b a
≤ ≤

− ] في c   ومنه حسب مبرهنة القيمة الوسطية يوجد على الأقل ∫ ];a b  

)            حيث  ) ( )1 b

a
f c f x dx

b a
=

− ∫  

  خاصية و تعريف 

] دالة متصلة على  f           لتكن  ];a b) a b≠ (  

)        العدد الحقيقي  )1 b

a
f x dx

b a
µ =

− ] علىf يسمى القيمة المتوسطة للدالة ∫ ];a b.  

] في c        يوجد على الأقل  ];a b حيث ( ) ( )1 b

a
f c f x dx

b a
=

− ∫  

      ملاحظة

] موجبة على f آانت إذا              ];a b فان المساحة ( ) ( )
b

a
A f f x dx= م هي مساحة . في معلم م∫

  المستطيل

)ي بعداه ذ  ال            )b a− و ( )f c.  

   في الحالتين التاليتين I على fالقيمة المتوسطة للدالة   أحسب -1   تمرين

           [ ] ( ) [ ] ( ) ( )
3 25 3

0;1 ( ; 1;0 1 (
1

xx x x
I f x b I f x x e a

x

+ + +
= = = − = −

+
  

] على f  أطر الدالة -2            )  حيث 1;0[ ) arctanf x x=  

] قابلة للاشتقاق علىf    لدينا 2الجواب عن السؤال ] و 1;0[ ] ( )
2

1
0;1 '

1
x f x

x
∀ ∈ =

+
و منه 

[ ] ( )1
0;1 ' 1

2
x f x∀ ∈ ≤ ]  ادن ≥ ] ( )

0 0 0

1
0;1 '

2

x x x
x dt f t dt dt∀ ∈ ≤ ≤∫ ∫ ∫ ( )

2

x
f x x≤ ≤  
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IV-حساب المساحات   

 1- حساب المساحات الهندسية

)م .م.منسوب إلى م      المستوى  ); ;o i j  

] دالة متصلة على f      لتكن  ];a b  و fC منحناها و ( )f∆ الحيز المحصور بين fCو محور الأفاصيل    

)      و المستقيمين   ) ( )2 1: :x b x a∆ = ∆ =  

  

  
  
  

  
 

 
 
 

  

] موجبة على f ا آانت إذ     * ];a b فان مساحة ( )f∆هي ( )
b

a
f x dx∫ بوحدة قياس المساحات     

] سالبة على fا آان آانت إذ     * ];a b مساحة هي مساحة ( )f∆ −  

                            ( ) ( ) ( )
b b

a a
A f f x dx f x dx= − =∫ ∫   

] تغير إشارتها على fا آانت إذ    *  ];a bوجد  مثلا يc من [ ];a b حيث f موجبة على [ ];a c و سالبة على 

[ ];c b   

)    الحيز       )f∆ على [ ];a bد  هو اتحا( )f∆ على [ ];a c و ( )f∆ على [ ];c b  

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
c b c b b

a c a c a
A f f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx= + − = + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

  خاصية

)م .م.      المستوى منسوب الى م ); ;o i j  

] دالة متصلة على f    لتكن  ];a b  و fC منحناها و ( )f∆ الحيز المحصور بين fC  و محور الأفاصيل   

)  و المستقيمين    ) ( )2 1: :x b x a∆ = ∆ =  

)     مساحة الحيز  )f∆  هو ( )
b

a
f x dx∫بوحدة قياس المساحة 

    اصطلاحات

)               العدد الموجب  )
b

a
f x dx∫ يسمى المساحة الهندسية للحيز ( )f∆.  

)              العدد الحقيقي  )
b

a
f x dx∫ يسمى المساحة الجبرية للحيز ( )f∆.  

    مثال

)نعتبر  ) 3 1f x x= −  

ا المعادلتين ذ و محور الأفاصيل و المستقيمين fC        حدد مساحة الحيز المحصور بين المنحنى

2 ; 0x x= =  

              ( ) ( ) ( ) ( )2 1 23 3

0 0 1

7
1 1

2
A f x dx x dx x dx u u i j= = − + − = = ×∫ ∫ ∫  
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  مساحة حيز محصور بين منحنيين      -2

] دالتين متصلتين على g و f     لتكن  ];a b هو الحيز المحصور بين ∆ و fC و gC و المستقيمين 

( ) ( )2 1: :x b x a∆ = ∆ )م .م.  في م= ); ;o i j  

  

  
  

  
  

  
  
 

 
  

  

0fا آان إذ      g≥ ) فان  ≤ ) ( ) ( )A A f A g∆ = −    

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
b b b b

a a a a
A f x dx g x dx f x g x dx f x g x dx∆ = − = − = −∫ ∫ ∫ ∫     

fآانت ا إذ      g≤ و آيفما آانت إشارتي f و gو بإتباع نفس الطريقة نحصل على أن   

      ( ) ( ) ( )
b

a
A f x g x dx∆ = −∫  

  خاصية 

] دالتين متصلتين على g و f                 لتكن  ];a b   

) و المستقيمين gC و fC  المحصور بين ∆              مساحة الحيز  ) ( )2 1: :x b x a∆ = ∆ =    

)              هي  ) ( ) ( )
b

a
A f x g x dx∆ =    وحدة قياس المساحات∫−

   ملاحظة
 
 

                
   

             

  
  

  
  

  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )c b

a c
A f x g x dx g x f x dx∆ = − + −∫ ∫  
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V-حساب الحجوم في الفضاء   

)م .    الفضاء منسوب إلى معلم م ); ; ;o i j kي طول حرفه ذ نفترض أن وحدة قياس الحجم هي حجم المكعب ال

i  

   حجم مجسم في الفضاء-1

z مجسما محصورا بين المستويين المعرفين بالمعادلتين S ليكن          a= و z b=  

) نرمز بـ   )S t إلى مساحة مجموعة النقط ( ); ;M x y zمن S حيثz t=و بالرمز  ( )V tإلى حجم مجموعة   

z; المحصور بين المستويينS النقط من   t z a= =  

]ن  م0t ليكن   ];a b و h عددا موجبا حيث [ ]0 ;t h a b+ ∈        

  
  
  

  
  

  
                                                   

  
 
 

 
 

 
 
  

                        
                                                                                                                     

)حجم مجموعة النقط      ); ;M x y z من S 0 المحصورة بينz t= 0 وz t h= ) هو + ) ( )0 0V t h V t+ −  

   و مساحتا قاعدتيهما hا الحجم محصور بين حجمي الأسطوانتين التي ارتفاعهما ذهومن جهة ثانية    

)على التوالي     )0S t  و( )0S t h+ 

)   إذا افترضنا أن  ) ( )0 0S t S t h≤ )  فان + ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0h S t V t h V t h S t h⋅ ≤ + − ≤ ⋅ +  

)                                   و منه      ) ( ) ( ) ( )0 0

0 0

V t h V t
S t S t h

h

+ −
≤ ≤ +  

)   و إذا افترضنا أن التطبيق   )t S t→ متصل على [ ];a b فان 
( ) ( ) ( )0 0

0
0

lim
h

V t h V t
S t

h→

+ −
=  

)   إذن الدالة  )t V t→ قابلة للاشتقاق على [ ];a b و [ ] ( ) ( ); 't a b V t S t∀ ∈ =  

)   أي أن الدالة  )t V t→ دالة أصلية للدالة ( )t S t→على [ ];a b  

)   و بما أن  ) 0V a ] فان = ] ( ) ( );
t

a
t a b V t S x dx∀ ∈ = ∫  

) هو Sن حجم المجسم    إذ ) ( )
b

a
V V b S x dx= =   . وحدة قياس الحجم ∫

            خاصية

  م.    الفضاء منسوب إلى معلم م            
z مجسما محصورا بين المستويين المعرفين بالمعادلتين S            ليكن  a= و z b=  

)           نرمز بـ )S t الى مساحة مجموعة النقط ( ); ;M x y z من S حيثz t=  

)إذا آان أن التطبيق           )t S t→متصلا على [ ];a b فان حجم المجسم S هــو ( )
b

a
V S z dz=    وحدة قياس∫

  .            الحجم
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 تمرين
  R  و شعاعها O            أحسب حجم الفلكة التي مرآزها

  .Oم أصله .م. نفترض أن الفضاء منسوب م:   الحل 

   الفلكة محصورة بين المستويين المعرفين على التوالي 
z;بالمعادلتين  R z R= − =  

  

) مجموعة النقط  ); ;M x y z من الفلكة حيث z t=    R t R− ≤ ≤  

2  هي قرص شعاعه    2R t−   و مساحته ( ) ( )2 2S t R tπ= −  

) بما أن التطبيق  )2 2t R tπ→ ] متصلة على − ];R R−فان  ( )2 2 34

3

R

R
V R t dt Rπ π

−
= − =∫  

 2- حجم مجسم الدوران 

] دالة متصلة على f   لتكن  ];a b و fCم .م. منحناها في م( ); ;O i j  

) حول المحور fC   إذا دار  );O iم الدوران  دورة آاملة فانه يولد مجسما يسمى مجس 

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 

)  في هذه الحالة لدينا مجموعة النقط  ); ;M x y z من الجسم بحيث x t= هي قرص مساحته 

( ) ( )2S t f tπ=  

)  التطبيق  )2t f tπ→ متصلة على [ ];a b   

) المجسم الدوراني هو  إذن حجم )2b

a
V f t dtπ= ∫  

 خاصية

] دالة متصلة على fو  , oم أصله .م.      الفضاء منسوب إلى م ];a b  

) حول المحور fC       حجم مجسم الدوران المولد عن دوران المنحنى  )OX هو ( )2b

a
V f t dtπ= ∫     

 .          بوحدة قياس الحجم 

   تمرين

)            نعتبر  ) 1
ln

2
f x x x=   

) حول المحور fC و حدد حجم مجسم الدوران الذي يولده دوران المنحنى fC     أنشئ  )OX في المجال [ ]1;e 

  IV-حساب بعض النهايات باستعمال التكامل   
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  مبرهنة 

] متصلة على fلتكن  ];a b.  

* من n لكل عنصر
 نضع          

1

0 1

;
n n

n n

i i

b a b a b a b a
s f a i S f a i

n n n n

−

= =

− − − −   = + = +   
   

∑ ∑  

] رتيبة قطعا على f آانت إذا  ];a b للاشتقاق و    قابلةأو 'f محدودة على [ ];a bان المتتاليتين  ف( )nS و 

( )ns  

) متقاربتين و تقبلان التكامل  )b

a
f x dx∫ نهاية مشترآة لهما عندما يؤول n إلى +∞  

  مثال

*    نعتبر  1 1 1
......

1 2 2
nn u

n n n
∀ ∈ = + + +

+ +
  

lim     حدد  nu  

*      لدينا 

1 1

1 1 1 1 1
... 1

1 2
1 1 1 1

n n

n

k k

k
n u f

n kn n

n n n n
= =

 
   ∀ ∈ = + + + = = +   

  + + + + 
 

∑ ∑  

)     حيث  ) 1
f x

x
=  

] متصلة وتناقصية على f      لدينا  ) ومنه المتتالية 2;1[ )
1n n

u ة و  متقارب≤
2

1

1
lim ln 2n
n

u dx
x→+∞

= =∫  

  

  حالة خاصة  

      المتوسط الحسابي 
1

0

1 n

k

b a
f a k

n n

−

=

− + 
 

) يؤول الى القيمة المتوسطة ∑ )1 b

a
f x dx

b a− ∫  

   تمرين 

   أحسب النهايات
1

2 2 2
0 1 1 1

1 1
lim ; lim cos ; lim ; lim

n n n n

n n n n
k k k k

k k k
n

n n n nn k n

π−

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞= = = =+
∑ ∑ ∑ ∑  
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  المعدلة التفاضلیة ھي كل معادلة یكون المجھول فیھا دالة عددیة وتحتوي على مشتقات ھذه الدالة 

و مجموعة ھذه الدوال تسمى الحل العام . التي تحقق ھذه المعادلة  yحل معادلة تفاضلیة ما یعني إیجاد جمیع الدوال 
   خاصا  للمعادلة التفاضلیة و كل عنصر من ھذه المجموعة یسمى حلا

  : في ھذا الدرس سنتطرق إلى نوعین من المعادلات التفاضلیة 

y : المعادلة التفاضلیة من الرتبة الأولى  – 1 ay b     

0y :المعادلة التفاضلیة من الرتبة الثانیة – 2 ay b     

І –  المعادلة التفاضلیة من الرتبة الأولى  

y: ادلة التفاضلیة من نوع المع  – 1 ay   

a –  خاصیة  

  aلیكن 

yالحل العام لمعادلة من نوع  ay    كل دالة ھوy  على شكل: axy x Ae   حیثA  ثابتة حقیقیة تحدد بالشروط
   البدئیة 

b –  مثال  

الحل العام للمعادلة التفاضلیة  حدد  : 3E y y    1و الذي یحقق الشرط
(0)

5
y   

  :الحل

حسب الخاصیة السابقة  الحل العام   للمعادلة  E  ھو الدالةy 3: المعرفة كما یلي( ) xy x Ae     حیثA  ثابتة
  قیة سنحددھا حقی

01لدینا                            1 1
(0)

5 5 5
y Ae A      

ومنھ الحل العام للمعادلة التفاضلیة   : 3E y y      1و الذي یحقق الشرط البدئي
(0)

5
y   ھو الدالةy  المعرفة

31: بما یلي على 
( )

5

xy x e   

y: المعادلة التفاضلیة من نوع   – 2 ay b    

a –  خاصیة  

  عددین حقیقیین غیر منعدمین  bو   aلیكن 

y الحل العام لمعادلة من نوع  ay b    كل دالة ھوy  على شكل: ax b
y x Ae

a
    حیثA یة تحدد ثابتة حقیق

   بالشروط البدئیة 

b –  مثال  

حدد الحل العام للمعادلة التفاضلیة   : 7 5E y y    و الذي یحقق الشرط( 1) 3y    

  :الحل 

حسب الخاصیة السابقة  الحل العام   للمعادلة  E  ھو الدالةy 7: المعرفة كما یلي 5
( )

7

xy x Ae     حیثA  ثابتة

 حقیقیة سنحددھا 

 

 

 

 

 

  

 الثانیة علوم ریاضیة 

 ثانویة الجولان التأھیلیة 
 بیوكرى          
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  لدینا 

  

7

7

7

5
( 1) 3 3

7

5 26
  3

7 7

26
  

7

y Ae

Ae

A e





    

   

 

  

لدینا ادن الحل العام للمعادلة التفاضلیة   : 7 5E y y     و الذي یحقق الشرط البدئي( 1) 3y     ھو الدالةy 

: بما یلي المعرفة على 
 7 17 726 5 26 5

( )
7 7 7 7

xxy x e e e
     

ІІ –  المعادلة التفاضلیة من الرتبة الثانیة:  

  :الرتبة الثانیة تحدید الحل العام لمعدلة تفاضلیة من   – 1

لتكن   : 0E y ay by      معادلة تفاضلیة من الرتبة الثانیة  

2المعادلة التالیة  0r ar b    تسمى المعدلة الممیزة للمعادلة التفاضلیة E  

2ولیكن  4a b    ممیز المعدلة الممیزة  

2الجدول التالي یلخص الحالات الثلاثة المرتبطة بإشارة  4a b     و كیفیة تحدید الحل العام للمعادلة E  

الحل العام للمعادلة   حلول المعادلة الممیزة  إشارة الممیز  E  

0   
المعادلة الممیزة لھا حل وحید 

2

a
r


  

الحل العام للمعادلة  E  یكتب على شكل :

 :
rx

y x Ax B e   

  0   المعادلة الممیزة لھا حلین حقیقیین ھما  :  

1
2

a
r

  
     2و

2

a
r

  
  

الحل العام للمعادلة  E  یكتب على شكل :

1 2: r x r x
y x Ae Be   

  0    المعادلة الممیزة لھا حلین عقدیین مترافقین
  :  یكتبان  على شكلھما الجبري 

1r i       2وr i    

الحل العام للمعادلة  E  یكتب على شكل :

 : cos( ) sin( )
x

y x A x B x e
    

  :ملاحظة

A   وВ  أنظر  الأمثلة(  ثابتتان حقیقیتان تحددان بالشروط البدئیة  (  

  

یمكن تلخیص مضمون الجدول أعلاه في الخطاطة التالیة و التي تبین أھم المراحل الضروریة والكافیة لحل معادلة تفاضلیة 
من النوع  E  

  

  : 0E y ay by   
  

  

2 0r ar b  
    

     

                     
0 

                                
  0 

                                   
  0 

  

                                                                                                                   

                                                                                                                   

الحل العام للمعادلة  E  یكتب
: على شكل 

 :
rx

y x Ax B e   

الوحید للمعادلة ھو الحل  rحیث 
  الممیزة 

الحل العام للمعادلة  E  یكتب
: على شكل 

1 2: r x r x
y x Ae Be   

ھما الحلین  2rو   1rحیث 
  الحقیقیین للمعادلة الممیزة

الحل العام للمعادلة  E  یكتب على شكل :

 : cos( ) sin( )
x

y x A x B x e
    

1rحیث  i    2وr i    حلین
  عقدیین للمعادلة التفاضلیة 
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  أمثلة  -  2

  :01مثال رقم 

لتكن  E 2: المعادلة التفاضلیة التالیة 3 0y y y     

  حدد الحل العام لھذه المعادلة 

  الحل

2:المعادلة الممیزة لھذه المعادلة التفاضلیة ھي  2 3 0r r    

لدینا      22
2 4 3 4 12 8 8i          

  0  ادن المعادلة الممیزة لھا حلین عقدیین وھما  :  

1

2 8 2 2 2
1 2

2 2

i i
r i

 
       2و

2 8
1 2

2

i
r i


    

ومنھ  الحل العام للمعادلة  E ھو   : : cos( 2 ) sin( 2 )
x

y x A x B x e   

  

  :02مثال رقم

حدد الحل العام للمعادلة التفاضلیة التالیة   : 2 3 2 0E y y y    :  

(0)و الذي یحقق الشرطین البدئیین  1y     (0)و 1y     

  حل ال

المعادلة الممیزة للمعادلة   : 2 3 2 0E y y y     22:  ھي كما یلي 3 2 0r r    

: ممیز ھذه المعادلة الممیزة ھو  23 4 2 2 9 16 25      ا  

  0  وھما  ادن المعادلة الممیزة لھا حلین حقیقیین:  

1

3 25 1

4 2
r

 
           2و

3 25
2

4
r


   

ومنھ الحل العام  للمعادلة التفاضلیة  E  ھو :
1

22:
x

xy x Ae Be



   حیثA   وВ  ثابتتان حقیقیتان تحددان
  ا : بالشروط البدئیة 

  :لدینا 
0 0(0) 1 1

1

y Ae Be

A B

   
  

  

  و لدینا 

0 01
(0) 1 2 1

2

1
   2 1

2

y Ae Be

A B

      


   

  

  : لدینا ادن النظمة التالیة

1          

1
2 1

2

A B

A B

 

 

  

  

6من السھل حل ھذه النطمة  ونحصل على 

5
A      1و

5
B


  

و منھ الحل العام للمعادلة التفاضلیة  E  (0)و الذي یحقق الشرطین البدئیین 1y     (0)و 1y    ھو  :  

1
22

6 1
:

5 5

x
x

y x e e
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3 - 1 -                  .  ريا . ع . ب  . 2                                                               محمد الحيان  

 المخروطيات

 المنحنيات من الدرجة الثانية

  الطريقة الأولى تعتمد على تغيير المعلم بتغيير الأساس                   :1مثال 

)في المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم ), ,O i j ؛ نعتبر المجموعة  :( ) ( ){ }2 2
, / 5 5 6 8 0E M x y x y xy= ∈ + + − =P.  

في المستوى المتجهي
2

V ؛ نعتبر المتجهتين               :
2 2

2 2
u i j= 2          و      + 2

2 2
v i j= − +.  

)حدد معادلة ديكارتية للمنحنى. 1 )Eفي المعلم ( ), ,O u vثم استنتج طبيعة المنحنى ( )E. 

)أنشئ المنحنى. 2 )Eفي المعلم ( ), ,O i j.  

 :  تذآير  :الحل 

)إذا آان ),i j و ( ),u v أساسان متعامدان ممنظمان حيث : ( ) [ ], 2i u θ π≡ 0 و
2

πθ< :  ؛ فإن >

 

( ) ( )cos sinu i jθ θ= )   و       + ) ( )sin cosv i jθ θ= − +.  

):   في المثال ؛ لدينا  )2
cos sin

4 4 2
u i j i j

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

)   و   )2
sin cos

4 4 2
v i j i j

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.  

  يتم اختيار 
4

πθ )عادلة بحيث تكون م= )Eغير محتوية على الحد xy.  

 : بحيث P نقطة من المستوىMنعتبر. 1

    ( ),x yهو زوج إحداثيتي النقطة Mة للمعلم بالنسب( ), ,O i j و  ( ),X Yهو زوج إحداثيتي النقطة Mبالنسبة للمعلم ( ), ,O u v.  

:                                        لدينا 

( ) ( )

( )

( )

2 2

2 2

2

2

2

2

OM x i y j X u Y v x i y j X i j Y i j

x X Y

y X Y

= + = + ⇔ + = + + − +

⎧
⎪ = −
⎪⇔ ⎨
⎪ = +⎪⎩

  

              :     ومنه فإن 

( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

5 5 6 8 0

5 5 6
8 0

2 2 2

5 2 5 2 6 16 0

16 4 16 0

1
1 2

M E x y xy

X Y X Y X Y X Y

X XY Y X XY Y X Y

X Y

X Y

∈ ⇔ + + − =

⇔ − + + + − + − =

⇔ − + + + + + − − =

⇔ + − =

⇔ + =

 

)    إذن )E  إهليليج  مرآزه( )0,0O ورؤوسه بالنسبة للمعلم ( ), ,O u v هي  :( )1,0A و ( )1,0A ′ ) و − )0, 2B و ( )0, 2B ′ −.  

1a:     لدينا  2b و = aبما أن  . = b< فإن  :
2 2 2 2

2 1 3c b a= − = − )  ومنه فإن بؤرتي الإهليليج= )Eبالنسبة للمعلم  

    ( ), ,O u v هما ( )0, 3F  و   ( )0 3F ′ ): ودليلاه هما  . − ) 4 3
:

3
D Y ) و = ) 4 3

:
3

D Y′ = −.  

θ
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3 - 2 -                  .  ريا . ع . ب  . 2                                                               محمد الحيان  

:     تباعده المرآزي هو 
3

2

c
e

b
= =.  

:     وبما أن 

( )

( )

2

2

2

2

x X Y

y X Y

⎧
= −⎪⎪

⎨
⎪ = +⎪⎩

:   فإن 

( )

( )

2

2

2

2

X x y

Y x y

⎧
⎪ = +
⎪
⎨
⎪ = − +⎪⎩

)إذن بالنسبة للمعلم .  ), ,O i j نحصل على : 

)   رؤوس  )E هي  :
2 2

,
2 2

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

2  و   2
,

2 2
A
⎛ ⎞
′ − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

)  و   )2, 2B )  و  − )2, 2B ′ −.  

)    بؤرتي )E هما  :
6 6

,
2 2

F
⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

6  و   6
,

2 2
F
⎛ ⎞
′ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

)    دليلا  )E هما  :( ) 2 4 3
:

2 3
D x y

⎛ ⎞
− + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

)  و   ) ( )2 4 3
:

2 3
D x y′ + =  

):                     أي  ) 4 6
:

3
D x y− + ) و = ) 4 6

:
3

D x y′ + = 

)    إنشاء الإهليليج )Eفي المعلم ( ), ,O i j:  

 

  الطريقة الثانية تعتمد على الدوران              : 2مثال 

)  في المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم   ), ,O i j؛ نعتبر المجموعة  ( ) ( ){ }2 2
, / 5 5 6 8 0E M x y x y xy= ∈ + + − =P  

) الذي مرآزهR   ونعتبر الدوران )0,0O وزاويته 
4

πθ =.  

)أآتب معادلة ديكارتية للمجموعة. 1  )R E⎡ ⎤⎣ )معلم  في ال⎦ ), ,O i j ثم استنتج طبيعة ( )R E⎡ ⎤⎣ ⎦.  

)حدد طبيعة المجموعة. 2  )Eثم أنشئها في المعلم ( ), ,O i j. 

 : بحيث P نقطة من المستوىM  لتكن:الحل 

    ( ),x yهو زوج إحداثيتي النقطة Mبالنسبة للمعلم ( ), ,O i j و  ( ),X Yهو زوج إحداثيتي النقطة ( )M R M′   بالنسبة  للمعلم   =

    ( ), ,O u v.  لدينا   : 

                       ( )
( )

( )

( )

( )

2 2
cos sin

4 4 2 2

2 2
sin cos

4 4 2 2

X x y X x y x X Y

M R M

Y x y Y x y y X Y

π π

π π

⎧⎧ ⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⎪ = − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪ ⎪′ = ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪= + = + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎩⎩ ⎩

 

)       الصيغة التحليلية للدوران:  تذآير   ),R O θ هي  :
( ) ( )
( ) ( )

cos sin

sin cos

X x y

Y x y

θ θ

θ θ

= −⎧⎪
⎨

= +⎪⎩

4

πθ =  
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)    لدينا  ) ( ),M X Y R E′ )إذن    ∋ ) ( ), /M x y E M R M′∃ ∈  : فإن  ومنه   =

2 2
5 5 6 8 0x y xy+ + −     و     =

( )

( )

2

2

2

2

x X Y

y X Y

⎧
= +⎪⎪

⎨
⎪ = − +⎪⎩

.  

)            :     إذن  ) ( ) ( )( )2 21 1 1
5 5 6 8 0

2 2 2
X Y X Y X Y X Y× + + × − + + × + − + − = 

)               :     أي  ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
5 2 5 2 6 16 0X Y XY X Y XY Y X+ + + + − + − − =  

:     يكافئ 
2 2

4 16 16X Y+ ):   وبالتالي فإن = )
2 2

2 2
: 1

2 1

X Y
R E + =⎡ ⎤⎣ )ومنه فإن  . ⎦ ) ( )E R E′ ) إهليليج مرآزه = )0,0O  

2a:     ولدينا  1b و  = :  إذن =
2 2 2 2

2 1 3c a b= − = − ) للمعلم بالنسبة  . = ), ,O i j  لدينا   ؛: 

)ؤوس     ر )E )     :                     هي′ )2,0A    و   ( )2,0A ′ )    و  − )0,1B    و  ( )0, 1B ′ −.  

)    بؤرتي )E )                        :                      هما′ )3,0F     و ( )3,0F ′ −.  

)   التباعد المرآز للإهليليج )E                                  :  هو ′
4 3

3

c
e

a
= =.  

)  دليلا    )E )          :                       هما′ ) 4 3
:

3
D x )          و            = ) 4 3

:
3

D x′ = −.  

)إنشاء المجموعة.  2 )E  في المعلم( ), ,O i j : 

):      لدينا  ) ( )( ),
4

E R O E
π⎛ ⎞′ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
):  إذن  ) ( )( ),

4
E R O E

π⎛ ⎞ ′= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

) وبما أن )E )  إهليليج فإن′ )Eهو أيضا إهليليج يستنتج من   

)    الإهليليج )E )  بالدوران الذي مرآزه′ )0,0O وزاويته 
4

πθ ′ =  : آما يلي −

 
     

 

                           

 

 

 

4

πθ ′ = −  
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   2011- 2010                                                  –بیوكرى   –ثانویة الجولان التأھیلیة  

      أحمد مومني : الأستاذ                                                       : السنة الثانیة علوم ریاضیة 

  

  

I –  تعریف و أمثلة :  

  :  قانون تركیب خرجي  – 1

a –   تعریف :  

  مجموعتین غیر فارغتین  Εو   Aلتكن 

Aمن  ƒكل تطبیق  E   نحوΕ  یسمى قانون تركیب خارجي معرف علىΕ  ذو المعاملات فيA  

  :بتعبیر أخر 

ƒ  قانون تركیب خارجي معرف علىΕ  ذو المعاملات فيA     
:

    , ( , )

f A E E

x f x 
 


   

)یرمز عادة  للصورة  , )f x   بالرمزx    أوx  

b –   أمثلة:  

من  Мو   IRمن  αلكل  – 1 2M IR   11حیث 12

21 22

a a
M

a a

 
  
 

:ا لدین   11 12

2

21 22

a a
M M IR

a a

 


 
 

  
 

 

: التطبیق :إذن    
 

2 2:

             ,

f IR M IR M IR

M M 

 



قانون تركیب خارجي معرف على    2M IR و معاملاتھ فيIR  

من  ƒو    IRمن  αلكل    – 2 ,F I IR  )موعة الدوال العددیة المعرفة على مجال مجI ضمنIRنحوIR   ( 

: لدینا  ,f F I IR  

التطبیق : إذن    
 

: , ,

             ,

g IR F I IR F I IR

f f 

 



قانون تركیب خارجي معرف على  ,F I IR و معاملاتھ  فيIR 

 : تعریف الفضاء المتجھي  – 2

a –   تعریف:  

:  IRو بقانون تركیب خارجي معاملاتھ في  مجموعة مزودة بقانون تركیب داخلي  Εلتكن 

 
:

     ,   

f IR E E

x x 
 

 
 

: نقول أن  , ,E    فضاء متجھي علىIR  أو فضاء متجھي حقیقي إذا وفقط إذا تحققت الشروط التالیة :  

1 –   ,E   زمرة تبادلیة 

2 –        2
, IR x E x x x              

3 –         2
, IR x E x x           

4 –        2
,IR x y E x y x y            
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5 –    1x E x x   

xبالرمز  Εمن  xو لكل عنصر +  بالرمز  في ما تبقى من ھذا الدرس نرمز للقانون الداخلي 


  و نسمیھ متجھة  

منھ التعریف التالي للفضاء المتجھي  , ,E    

: نقول أن  , ,E    فضاء متجھي علىIR  أو فضاء متجھي حقیقي إذا وفقط إذا تحققت الشروط التالیة :  

1 –   ,E   زمرة تبادلیة 

2 –       2
, IR x E x x y           

   
 

3 –         2
, IR x E x x        

  
 

4 –        2
,IR x y E x y x y         
     

 

5 –    1x E x x  
  

b –   قواعد الحساب في فضاء متجھي :  

لیكن  , ,E    فضاء متجھي حقیقي لدینا الخاصیات التالیة  

  

1  
 a x b x b a     

   
  

المتجھة  b a 
 

aتسمى فرق المتجھتین  


bو    


bوتكتب كذلك   a
 

  

2     0 0 x=0IR أو  x E x       
  

  

3     ( ) ( ) ( )IR x E x x x          
  

  

4      2
, ( )IR x y E y x y x        
     

  

5       2
, IR x E x x y           

   
  

c –  ن أنظر سلسلة التماری(  :أمثلة و تمارین تطبیقیة( 

II –     الفضاء المتجھي الجزئي:  

  :تعریف   – 1

لیكن  , ,E     فضاء متجھي حقیقي وF  جزء غیر فارغ  منΕ  

  : إذا وفقط إذا تحقق ما یلي  Εفضاء متجھي جزئي من الفضاء  Fنقول أن 

1 –  F  أي + مستقر بالنسبة للقانون الداخلي:  2
,x y F x y F   
   

  

2 –  F  مستقر بالنسبة للقانون الخارجي أي:   x F IR x F     
 

  

  : بتعبیر أخر 

F  فضاء متجھیا  جزئیا منΕ          
  

2

                                                                   

,                                  

F

F E

x y F x y F

IR x F x F 

 
      
     

   



  

  :أمثلة  – 2

  

1  
 0  وΕ متجھي فضائین متجھیین جزئیین من الفضاء ال , ,E    

  

  

2  
n

P  التي درجتھا أصغر من تساوي  تمجموعة الحدودیاn   فضاء متجھي  جزئي من الفضاء المتجھي
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  , , ,F IR IR    

  

  

3  
  2

, 2x y IR y x    فضاء متجھي  جزئي من الفضاء المتجھي 2
IR , ,   

  ) تحقق من ذلك (   

  : الخاصیة الممیزة لفضاء متجھي جزئي   – 3

لیكن  , ,E     فضاء متجھي حقیقي وF  جزء  منΕ  

F  فضاء متجھیا  جزئیا منΕ 
     2 2

                                                                   

, ,

F

IR x y F x y F   

        
     

III –   التألیفات الخطیة :  

  :  تعریف  – 1

1xلتكن 


2xو    


و  و   
n

x


و  و  2و   1و   Εمتجھات من الفضاء المتجھي  
n

  أعدادا حقیقیة.  

المتجھة 
1

n

i i

i

x x


 
1xتسمى تألیفة خطیة للمتجھات  


2xو  


و و   

n
x


و  و  2و   1ذات المعاملات  
n

  

ونقول كذلك أن الأسرة   1 2, , ,
n

B x x x
     تولد المتجھةx


xأو المتجھة  


مولدة بالأسرة  

 1 2, , ,
n

B x x x
    

ن أسرة و نقول ع 1 2, , ,
n

B x x x
    أنھا تولد الفضاء المتجھيΕ  إ وفقط إذا كانت كل متجھةx


تكتب على  Εمن  

1xشكل تألیفة خطیة  للمتجھات  


2xو  


و و   
n

x


  

  :بتعبیر اخر

x


مولدة بالأسرة   1 2, , ,
n

B x x x
     1 2

1

, , ,
n

n

n i i

i

IR x x   


      

  

مولد بالأسرة  Εالفضاء   1 2, , ,
n

B x x x
       1 2

1

, , ,
n

n

n i i

i

x E IR x x   


         

  :تمرین تطبیقي  – 2

: المعرفة بالصیغة  التالیة  Εنعتبر المجموعة   3
, , / 3 0E x y z IR x y z      

بین أن   – 1 , ,E     فضاء متجھي حقیقي  

لتكن   – 2 1 1,1,0e 


و     2 0,3,1e 


  Εمتجھتین من   

بین أن الأسرة    1 2,e e
 

لمتجھي تولد الفضاء ا  , ,E    

  : الارتباط  و الاستقلال الخطي  – 3

a –   تعریف  

لتكن  1 2, , ,
n

B x x x
    أسرة من متجھات الفضاء المتجھي , ,E    

  :نقول أن

 مقیدة أو خطیا مرتبطة  B سرةالأ     

      1 2 1 2 i

1

, , , , , , 0,0, ,0    و 
n

n

n n i

i

IR x o      
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مستقلة  خطیا أو حرة Bالأسرة  1 2 1 1

1

, , ,  ;   0 0
n

n

n i i n

i

IR x      


 
         
 

 

b –   مثال: 

في الفضاء المتجھي   2 , ,M IR    نعتبر الأسرتین 1 ,B L J   و 2 , ,B L J K بحیث :

1 0

0 2
L

 
  
 

و  
0 2

1 0
J

 
  
 

و  
2 6

3 4
K

 
  
 

: لدینا 
1 0 0 2 2 0 0 6 2 6

2 3 2 3
0 2 1 0 0 4 3 0 3 4

L J K
         

               
         

2: إذن  3 0L J K  
ومنھ ألأسرة  2 , ,B L J K  2:   مقیدة لأن 3 0L J K     و   2,3, 1 0,0,0 

: رى لدینا من جھة أخ

0 0 2 0 0
0

0 2 0 0 0

2 0 0

2 0 0

0

L J
 

 
 

 
 
 

     
         

     
   

    
   

  
إذن الأسرة  1 ,B L J  حرة

c –   خاصیات :

تكون كذلك مقیدة  Bأسرة  مقیدة فإن كل أسرة  تتضمن  B إذا كانت
تكون كذلك حرة  Bأسرة ضمن أسرة حرة فإن  Bإذا كانت

:  بتعبیر  أخر

B أسرة مقیدة  وB B     B   أسرة   مقیدة
B   أسرة حرة  وB B     B   أسرة   حرة

تكون مقیدة  Bفإن  نمتجھتان متساویتا Bإذا كانت في أسرة   – 1
تكون مقیدة  Bعلى شكل تألیفة  خطیة للعناصر الأخرى فإن  Bإذا كانت أحدى متجھات أسرة   – 2
مختلفة مثنى مثنى  حرة فإن جمیع عناصرھا غیر منعدمة وBإذا كانت أسرة    –3

:أساس فضاء متجھي حقیقي  – 4

a –   تعریف: 

لیكن  , ,E    فضاء  متجھي حقیقي

نقول أن أسرة  1 2, , ,
n

B x x x
    من متجھاتΕ  أساس للفضاء المتجھي , ,E   إذا وفقط إذا كانت كل متجھة

Bعلى شكل تألیفة خطیة لمتجھات الأسرة   ةوحید ة  تكتب بكیفی Εمن 

 :بتعبیر أخر 

 1 2, , ,
n

B x x x
   أساس للفضاءΕ    1 2

1

! , , ,
n

n

n i i

i

x E IR x x   


      

و  و  2و 1الأعداد الحقیقیة 
n

   تسمى إحداثیات المتجھةx


بالنسبة للأساس    1 2, , ,
n

B x x x
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b –   مثال: 

في  3
, ,IR    نعتبر المتجھات التالیة : 1 1,0,0e 


و      2 0,1,0e 


و       3 0,0,1e 



لنبین أن الأسرة  1 2 3, ,B e e e
  

أساس للفضاء المتجھي    3
, ,IR  

لتكن   3, ,x a b c IR 


: لدینا 

       
     
1 2 3

, , ,0,0 0, ,0 0,0,

1,0,0 0,1,0 0,0,1

x a b c a b c

a b c

ae be ce

   

  

  



  

bو   aنفترض أنھ توجد أعداد حقیقیة أخرى     وc  1: بحیث 2 3x a e b e c e    
  

لدینا إذن  1 2 3 1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( ) 0,0,0ae be ce a e b e c e a a e b b e c c e                
        

 

ومنھ    :       ( ) 1,0,0 ( ) 0,1,0 ( ) 0,0,1 0,0,0a a b b c c       

       
   

,0,0 0, ,0 0,0, 0,0,0

, , 0,0,0

b=b و c=c و 

a a b b c c

a a b b c c

a a

        

      

   
إذن كل  متجھة من  3

, ,IR     ل تألیفة خطیة لمتجھات الأسرة  على شك  ةوحید تكتب بكیفیة 1 2 3, ,B e e e
  

و بالتالي  1 2 3, ,B e e e
  

أساس للفضاء المتجھي   3
, ,IR  

c –   خاصیات: 

لیكن   , ,E   فضاء متجھي حقیقي

1 
 1 2, , ,

n
B x x x

   أساس للفضاءΕ    B أسرة مولدة وحرة للفضاء المتجھيΕ
dimونرمز لھ  ب  Εیسمى بعد الفضاء التجھي  Bعدد متجھات الأساس  E    )dim ( )E card B (

2 
و   و 2و 1إدا كانت 

n
   إحداثیات متجھةx

  1و    2و  و  و
n

  إحداثیات متجھةy


1فإن  1  2و 2   و   و
n n

    إحداثیات المتجھة x y
 

3 
و   و 2و 1إدا كانت 

n
   إحداثیات متجھةx

 فإن إحداثیات المتجھةx  1: ھي 2و
  و 

n


dimمتجھة  nمكونة من  Εجمیع أساسات  4 E n 
5  1 2,e e

 
Ε  )dimأساس للفضاء   2E   (  1 2,e e

 
حرة   1 2det , 0e e  

 

6  1 2 3, ,e e e
  

Ε  )dimأساس للفضاء   3E   (  1 2 3, ,e e e
  

حرة   1 2 3det , , 0e e e  
  

7 ( ) ( )card B card B  B    وB   للفضاء أساسینΕ
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