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 مجموعة الأعداد الصحيحة الطبيعية و مبادئ في الحسابيات
  القدرات المنتظرة

  توظيف الزوجية وتفكيك عدد إلى جداء عوامل أولية في حل بعض المسائل البسيطة - *
  .حول الأعداد الصحيحة الطبيعية

 I ) مجموعة الأعداد الصحيحة الطبيعية
مجموعة الأعداد الصحيحة الطبيعية   -1

نشاط      
طبيعية يحة حصا أعداد تلك التي تمثل            من بين الأعداد التالية حدد

5   ،    3   ،   16+4   ،     
5
2

    ،23 – 12   ،   
15
3

   ،    25 ، 2,15

  تعريف    
تسمى أعدادا صحيحة طبيعية و تكون  ..............7 ، 6 ،  5 ، 4 ، 3 ، 2 ، 1 ، 0 الأعداد        

 الصحيحة الطبيعية نرمز لها بـ الأعدادمجموعة تسمى مجموعة 
}نكتب    }0;1;2;3;4;5............= →

      مصطلحات و ترميز 
 يسمى العدد الصحيح الطبيعي المنعدم 0 العدد -     *
* مجموعة الأعداد الصحيحة الطبيعية الغير المنعدمة نرمز لها بالرمز -     *

{ }* 1;2;3;4;5............= →

   تمرين 
   ∌  أو ∋           أتمم بأحد الرمزين 

* * *27 24..... ; 2..... ; 0.... ; 5.... ; 3..... ; .....
23

−

 الأعداد الفردية–الأعداد الزوجية  - 2
 أنشطة

65 و 41 الزوجية المحصورة بينالأعداد آل أعط -1
 ، I الفردية بـ الأعداد  و مجموعة P الزوجية بـ دالأعدالنرمز لمجموعة  -2

   ∌  أو ∋أتمم بأحد الرمزين      
2 3.... ; 4 17.... ; 4 17.... ; 0.... ; 0... ; 5 13...P P I I P I× × ×

   عددين صحيحين طبيعيين فرديينd و cوجيين و  عددين صحيحين طبيعيين زb و a ليكن -3
   مع تعليل الجواب)هل الأعداد زوجية أم فردية ( التاليةالأعداد     حدد زوجية 

; ;a c c d a b+ + +
   تعريف

 وفقط آان يوجد عدد صحيح طبيعي إذا عدد زوجي a العدد الصحيح الطبيعي إن       نقول 
k 2  حيثa k=  

  k وفقط آان يوجد عدد صحيح طبيعي إذا عدد فردي a العدد الصحيح الطبيعي إننقول 
2يث ح 1a k= +

        أمثلة 
   زوجيةأعداد ........ 8  ، 6 ،  4  ،   2   ،  0 الأعداد
  أعداد فردية ........ 9 ، 7  ،  5  ،   3   ،  1 الأعداد
          ملاحظات

   عدد فرديوأ عدد زوجي إما آل عدد صحيح طبيعي هو -*
   مجموع عددين زوجيين هو عدد زوجي-*

             مجموع عددين فرديين هو عدد زوجي
           مجموع عدد زوجي و عدد فردي هو عدد فردي

       تمرين 
   عددا صحيحا طبيعياnليكن -1

)أدرس زوجية آل من  )1n n )     و      + ) ( )1 2n n n+ + + 24    و + 4 1n n+ +

m عددين صحيحين طبيعيين حيث m و nليكن  -2 n
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m بين أن  n+ و m n−لهما نفس الزوجية   
        الحل

1-  *n 1 وn    فرديالآخر عددان صحيحان طبيعيان متتاليان ومنه أحدهما زوجي و +
) إذن        و التالي جداؤهما زوجي  )1n n    زوجي+

)لدينا      *   ) ( ) ( )1 2 3 1n n n n+ + + + = ) و التالي زوجية + ) ( )1 2n n n+ + + 1n هي زوجية + +   

) زوجيا فان n         إذا آان  ) ( )1 2n n n+ + +    فرديا+

) فرديا فان n         إذا آان  ) ( )1 2n n n+ + +    زوجيا+

)لدينا      *  )2 24 4 1 2 2 2 1n n n n+ + = + )  و حيث أن + )22 2n n+ 24 فان ∋ 4 1n n+   فردي +

  
2-  n و m عددان صحيحان طبيعيان حيث m n  

mنبين أن   n+ و m n−لهما نفس الزوجية   
)    العدد  )m n−يمكن أن يكون زوجيا أو فرديا   

)إذا آان    *  )m n− زوجيا فانه يوجد k 2 حيث  منm n k−    لطرفي المتفاوتة 2n بإضافة =

)      نحصل على  )2 2 2m n k n k n+ = + = k وحيث أن + n+ m فان ∋ n+زوجي   

)إذا آان    *  )m n−رديا فانه يوجد  فk 2 حيث  من 1m n k− =    لطرفي المتفاوتة 2n بإضافة +

)      نحصل على  )2 2 1 2 1m n k n k n+ = + + = + k وحيث أن + n+ m فان ∋ n+فرديا   

m     إذن  n+ و m n−لهما نفس الزوجية   
II( – قواسم عدد– مضاعفات عدد   

A( مضاعفات عدد  
  أنشطة  - 1

  1   نشاط
   في المكان المناسب   ×ضع الرمز  -1

  24  50  75  33  121  999  211  2210  
                  2عفمضا

                  3مضاعف
                  5مضاعف
                 11مضاعف
  
 11 و3  ثم 3 و2استخرج من بين أعداد السطر الأول المضاعفات المشترك للعددين  -2
  2          نشاط

   9  ثم للعدد6 للعددالأولى                حدد المضاعفات العشرة 
   من بين هذه المضاعفات                استنتج المضاعفات المشترآة

                  ماذا تلاحظ
  المضاعفات المشترآة للعددين .   18 هو 9 و6 للعددين  غير منعدم اصغر مضاعف مشترك(               
  )18ضاعفات العدد م هي 9 و 6                 
  2          نشاط

   صحيحا طبيعيا فرديا عدداn                 ليكن
2 تأآد-                  أ 1n 7   في الحالات التالية8 مضاعف للعدد − ; 5 ; 3 ; 1n n n n= = = =  
2 بين أن -                  ب 1n   n العدد الصحيح الطبيعي الفردي   آيفما آان8 مضاعف للعدد −

  الحل        
2 حيث  من kعدد صحيح طبيعي فردي أي يوجد  n  ليكن -            ب 1n k= +  

)                لدينا  )( )2 1 1 1n n n− = − ) ومنه + )2 1 4 1n k k− = +   

)            وحيث أن  )1k k    )لأنه جداء عددين متتاليين( عدد زوجي +

) حيثمن  k'           فانه يوجد )1 2 'k k k+ 2 و بالتالي= 1 8 'n k− =  

2           إذن  1n   8 مضاعف للعدد−
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   تعريف-2        
   غير منعدمbعددين صحيحين طبيعيين حيث  b و a        ليكن 

a حيث k إذا وفقط إذا وجد عدد صحيح طبيعي b مضاعف للعدد a نقول إن العدد  bk=      
          أمثلة

  5 مضاعفات للعدد 1775  ، 25 ، 20 ،15 ، 10 ، 5 ، 0  الأعداد            
  4 ليس مضاعف للعدد22            

  ∋b*ليكن    * - 3        
  ∋k حيث kb هي الأعداد b             مضاعفات  

 *         0 0k× =  
   خاصية           

  ي غير منعدم ما لنهاية من المضاعفاتلكل عدد صحيح طبيع            *  
  0 مضاعف وحيد هو0للعدد             *  

  الأصغر المضاعف المشترك -4         
             تعريف

   عددين صحيحين طبيعيين غير منعدمينb و a        ليكن 
   هو أصغر مضاعف مشترك غير منعدم للعددينb وa للعددينرالأصغ     المضاعف المشترك 

      aو b نرمز له بالرمز   ( );PPCM a b  

)                أمثلة )4;9 36PPCM =    ،   ( )6;10 30PPCM =  

B( قواسم عدد  
    نشاط- 1

   126 و 90  ثم استنتج أآبر قاسم مشترك للعددين 126 ثم قواسم 90      حدد قواسم 
   تعريف-2           

   غير منعدمb عددين صحيحين طبيعيين حيث b و a        ليكن 
a حيث k  إذا وفقط إذا وجد عدد صحيح طبيعي a قاسم للعددb نقول إن العدد  bk=      

  b مضاعف للعدد a  إذا وفقط إذا العدد a قاسم للعددbالعدد : ملاحظة  
  b قابل للقسمة على a               نقول أيضا العدد 

   و نفسه1 له على الاقل قاسمان 1دم مخالفا لـ آل عدد صحيح طبيعي غير منع •
  قاسم وحيد هو نفسه1للعدد  •
 0 الصحيحة الطبيعية الغير المنعدمة تقسم الأعدادجميع  •

   القاسم المشترك الأآبر لعددين-3          
             تعريف

  ن صحيحين طبيعيين غير منعدمين عدديb و a        ليكن 
   هو اآبر قاسم مشترك لهما b وa     القاسم المشترك الأآبر للعددين

)نرمز له بالرمز  );PGCD a b  

)                 مثال            )126;90 18PGCD = ،   ( )4;9 1PGCD =  

III(الأعداد الأولية   
   تعريف-1         

        نسمي عددا أوليا آل عدد صحيح طبيعي له قاسمان بالضبط
  )40حدد الأعداد الأولية الأصغر من(  أمثلة         

  37 ، 31 ، 29 ، 13 ، 19 ، 17 ، 13 ، 11 ، 7 ، 3 ، 2 هي 40              الأعداد الأولية الأصغر من 
  

  جداء عوامل أولية لعدد غير أوليإلىالتفكيك  - 2
  )مقبولة(  مبرهنة 

)   n         آل عدد صحيح طبيعي  )2n    هو عدد أولي أو جداء عوامل أولية≤

           أمثلة 
   عدد أولي41              
3ير أولي و  عدد غ72               272 8 9 2 3= × = ×  
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            تعريف
  صحيحا طبيعيا غير أولي عددا a      ليكن 
  a للعدد" التفكيك إلى جداء عوامل أولية" على شكل جداء عوامله أولية تسمى a    آتابة 

       أمثلة      
   إلى جداء عوامل أولية1344 ، 319  ، 24           فكك الأعداد 

                    324 8 3 2 3= × = 319   و × 11 29= ×                  61344 4 4 4 21 2 3 7= × × × = × ×  
         
  ) نقبلها(   تقنية للتفكيك        

     
 نأخذ اصغر عدد aكيك عدد صحيح طبيعي غير منعدم    لتف

خارج b عددفنحصل على و ننجز القسمة aأولي يقسم 
 فنحصل على خارج bالقسمة فنأخذ اصغر عدد أولي يقسم 

 على هذا المنوال حتى نحصل على و نتابع.......القسمة 
  .1خارج يساوي 

  
 سيكون هو جداء جميع الأعداد الأولية التي aلعدد ا    

  قسمنا بها 
  

  : مثال
2   1344  
2    672  
2    336   
2    168  
2     84  
2     42  
3     21  
7      7  

       1  
  

61344إذن  2 3 7= × ×  
  

  ) نقبلها(خاصيات  - 3
  1 خاصية

  المضاعف المشترك الأصغر لعددين هو جداء العوامل الأولية المشترآة و الغير المشترآة     
  . المرفوعة إلى أآبر أس. إلى جداء عوامل أولية  بين تفكيكي هذين العددين

  1خاصية
   المشترآة بين تفكيكي هذين      القاسم المشترك الأآبر لعددين هو جداء العوامل الأولية

  . المرفوعة إلى أصغر أس.  إلى جداء عوامل أولية   العددين
) ملاحظات  );1 1PGCD a = ، ( );PGCD a a a= ، ( );1PPCM a a=    ( );PPCM a a a= 

  :تمرين
)         حدد  )84;216PGCD ،  ( )84;216PPCM  ،  ( )35;121PGCD ،  ( )35;121PPCM         

  
  

  إضافات
a حيث b و a للعددينالأصغر المضاعف المشترك طريقة لتحديد*  b≥  

   هل هو مضاعفa من أصغر مضاعف غير منعدم للعدد  ابتداء ثم أتأآد بالتتابع aمضاعفات   أحدد 
   فإذا آان الجواب لا  ، أتابع البحث إن آان نعم ، أتوقف و العدد الذي حصلت فيه على b   للعدد 

  .b و aالجواب هو المضاعف المشترك الأصغر للعددين   هذا 
  
a حيث b و a القاسم المشترك الأآبر للعددينطريقة لتحديد*  b≥  

   هل هو قاسم للعددb ثم أتأآد بالتتابع تناقصيا ابتداء من أآبر قاسم للعددb   أحدد قواسم العدد 
   a  فإذا آان الجواب لا  ، أتابع البحث ان آان نعم ، أتوقف و العدد الذي حصلت فيه على هذا  

  .b و a المشترك الأآبر للعددين   الجواب هو القاسم
  
   أوليا أم لاa ما إذا آان العددطريقة لتحديد* 

2p حيث p الأولية الأعداد   نحدد أولا جميع  a≤.  
   غير أوليa فانالأعداد يقبل القسمة على أحد هذه aآان  إذا   
    أوليa لا يقبل القسمة على أي عدد من هذه الأعداد فانa آان إذا   
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 ا��
ع ا�����ك
� ا���	
	� وا�درس 	���	�تا���اد ا��  

 

1/3 – 3/2017 

  مجموعة الأعداد الصحيحة الطبيعية

  مبادئ في الحسابياتو
  

  

 ا
	داد ا�زو��� و ا
	داد ا��رد��
  

� زو��� �2ل 	دد ���� ط���� �ن ���	��ت  ���� 

�رد�� � ��� �ل 	دد ���� ط���� ��ر زو�� �

 	دد ���� ط���� ��kث  2kا
	داد ا�زو��� ھ� ا
	داد ا�#� #�#ب 	!�  �ل  �

2ا
	داد ا��رد�� ھ� ا
	داد ا�#� #�#ب 	!�  �ل  � 1k   	دد ���� ط���� ��kث  +
  

a	دد�ن �����ن ط�����ن ���ث  bو  ���aن  b>  

aزو���ن �)ن  bو  aإذا ��ن  � b+ وa b− زو���ن 

�رد��ن �)ن  bو  aإذا ��ن  �a b+ وa b− زو���ن 

 زو�� abزو��� �)ن  bو  aإذا ��ن أ�د ا��دد�ن  �

�رد��ن �)ن  bو  aإذا ��ن   �ab ردي�  
  

)�د�.� :  n�داء 	دد�ن �����ن ط�����ن �##����ن ھو 	دد زو�� ( ��ل 	دد ���� ط����  )1n n×   ھو 	دد زو�� ) +

  
  

 ���	��ت 	دد ���� ط����
  

bإذا ��ن   ���a	�� �!�دد  ��bون ا��دد ا����� ا�ط����  a k=   	دد ���� ط���� ��kث  ×
  

�)ن  ���b	�� ل  cو  ���a	�� ل  bإذا ��ن  • ،c  ل ��	���a 

�)ن  ���a	�� ل  cو  ���a	�� ل  bإذا ��ن  •b c+ وb c−  ن ل��	���a 

�)ن  ���a	�� ل  bإذا ��ن  •bc  ل ��	���a  1�c دد ���� ط����	  
  
  

 3وا�م 	دد ���� ط����
  

�3��� �!�دد ا����� ا�ط����  ��aون ا��دد ا����� ا�ط����  �b  إذا ��نb  ل ��	���a 

 ، .6ول �#���ر آ4ر :  bل  �3��� aإذا ��ن  �

• a  م�6�b 

• b  �!	 ��� ��3aل �!6

• b  ف ل	���a 

���bث :  �kو�د 	دد ���� ط����  • a k= ×  

  
�3��� ل  aإذا ��ن  •b  و ��نa  ل ����3c  ن(�a  ل �ن�� ����3b c+  وb c−   )b c≥ ( 

�3��� ل  aإذا ��ن  •b  ن(�a  م ل��3bc  1�c دد ���� ط����	  
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 ا��
ع ا�����ك
� ا���	
	� وا�درس 	���	�تا���اد ا��  

 

2/3 – 3/2017 

  

  ا
	داد ا
و���
  

  .pو  1أو��� إذا ��ن �8 �3���ن �6ط ھ��  ��pون ا��دد ا����� ا�ط���� 

  
  

  #���ك 	دد أو�� إ�� �داء 	وا�ل أو���
  

    ���ن #����8 إ�� �داء 	وا�ل أو��� 1أ��ر �ن �ل 	دد ���� ط���� ��ر أو�� 
  

   ��ر أو�� 360ا��دد: ���ل 

                                                

360 2

180 2

90 2

45 3

15 3

5 5

1

3ا��#���               22 3 5×   إ�� �داء 	وا�ل أو��� 360ھ� #���ك �!�دد  ×

  
  

�3�م � #رك ��دد�ن  
  

�3��� � #ر�� ��دد�ن �����ن ط�����ن  ��dون 	دد ���� ط���� a  وb ل �.;�� إذا ��ن�� ����3  

  
  

  ا��6�م ا�� #رك ا
��ر ��دد�ن
  

  bو  �aن ��ن ا�6وا�م ا�� #ر�� ل  bو  aھو أ��ر �3�م � #رك ل  bو  aا��6�م ا�� #رك ا
��ر ��دد�ن �����ن ط�����ن 

aو .ر�ز �8 ب :  b∧  أو( ),a b∆  أو( )gcd ,p a b  

  
	وا�ل أو��� �ر�و	� إ�� ا��6�م ا�� #رك ا
��ر ��دد�ن ھو �داء ا��وا�ل ا
و��� ا�� #ر�� ��ن #����� ھذ�ن ا��دد�ن إ�� �داء 

  أ�=ر أس

  
  

 ���	ف � #رك ��دد�ن
  

  إذا ��ن ���	�� ��ل �.;�� bو  ���a	�� � #ر�� ��دد�ن �����ن ط�����ن  ��mون 	دد ���� ط���� 
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 ا��
ع ا�����ك
� ا���	
	� وا�درس 	���	�تا���اد ا��  

 

3/3 – 3/2017 

  
 ا����	ف ا�� #رك ا
�=ر ��دد�ن

  
�ن ��ن ا����	��ت  bو  aھو أ�=ر ���	ف � #رك ل   bو  �����aن ط�����ن  ا����	ف ا�� #رك ا
�=ر ��دد�ن

aو .ر�ز �8 ب :  bو  aا�� #ر�� ل  b∨  أو( ),M a b  أو( )c ,pp m a b  

  
ا����	ف ا�� #رك ا
�=ر ��دد�ن ھو �داء ا��وا�ل ا
و��� ا�� #ر�� و ا�=�ر ا�� #ر�� ��ن #����� ھذ�ن ا��دد�ن إ�� �داء 	وا�ل 

    ا��ر�و	� إ�� أ��ر أسأو��� 
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 ا���ذ : 
	���� ����                                              1 ص
 
 

 

 

  

  

  

  
  الحسابيات    في  الطبيعية و مبادئ أولية  مجموعة الأعداد الصحيحةفي   1مذكرة رقم  

  : ا��رسا�ھ�اف ا���رات ا�����ة ��  
  

  .ℕا���ف ��
 ا������� •
  ��ا�� ��د. ا���ف ��
 ������ت و •
• .���! ا���اد ا� و��� و ا���اد ا��د"  ��  ا���
•  
�� ا�$#�� ���"�� %�  .9و  5و  4و  3و  2ا���ف ��
 �&�د
  ا���ف ��
 ��د أو�'. •
• .��  ا�����ل 4$3��ت 2�3�1 ��د 0/�. ط,��' إ�
 ��اء ��ا�( أو�
• .60� و ا�����9 ا���8ك ا,:�1 ;' 3/��� ا�$��� ا���8ك ا�  �3ظ�9 ا���2
•  .,:�  �3ظ�9 @�ارز��� إ����س ;' 3/��� ا�$��� ا���8ك ا
��.�3ظ�9 ا� و��� و 2�3�1 ��د إ�
 �Aاء ��ا�( أو� •��,Bا� �/��� ;' E�" )C ا��#�D( ا�,#��C �Bل ا���اد ا�&/  
  

I. �
  .ℕ ا�
�اد ا�%$�$� ا�#"�!�� ��� 
: �'��(   �����! ا���اد ا������ �Cد 3�1 ا��' F�3( أ��ادا 0/�/� ط," !�

  :2 ,5 - ,11, 11

4
 ,12-17, 2  ,16   ,      2 ,5.   

:)'�!( ���" �G�  �H ������ �23ن ����,Bا� �/�  ℕ:( ا���اد ا�&/

 J�2H و{ }0,1,2,= ⋅⋅⋅⋅ℕ  

��' ا����4م 0ا���د �%#,$�ت ور� ز :,Bا� .�
 ا���د ا�&/�#�  
 ���" �G�  �H ������ ا������4 �23ن �L ����,Bا� �/�ا���اد ا�&/

∗
ℕ .  

{ }1,2,∗ = ⋅⋅⋅⋅ℕ  ����4� ��� ا�6��,Bا�  �/��#3
 ������ ا���اد ا�&/  
7    J�2H '��  ℕ∋7ھ� ��د 0/�. ط,
8-    J�2H '���8�N "��د 0/�. ط,− ∉ℕ  

;"������ل ا���ز: )��'�: ; ;⊄ ⊂ ∉ ∈ : ��   ا�P ا��ا�Lت ا����

-7… 2و     
......

3
ℕ      2و.....ℕ   8و

.....
2
ℕ  15   و

....
3

− ℕ   

12و    32...− ℕ      25و...ℕ   100و
.....

5
ℕ

     ℕ...2,12  و 

......π ℕ   0*و.....ℕ   و{ }1;2;7 ...ℕ   و{ }4; 2;12 ...− ℕ و ...∗
ℕ ℕ    

−7 :ا�� اب ∉ℕ   
2

3
∉ℕ   2 ∉ℕ   

8

2
∈ℕ    15

3
− ∉ℕ   

12 32− ∉ℕ   25 ∈ℕ   
100

5
∈ℕ    2.12∉ℕ   π ∉ℕ  

0 ∗∉ℕ     { }1;2;7 ⊂ ℕ      { }4; 2;12− ⊄ ℕ         
∗ ⊂ℕ ℕ  

  
II. :�'اد ا�.�د�
  ا�
�اد ا�0و/�� و ا�

:)'�!(a  '�����k  : Rد 0/�. ط,��' زو�' اذا و�� ��د 0/�. ط,/"

2a k=   
a  '��دي اذا و�� ��د 0/�. ط,; '�����k  : Rد 0/�. ط,/"

2 1a k= +   

15و   212و  1006, 202, 304,  108, 0ا���اد:  �	�ل: ھ'  ×1731
  أ��اد زو���. ���ذا ؟

  ھ' أ��اد ;د��. ���ذا ؟ 2007, 209, 165, 13, 1ا���اد: 
:( ��د 0/�. ط,��' ا�� ھ� زو�' أو ;دي  و����4 ������ �! ���23ت : 

  ا�UD��4 ;' ا���ول ا����' :

  a b  a+b  a-b  a xb  ا�
�اد
زو/�� 
  ا�
�اد

  زو�'  زو�'  زو�'  زو�'  زو�' 
دي  زو�'  زو�'  ;دي  ;دي;  
  زو�'  ;دي  ;دي  زو�'  ;دي

  زو�'  ;دي  ;دي  ;دي  زو�'

15و   212أدرس  زو��� ا���اد:  �	�ل: 1731×   

'��(:� n ∈ℕ  اد���  :ا������ أدرس  زو��� ا
4516         4 51 1× +    2 4n + 

24 4 1n n+ +   4 9n +       
26 12n n+  

4516 :ا�� اب 2 2258= 4516اذن     × 2 k= ×   : R�C2258k =  
  ��د زو�' 4516و"�����' : 

 4 571 1 2 2 571 1 2 1k× + = × × + = × +   : R�C     2اذن 571k = ×  
4و"�����' :  51 1×   ��د ;دي +

( )2 4 2 2 2n n k+ = + = ×     : R�C2k n= +  

2و"�����' :  4n   ��د زو�' +
( )4 9 2 2 4 1 2 1n n k+ = + + = × +     : R�C2 4k n= +  

4و"�����' :  9n   ��د ;دي +
 2 1k= × +( )2 24 4 1 2 2 2 1n n n n+ + = + +  : R�C

22 2n n+ k =  

و"�����' : 
24 4 1n n+   ��د ;دي +

 2 k= ×( )2 26 12 2 3 6n n n n+ = +  : R�C
23 6n n+ k =  

و"�����' : 
26 12n n+ '�د زو��  

'��(:� a ∈ℕ    وb ∈ℕ  
�! أVH اذا :�ن  .1"aو ����aدا زو���  ;�ن ��bدا زو� b+��  ��د زو�
�! أVH اذا :�ن  .2"a و��دا ��د;b ن�;  ����aدا ;د b+�� ��د ;د

�! أVH اذا :�ن  .3"a ن�; ��  ��د زو�'��2aدا زو�

�! أVH اذا :�ن  .4"a ن�; ��  ��د ;د����2aدا ;د

 ��دا ;دي a;�ن  ��د ;د��2aا��U�4 أVH اذا :�ن  .5
  :ا�� اب

1(2a k= ×     R�Ck ∈ℕ  
2b k′= ×     R�Ck′∈ℕ  

( )2 2 2 2a b k k k k k′ ′ ′′+ = × + × = × + = ×    R�Ck k k′′ ′= +  

aو"�����' :  b+'�د زو��  
2(2 1a k= × +     R�Ck ∈ℕ  

2 1b k′= × +     R�Ck′∈ℕ 
 

ℕ

 ��دة ا�������ت             أ�7د'��� ا��6� ا��4�5�   

                               ���9� و/�ة            
 
 

��,
 ا��< ى : ا��>ع �5�ك 
���� ����	
 ا���ذ : 
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 ا���ذ : 
	���� ����                                                                                                 2 ص
 
 

 ( )2 1 2 1 2 1 2a b k k k k k′ ′ ′′+ = × + + × + = × + + = ×    R�C
1k k k′′ ′= + +  

aو"�����' :  b+'�د زو��  
3(2a k= ×     R�Ck ∈ℕ  

( )22 2 22 4 2 2 2a k k k k′= × = × = × × = ×    R�C
22k k′ =  

و"�����' : 
2a'�د زو��  

4(2 1a k= × +     R�Ck ∈ℕ  

( ) ( )2 22 2 22 1 2 2 2 1 1 4 4 1a k k k k k= × + = × + × × × + = + +

( )2 22 2 2 1 2 1a k k k′= × + + = × + R�C
22 2k k k′ = +     

و"�����' : 
2a دي��د;  

��ت  )5B��
2a دي��د;  

�! أن ,Ha دي��د;  

ض أن ��Ha ا�#�"$� ;�ن ��د ���زو�' اذن J#C ا��4
2a'�و�2!  ��د زو

��ت Bا��� J#C
2a د�� VHأي أ �X�4 :�ن @�طYادي و"�����' ا;�;a دي��د;  

III. د�
ا����@  ا��5�ك و 4 ا�@ 
�د و �?�
.�ت 
:�ABك ا��  ا�7"� و ا��?�
( ا��5

  :��5ط 
  �C6د ا�������ت  ا��8ة ا�و�
 ا���د  •
  �C9د ا�������ت  ا��8ة ا�و�
 ا���د  •
• !� ���4م ����د�L ك�8� 9����    9و  �C6د أ60

  :ا�� اب 
و  36و  30و  24و  18و  12و  6و  0ھ'  6ا�������ت ا��8ة ا�و�
 ����د  •

   54و 48و  42
و  54و  45و  36و  27و  18و  9و 0ھ' 9ا�������ت ا��8ة ا�و�
 ����د  •

   81و  72و  63
• 18!� ���4م ����د�L ك�8� 9����    9و  6ھ� أ60
�60 و�
 ا�����9 ا���8ك ا�#!�� . 9و  �6���د��" V�  �H و.  

( )6;8 18PPCM =   

  )'�!(1:aوb !� ان&4�ℕ ل ان�$H .a   د���9 �����b   ��إذا و

'�����n Rد 0/�. ط,/"a bn=,  

145اد��4: �	�ل: 5 29= �VH ........  9����5 ����د  145اذن :  ×  

)'�!(2:  !2��! �!و � ���4م �4&�L ك�8� 9���� .أ60

!�60 ����د�!  و ����د�
 ا�����9 ا���8ك ا�#��  �V   و H و.
 ���".  
  و......... 72و  60و  48و  36و  24و  12و  0ھ'  ������12ت ا���د  �	�ل:

 و.........إذن: 48و  40و  32و  24و  16و  8و  0ھ':  ������8ت ا���د 
.  

  59و  23ا��/&�رة "�!  �C9د ������ت ا���د )��'�: 

 ا�28(  ��9��4 ������ت ا���د ا�� اب :�� J�239n  R�Cn!� &4�ℕ.  


 ]2( 59و  23ا��/&�رة "�!  ������9ت �� J�23 'اد ا������9n  Rھ' ا/"

n!�ℕ  !�3ا�/�\ت ا����42 ھ': 59و  23و ا��/&�رة " 4و ×9 و ×9

5 6و ×9   .6و  5و  4و  3ھ': n. أي ا�$�� ا����42 ����د ×9
  .54و  45و  36و  27و "�����' ا�������ت ا��' �G4� R/,H ھ': 

  )'�!(2:aوb !� ان&4�ℕ.  
�n Rإذا و�� ��د 0/�. ط,��'   ����a ����د  Hb$�ل ان  /"a bn=,  

145اد��4: �	�ل: 5 29= ×   
  . 29و  9����5 ����د�!  145ا���د  - : إذن

  .145ھ�� �����ن ����د  29و  5ا���دان  - 
��. 0ا���د  �,$ ظ�:��,Bا� �/�9 ����[ ا���اد ا�&/���� 

��. 1ا���د ��,Bا� �/��[ ا���اد ا�&/��� ����  
)'�!(2:!2����4�!. و �� �L !�����! ط,/�/0 !�  ��د

!��8ك ����د� ����  ����د�!  و أ:,,:�
 ا�$��� ا���8ك ا�#�  و 
 ���" V�  ��  ..و 

 1ھ':  15.    و   ��ا�� ا���د 12و  6و  4و  3و  2و  1ھ':  ��12ا�� ا���د  �	�ل:
    .إذن:15و  5و  3و 

: �'��( :]�H3 5 7 12x = × × 2و  × 5 3 5y = × × ×.  

�! أن: yو xدون C#�ب"  

  .����y ����د 75 .1

  .����x ����د 105 .2
��2��4 )1ا�� اب : 5 3 5y = × × 2أي أن: × 75y = ����  75و �V4 ;�ن ×

  .�y���د

2( �4���3 5 7 12x = × × 105 أي أن:× 12x = ×   
  .����x ����د 105و �V4 ;�ن 
: �'��(  ����2ن ا���د :   �Cxد ا� '2�2x 53    
�� ��#$�� _"��9  
0 ا�� اب : 9x≤ 
    2x 53ا���د :     ≥�� ��#$�� _"��9    

10��4'    9����9 ����د   x+5+3+2اذن :    +x  د���اذن :     9����9 �
8x =  

�'��(:!2��n !� ا&4�ℕ  

]�H2 7x n= 4و + 2y n= +.  

�! أن .1"x دي و  ��د و��'. ��yد ;

�! أن .2"( )x y+  د���9����3 �.  

��2��4 )1ا�� اب : 7x n= ) أي أن: + )2 3 1x n= + +  

��2د ;دي �ن:  xو "�����' 1x k= +:R�C 3k n= +  

�4�4و �� 2y n= )أي أن + )2 2 1y n= +  

��2yد زو�' �ن:  yو "�����' k=:R�C2 1k n= +  

2( �4���2 7 4 2x y n n+ = + + 6أي أن: + 9x y n+ = +  

)و "�����' )3 2 3x y n+ = xاذن  + y+ �6د�9����3 �.  

IV.  : E,
  9و  5و  4و  3و  �2%�د'F 9�4,�� ا��<�� 
:��B�G !2��n�2ن ا���د� .����  ��"_ ��$#��: ��nدا 0/�/� ط,

 
  .8أو  6أو  4أو  2أو  0: اذا :�ن ر�� و �CاV3 ھ� : �2�
 
  .3: اذا :�ن ����ع أر���V ������ ����د �3�

��4 V3ا3�J ��دا ������ ����د : اذا :�ن ر�� و�CاV3 و ر�� �8��H�2ن ;' ھAا ا��

4.  
 
  .5أو  0: اذا :�ن ر�� و�CاV3 ھ� �5�
 
  .9: اذا :�ن ����ع أر���V ������ ����د �9�

5�ن ر�� و�CاV3 ھ�  5�$,( ا�$#�� ��
  4752ا���د  أ�	,�:,  
 9����3 ����د   18)=5+2+7+4.�ن ا���د (9و  3�$,( ا�$#�� ��
  4725ا���د 

  .9����9 ����د و 
8�ن ر�� و�CاV3 ھ�  9����2 ����د  1628ا���د .  
3�J  9����4 ����د  1628ا���د ��H�2ن ;' ھAا ا�� V3ا�ن ر�� و�CاV3 و ر�� �8
  .4و ھ� ����9 ����د  28ا���د 

  .9و  5و  4و  3و  �2�
  3611790أدرس ��"��� �#�� ا���د   )��'�  :
و   19350و   79541و  1001001و  120052005أدرس ��"��� �#�� ا���اد : 

  .9و  �3�
  200070و  145610و   3333426و    3752و  3140
�$,( ا�$#��  3611690, ;�ن 0ھ�  3611790"�� أن ر�� و�Cات ا���د ا�� اب :

 
  .5و  �2�
�$,( ا�$#�� ��
  3611790.  وإذن ا���د 4\ �$,( ا�$#�� ��
  90ا���د  \4.  

 27و  )27=3+6+1+1+7+9+0. (27ھ�  3611790أر��م ا���د ����ع 
3�$,( ا�$#�� ��
  3611790, إذن 9����3 ����د .  

9�$,( ا�$#�� ��
  3611790;�ن  9����9 ����د  27و "�� أن . 
اذن  15؟  ��H ����ع أر���V ھ�  ��3"( ��$#�� ��
   120052005ھ( ا���د : 

 
3�$,( ا�$#� ��     )F���"1001001 
�����ع �ن  \؟   �3�$#�� ��
   ���"� 3752و   3140و   79541 د : ا��ھ( ا

��$,( ا�$#� ��
 ��د \ر��م ا 3  

V.  �أو�� Hا� 
  ا�
�اد ا�و���  و ا�.K�L إ�E /�اء 
:)'�!('���! ;$c ھ�� ا���د  ��aد أو�' ھ� :( ��د 0/�. ط,���� ),$�و  1

  .aا���د
60 �!  �	�ل:�  .29, 23, 19, 17, 13, 11, 7, 5, 3, 2ھ'  30ا���اد ا�و��� ا

:��B�G 9��d� ���4م و �L '��
 ]H1  )2$,( أن :( ��د 0/�. ط,�� J�2�
.��  ��ا�( ��اء ��ا�( أو�

��640��4:  �	�ل: 64 10= 2640أي× 8 2 5= × إذن:  ×

( )23640 2 2 5= × ×  

abℕ

abab
( );PPCM a b

( )12;8 24PPCM =

ab
abab

( );PGCD a b

( )12;15 3PGCD =
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 ا���ذ : 
	���� ����                                                                                          3 ص
 
 

 :V4� 7640و 2 5= ×  
 ��  .5و 2ا���ا�( ا��AG� �H�2ا ا���اء ھ' ا���اد ا�و�

 : K�L.,� ����( 1�2���a  رج�@ 
  f4;b@� أ60 ��د أو�' �$#�  ��bد  ا�
 �Aاء��ا�( أو��� fH@� أ60 ��د أو�' �$#�V و�4H  ا�$#�� ;4/&( ��

 @�رج �#�وي  cو�4H  ا�$#�� ;4/&( ��
 @�رج  �� )&/H 
�C ��#$ا� ����2ن ھ� ��اء  ���[ ا���اد ا�و��� ا��'  aو ا���د    ��4;.....1"[ ����

�G��� �4�#�  
61344ا�� اب :  ا�
 ��اء ��ا�( أو��� 1344;12 ا���د   :�	�ل: 2 3 7= × × 

�[ ��ا�� ا���د  60;12 ا���د   )��'�  :�� U�4ا�� �g ��  60ا�
 ��اء ��ا�( أو�
260ا�� اب :  2 5 3= ×   60و30و15و12و10و6و5و4و3و2و1اذن ا�$�ا�� ھ� :  ×
 ����د�!     �C �g15د ���[ ��ا�� ا���د    �C12د ���[ ��ا�� ا���د  )��'�  :,:�     15و  �C �g12د ا�$���  ا���8ك ا
 ����د�!   16و8و4و2و1ھ� :  ��16ا��  ا���د :   9و3و1ھ� :  ��9ا��  ا���د ا�� اب : ,:�    1ھ�     16و  9اذن ا�$���  ا���8ك ا
���G4  16و  9و �V4 ;�ن " ���; !��  أو�
  ��د أو�'؟ 1004001ھ( ا���د )��'� : 

  .9����3 ����د  6, و ا���د 6ھ�  ��1004001��4: ����ع أر��م ا���د 
3�$,( ا�$#�� ��
  ��1004001د إذن ا�.  

�!). 1004001و "�����' ا���د ���� !� F:أ ),$� VH�) ���N ��دا أو��  
�'��(  : ���! ا���اد ا����" !� ��  1004001و  191و    2787و  239و   105و  87و  41و  21و  17و 2و  1و  �C0د ا���اد ا�و�

�� ھ�  1و         �#$30 ��N "��د أو�' �ن :( ا���اد  0ا�� اب : Cو ���� V� ن��! ;$c  2و       �1�N "��د أو�' ���� V� ن�  ��د أو�' 
�! ;$c  و  17و    ���� V� ن��21�N "��د أو�' �ن :  ��21د أو�'  7 3= �! ;$c    و  41و      ×���� V� ن��87�N "��د أو�' �ن :  ��87د أو�'  29 3= �N  105و و   ×�

105"��د أو�' �ن :  5 21= ×    
4$3�� : R/,H �! ا���اد ا�و��� ؟    أو�'   239ھ( ا���د   )���#Hp : %$/3 '2ا�� 239p    239و\ ���� أي وا�G4� �C ���� ����د   13و   11و 7و 5و  3و  2وھ' :   >

  أو�'   239اذن ا���د 
2787   
�$,( ا�$#�� �� VH��3�N "��د أو�'   V24(����ع أر��� (  

  .9����3 ����د  6, و ا���د 6ھ�  �1004001د ����4: ����ع أر��م ا��  
�!). 1004001.و "�����' ا���د 3�$,( ا�$#�� ��
  1004001إذن ا���د ���� !� F:أ ),$� VH�) ���N ��دا أو��  
4$3�� : R/,H �! ا���اد ا�و��� ؟    أو�'   191ھ( ا���د   )���#Hp : %$/3 '2ا�� 191p ���� أي وا�G4� �C ���� ����د و  13و   11و 7و 5و  3و  2وھ' :   > \191   

  أو�' 191اذن ا���د 

VI. :�ABك ا�� ا����@  ا��5�ك ا�7"� و ا��?�
( ا��5
 ��B�G1  أس ;��� ا�
 أ60� �: ���د�! ھ� ��اء ا���ا�( ا�و��� ا���8,:�  :ا�$��� ا���8ك ا

 ��B�G2  أس ;��� ا�
 أ:,�  �: ا���8�60 ���د�! ھ� ��اء ا���ا�( ا�و��� ا���8:�  وا�6�  :ا�����9 ا���8ك ا

  ا�
 ��اء ��ا�( أو���   798و     220;12 ا���اد  : و:)��'�
) �Cد : )220;798PGCD   و( )220;798PPCM  و( )1650;5292PPCM  

2220ا���اب :     2 5 11= × ×   798 2 3 7 19= × × )اذن :  × ) 1220;798 2 2PGCD = )و     = ) 2220;798 2 3 5 7 11 19 87780PPCM = × × × × × =                                 

 

2 
2 
2 
2 
2 
2 
3 
7 

1344 
672 
336 
168 
84 
42 
21 
 7 
 1 
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   و  و ID و  و المجموعات  
  القدرات المنتظرة

  .    إدراك العلاقات بين الأعداد والتمييز بين مختلف مجموعات الأعداد- *
  .تابة مناسبة لتعبير جبري حسب الوضعية المدروسة  تحديد آ- *

 
(I   و  و المجموعات ID و  و    

       أنشطة
           a E∈   تعنيa عنصر من E و تقرأ  a تنتمي الى E  

   في الخانة المناسبة×ضع العلامة         

 5 – 250
3  3,14 -4 22

7  π 2 100 1,33…… 

∈ IN          
∈ ZZ          
∈ ID          
∈ IQ          
∈ IR          

 
لنسبيةمجموعة الأعداد الصحيحة ا   -1     

          تذآير
} الصحيحة الطبيعية هي الأعدادمجموعة *            }0;1;2;3;4;5............= →  

  يرمز لها بـ لنسبيةا الاعداد الصحيحة الطبيعية و مقابلاتها تكون مجموعة الاعداد الصحيحة
}نكتب }.....; 4; 3; 2; 1;0;1;2;3;4;.....= ← − − − − →  

        
−5   نكتبنسبي  عدد صحيح -5           ∈  

  ∌3 ليس عددا صحيحا نسبيا نكتب 3         
   العدد الصحيح النسبي المنعدم0         

  *ة الغيلر المنعدمة بـنرمز لمجموعة الاعداد الصحيحة النسبي         * 
{ }* .....; 4; 3; 2; 1;1;2;3;4;.....= ← − − − − →  

   آل عدد صحيح طبيعي هو عدد صحيح نسبي:ملاحظة         
    ضمن المجموعة المجموعة   أو جزء من المجموعة نقول ان المجموعة                

  ⊃                نكتب  
  

  لنسبيةاالعشرية مجموعة الأعداد  - 2

              اآتب الاعداد التالية على شكل 
10n
a

  ∋n و ∋a حيث 

               3,12      ،  7  ،    3-  ،  0,256  -     
 تعريف          

        آل عدد له آتابة آسرية على  شكل 
10n
a

   يسمى عددا ∋n و ∋a حيث 

  .  عشريا  نسبيا
  IDعة الاعداد العشرية النسبية بـ   نرمز لمجمو

        نتائج
  . العدد العشري له آتابة  بعدد منته من الأرقام على يمين الفاصلة–أ          

010 يمكن آتابته على شكللأنه ( هو عدد عشري نسبي a آل عدد صحيح نسبي -        ب
a

(  

⊃ID          إذن  ⊂  
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  الجذريةمجموعة الأعداد  - 3
 تعريف            

       العدد الجدري هو آل عدد يمكن آتابته على  شكل 
a
b

0b و ∋b و ∋a حيث  ≠  

     يرمز لمجموعة الاعداد الجذرية بـ

    
3

7
−

   ليس عددا جدرياπ عدد جذري   −1,36 عدد جذري        6 عدد جذري       ،  

   ليس عددا جدريا3     
    نتيجة

           آل عدد عشري نسبي هو عدد جدري 
⊃ID    إذن  ⊂ ⊂  

 الحقيقيةمجموعة الأعداد  - 4
  عدد لا جذري2 بين أن -           

  و حدد طول قطره  1مربع ضلعه    أرسم 
 π هو عدد لا جذري يرمز له بـ 1شعاعها يط دائرة نصف مح -

  .        توجد مقادير لا يمكن التعبير عنها بأعداد جذرية ، مثل هذه المقادير نعبر عنها باعداد لا جذرية
 

      الاعداد الجذرية  و الاعداد لا جذرية  تكون مجموعة تسمى مجموعة الاعداد الحقيقية
   يرمز لها بـ 

  نتيجة
⊃ID         آل عدد جذري  هو عدد حقيقي     إذن  ⊂ ⊂ ⊂ 

 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  تمثيل المجموعة 
 
) على مستقيم مدرج نمثل المجموعة    );O I∆  

           2 5 π−                                                              
   
 
       

                                                                                                                                           
1 5

2
+

7
5

 

 
 
 
                                                                                                                                            10−
 
 
 
 
 
                                                           2π  

                                                                                                           

                                                                                                            
1
3

−  

 

  
7
3

  

17
7

5
21

−
                                                                                                   

1357
75
5
49

−
 

                    

ID      3,14             -1,56                              -65,355              

 
3
5

 

 
3

4
−

                                                                           
147
100

−  

 
       178,03            
                                                 -258,799           

     -1       -3                                   -123
      
  -321 
 
 

-456 -123044

    0       5 
13 7000 
            147 
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)  آل نقطة من المستقيم   );O I∆تقبل عددا وحيدا أفصولا لها  

)من المستقيم   آل عدد حقيقي هو افصول لنقطة و حيدة  );O I∆  
 
 M   O     I                 A  
      

      -5                      -2             0  12  1 22      3 π   3,8   5 

 
 

   (O ;I) في المعلمMأفصول
  
 A  هي النقطة ذات الافصولπ نكتب ( )A π   

 
(II و خاصياتها ليات في المجموعةالعم   

  
   أنشطة– 1     

  1    نشاط

أحسب  -1

15 2 7 13 2
3 3 6 42
2

+
− + − −

−
  

  أعداد حقيقية c و b و aلتكن  -2
)      أحسب ) ( ) ( )2 3 4 5a b c a b c a b− + − − − + + −  

  2نشاط   
2أحسب  -1 35 3 75 11 3 2 243× + − )          و+ )( )3 2 5 3 2 5+ − − +  

) أحسب -أ -2 )2
2 9 ثم بسط−5 4 5−  

7 بسط -ب 2 10 ; 21 6 6+ −  

   اجعل المقام عددا جذريا للعددين الحقيقيين     -3        
2 3 1;
1 3 2 1
−
− +

  

7 بين أن      -4         48 7 48 4+ + − =  
  3نشاط   

) عمل -1      )2 22 4x x+ + −   ، ( ) ( )2 22 1 3 2x x− − +،        ( )3 3125 5 5 ; 27 8x x x x+ − + −  

2 نضع -2      2 2 ; 1a b a b+ = + 6         أحسب = 6 4 4;a b a b+ +  
   الجمع و الضرب- 2    

   الجمع-أ      
a    منb وa لكل:الجمع تبادلي في   *          b b a+ = +  

)    منc و b وa لكل:الجمع تجميعي في   *          ) ( )a b c a b c+ + = + +  

0         منa لكل:حايد للجمع في هو العنصر الم0    *         0a a a+ = + =   
)          : −a مقابل هو aلكل عدد حقيقي   *          ) 0a a a a− + = + − =  

   الطرح-ب     
)       منb وa         ليكن )a b a b− = + −  

   الضرب -ج     
  
a    منb وa لكل:الضرب تبادلي في  *         b b a× = ×  
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)       منc و b وa لكل:الضرب تجميعي في *         ) ( )a b c a b c× × = × ×  

1         منa لكل: هو العنصر المحايد لضرب في1   *       1a a a× = × =   

) مقلوب هو aلكل عدد حقيقي غير منعدم   *       )1 1a
a

− :   1 1 1a a a a− −× = × =  

         منc و b وa لكل:توزيعي على الجمع فيالضرب *          
                                   ( ) ( );b c a ba ca a b c ab ac+ ⋅ = + ⋅ + = +  

   الخارج-د    

   * منbو منa    ليكن         
1a a

b b
= ×  

  قواعد - ذ   
a: منc و b وaلتكن   *   b=تكافئ a c b c+ = +  
a :* منcو  منb وaلتكن   *   b=تكافئ ac bc=  
     منd و c و b وaلكل   *  

a       إذا آان b= و c d= فان a c b d+ = +  
a       إذا آان b= و c d= فان ac bd=   

    * 0ab 0a تكافئ = 0b أو = =  
       0ab 0a تكافئ ≠ 0b و ≠ ≠  
   * منd و c و  منb وaلكل     * 

                       
a b
c d
ad تكافئ = bc=  

 *       aو bو  من c و dمن *  

                            
a b ad bc
c d cd

+
+ =  ،    

a b ab
c d cd
× =  

       * منd و c و b و منaلكل      * 
1 c
b b
c

=        ،      

a
a db

c b c
d

= ×  

  عة الجذور المرب-2 
     تعريف-أ   

  +  منx ليكن      
2yالذي يحقق y   العدد الحقيقي الموجب  x=لجذر المربع للعدد الموجب   يسمىx.  

  x بـ xلعدد  مربع لر    نرمز للجذ
20 ;y x y≥ x;تكافئ= y x+∈ =  

          نتائج -ب   
  :  +  منy وxليكن -*             

                                       ( )22; ;x y xy x x x x= = =  

                                                                ( )0 x xy
y y

≠ =  

            x y= تكافئ x y=  

2x سالبا فان xإذا آان            *   x= −  
  −a و a هما a يوجد عددان حقيقيان مربعهما يساوي aلكل عدد حقيقي موجب : ملاحظة     
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           القوى- 3  
     تعريف-أ        

  * من n و   منa ليكن  *    

       
    عاملا      

......n

n

a a a a a= × × × ×           ( ) 10 n
na a
a

−≠ =           

  nذات الأس a  يسمى قوة العدد na    العدد 
na    العدد    −n ذات الأس a  يسمى قوة العدد−

0    *  منa ليكن  *   1a =  
        نتائج-ب       
   منmو n و لكل* منy وxلكل -*          

( )

( ) 1

n
nn m n m n m n n

m

nnnmn n m n
n

xx x x x xy x y
x

x xx x x
y xy

+ −

⋅ −

= = =

   = = =   
  

  

:   xلكل عدد حقيقي موجب           * 
nnx x=  

1x          منx     لكلحالة خاصة        x=       
   الكتابة العلمية لعدد عشري-   ج   

   )مقبولة( خاصية            
10. موجب يكتب على شكل b عدد عشري آل     pa حيث pنسبي و  عدد صحيح a 

1عدد عشري يحقق  10a≤ ≤  
  b للعدد الكتابة العلمية  هذه الكتابة تسمى 

            أمثلة
61,74  هي1740000            الكتابة العلمية للعدد  10×  

43,25 هي 0,000325            الكتابة العلمية للعدد  10−×  
   :      نتيجة
10. سالب يكتب على شكل b عدد عشري آل     pa− حيث p عدد صحيح نسبي و a 

1عدد عشري يحقق  10a≤ ≤  
        61,74 10 1740000− × = −        40,000325 3,25 10−− = − ×   
   متطابقات هامة-4  

)      منb وa ليكن        ) ( )2 22 2 2 22 2a b a ab b a b a ab b− = − + + = + +  

( )( )2 2a b a b a b− = − +  

( )
( )

( )( )
( )( )

3 3 2 2 3

3 3 2 2 3

3 3 2 2

3 3 2 2

3 3

3 3

a b a a b ab b

a b a a b ab b

a b a b a ab b

a b a b a ab b

+ = + + +

− = − + −

− = − + +

+ = + − +

  

   النشر و التعميل-5  
   مجموع إلىنشر جداء هو تحويله 

  جداءإلىتعميل مجموع هو تحويله 
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 IRالترتيب في 

  القدرات المنتظرة
 واستعمال المناسب منها حسب )أو تعبيرين( التمكن من مختلف تقنيات مقارنة عددين - *

  .سةروالوضعية المد
  . تمثيل مختلف العلاقات المرتبطة بالترتيب على المستقيم العددي-* 
 .أو إصغارات لتعابير جبريةإنجاز إآبارات . بدقة معلومة) أو تعبير( إدراك وتحديد تقريب عدد -* 
  . استعمال المحسبة لتحديد قيم مقربة لعدد حقيقي-* 

 
I- و العمليات  الترتيب  

    أنشطة -1    
  1تمرين     

2               قارن       ا حقيقياعدد aليكن                   1a             2a  و +
     1تمرين     

1 عددين حقيقيين بحيث        b و aليكن                   4 ; 2 3b a− ≤ ≤ − ≤ ≤  
2                  بين أن  241 3 5 1 24a b a b− ≤ − + − + ≤  

  2تمرين      
1 قارن                         3 3 و +2 3  

    3تمرين      
x*  ليكن               +∈  

2بين أن   - أ

2

11
1

x x
x x

+ − =
+ +

  

قارن   - ب
1

2x
2 و  1x x+ − 

  4تمرين      
a عددين حقيقيين سالبين قطعا حيث b و aليكن                  b≠  

1a                  قارن 
b
1 و − b

a
−  

   تعريف و خاصيات-2     
                                أ تعريف

      عددين حقيقيينb و aليكن         
         a b≥ 0  يعنيa b− ≥     

          a b≤ 0  يعنيa b− ≤     
     و نتائج  خاصيات-  ب        

   أعداد حقيقيةd و c وb و aليكن                    
a آان إذا           b≥ و b c≥ فان a c≥  

a          إذا آان  b≥ فان a c b c+ ≥ +  
a          إذا آان  b≥و  c d≥فان a c b d+ ≥ +  

  
aإذا آان            b≥ 0 وc ac  فان ≤ bc≥  

a          إذا آان  b≥ 0 وc ac  فان ≥ bc≤  
  

0a          إذا آان  b≥ 2   فان ≤ 2a b≥  
0        إذا آان    a b≥ 2   فان ≤ 2a b≤  
  

          0 a b≤ a  تكافئ ≥ b≤  

aين و لهما نفس لإشارة و آان  عددين غير منعدمb و a  إذا آان           b≤ فان 
1 1
a b
≥   
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    الأخيرةبين نتيجة ن             
            a و b0  ومنه  عددين غير منعدمين و لهما نفس لإشارةab  

         لدينا 
1 1 b a
a b ab

−
− =  

a        و حيث أن  b≤ 0 فانb a− 0b  و بالتالي ≤ a
ab
−

  اذن ≤
1 1
a b
≥  

 II- المجالات   
 IRمجالات المجموعة - 1
)ليكن    ) 2;a b a حيث ∋ b≺ 

 الاعدادمجموعة 
  على المستقيمقراءة و تمثيل   ترميزها :  حيثXالحقيقية 

a x b≤ ≤  [ ];a b  
  b و aأ المجال المغلق الذي طرفاه يقر

  
  

a x b≺ ≺  ] [;a b  
  b و aأ المجال المفتوح الذي طرفاه يقر

  

a x b≤ ≺  [ [;a b  
  b و aلمفتوح على اليمين الذي طرفاه أ المجال ايقر

  

  

a x b≤≺  ] ];a b  
  b و aأ المجال المفتوح على اليسار الذي طرفاه يقر

  

a x≤  [ [;a +∞  
  a مغلق في ما لانهاية زائد aأ المجال يقر

  

a x≺  ] [;a +∞  
  a زائد ما لانهاية مفتوح في aأ المجال قري
  

  

x b≤  ] ],b−∞  
  b مغلق في bأ المجال ناقص لانهاية، يقر

  

x b≺  ] [;b−∞  
  b مفتوح في bأ المجال ناقص لانهاية، يقر

  

  أمثلة
*    [ ] { }1;4 / 1 4x x− = ∈ − ≤ ≤  

          [ ]2 1;4− ∉ −        [ ]1 1;4
2
−

∈ −         [ ]3 1;4∈ −  

*    ] [ { };2 / 2x x−∞ = ∈ ≺  

         ] [2 ;2∉ −∞          ] [;2π ∉ −∞           ] [2 ;2− ∈ −∞  
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III- القيمة المطلقة   
   القيمة و المطلقة-1    

                 تعريف      
)     ليكن   );O I∆ مستقيما مدرجا   

  x التي أفصولها M هي المسافة بين النقطةx     القيمة المطلقة لكل عدد حقيقي 
OM   نكتب x بـ x  نرمز للقيمة المطلقة للعدد .O و النقطة    x=  

  

 
  

 
  

xليكن        ∈  
0x           إذا آان  x فان ≤ x=  

0x            إذا آان  x فان ≥ x= −      

  أمثلة     

2 2 ; 3 1 3 1 ; 12 12 ; 2 2π π− = − − = − − = =  

  
         تمرين

1              حدد  ) و −2 )2
4 ) و −15 )2

2 5−  

  
    (c خاصيات  

  
OM ON= إذن   x x= −  

  

x لكل -    *         ∈    0x ≥  ،   x x≤ ،  x x− ≤ ،   x x= − ،   
2 2x x=  

  + من a و  من y وx ليكن -            *
   0x 0x تكافئ = =  

 x a= تكافئ x a= أو x a= −  

 x y= تكافئ x y= أو x y= −.  

  0 ;
xxy xy x y

y y
≠ = = 

 x a≤ تكافئ a x a− ≤ ≤ 

 x y x y+ ≤ + 

  
             بين نتيجتين الأخيرتين 
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  تمارين 
  1      تمرين 

∋xليكن
دون استعمال القيمة المطلقة أآتب التعابير التالية ب-1

2 1x −    ،      3 x−               ،       2 3x x− + +
5أن  بين بدون حدف رمز القيمة المطلقة -2 1 4x x− + +  من x    لكل ≠

  2      تمرين 
∋xليكن

31 آان إذابين  10x −− 2 فان ≻ 21 10x −− ≺

قطتين و القيمة المطلقة المسافة بين ن-2
          خاصية

)ليكن    )A a و  ( )B b نقطتين على مستقيم مدرج ( );O I∆
AB b a= −

  تعريف        
bالمسافة  a− لنقطتين ( )A a و  ( )B b تسمى أيضا على مستقيم مدرج ،

b و aالمسافة بين العددين 
         أمثلة

  5 هي 3لتي مسافتها عن  اx لنحدد  الأعداد *    
)حدد هندسيا على المستقيم المدرج * );O I∆ النقطة  ( )M x 2 حيث 5x x− = +

 مرآز و سعة وشعاع مجال- 3
)ليكن  ) 2;a b ∈

) المدرج على المستقيم );O I∆  نعتبر ( ) ( );B b A a

]طول  ];A B هو b a−

] منتصفIأفصول  ];A Bهو 
2

a b+

2
b a

IA IB
−

= =

      تعريف   
)ليكن  ) 2;a b ∈

 هو b و aمرآز مجال طرفاه 
2

a b+

b هوb و a         سعة  مجال طرفاه  a−

 هوb و aشعاع مجال طرفاه 
2
b a−
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  تمرين    
[حدد مرآز وشعاع  -1 ]3;5−  

 3 وشعاعه -2حدد مجالا مفتوحا مرآزه  -2

 و أحد طرفيه1حدد مجالا مغلقا مرآزه   3-
3

2
−

 

  القيمة المطلقة والمجالات -4
   مبرهنة     

r* و  من a و x ليكن        +∈  
            x a r− a تكافئ ≥ r x a r− ≤ ≤ + 

[ ] { }; /a r a r x x a r− + = ∈ − ≤                                          

 
  r و شعاعه aمجال مغلق مرآزه 

              نتيجة  
r* و  من a و xليكن  +∈  

            x a r− a تكافئ ≻ r x a r− +≺ ≺  

          ] [ { }; /a r a r x x a r− + = ∈ − ≺      

  
  r و شعاعه aمجال مفتوح مرآزه 

       نتيجة 
r* و  من a و x ليكن     +∈  

            x a r− x تكافئ ≤ a r≥ x أو + a r≤ −     

           { } ] ] [ [/ ; ;x x a r a r a r∈ − ≥ = −∞ − ∪ + +∞             

                   
  
  تمرين        

   المجموعات التاليةحدد        
         { }/ 3 2A x x= ∈ − }   و ≥ }/ 4 7B x x= ∈ + }  و ≻ }/ 1 2C x x= ∈ − ≥  

  
  IV-التقريب و  التأطير  

   A(التأطير   
   أنشطة - 1

  يحتوي على −210  حدد مجالا مفتوحا سعته -أ
2
3

           

1,41أن  علما -ب 2 1,42≺ ≺        

3    حدد مجالا مغلقا يحتوي على  27 سعته −2 10−⋅  
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       تعريف - 2

) ليكن       ) 2;a b a حيث ∋ b≺ 

aآل متفاوتة من المتفاوتات المزدوجة     x b≤ a و     ≥ x b≤≺ و a x b≤ a و ≻ x b≺    تسمى≻
b سعته x  تأطيرا للعدد a− 

  أمثلة

            
20 1
3

≺   تأطير للعدد ≻
2
3

  1 سعته 

       
20,666 0,667
3

≺   تأطير للعدد ≻
2
3

 −310 سعته 

  تمارين  
  1   تمرين

2  ليكن -1    4 ; 3 5y x−≺ ≺ ≺ 2           أطر ≻ 13 5x x
y

+ − − 

1  ليكن -2          ; 1x y≺ ≺  

  أطر -  أ           
1

4x y xy+ + +
  

) أطر -   ب          )( )1 1x y+ )أنشر  . + )( )1 1x y+ +  

       استنتج تأطيرا للعدد         
1

4x y xy+ + +
  

  2     تمرين  

 لنحدد تأطيرا للعدد -1             
2 2

3
37 سعته  1,41 علما أن ⋅−10 2 1,42≺ ≺  

1,53نعتبر  -2              1,54 , 0,01 0,02x y−≺ ≺ ≺ ≺  

26 سعته xy      حدد تأطيرا للعدد            10−⋅  
  3تمرين        
,1      ليكن         2 1, 4 , 0, 2 0, 4x y≺ ≺ ≺ ≺   

  حدد تأطيرا للعدد              
y
x

  0,20 سعته 

  B( التقريب  
   تعريف- 1      

a           ليكن  x b≤ a  أ و ≥ x b≤≺ أ و   a x b≤ a    أ و ≻ x b≺    x تأطيرا للعدد ≻
bسعته             a−  

b ىإل x يسمى تقريب للعددa           العدد a−بتفريط   
b إلى x يسمى تقريب للعددb           العدد a− بإفراط  

    أمثلة       
3,14           لدينا  3,15π≺ ≺  

   بتفريط −210 إلى π تقريب للعدد 3,14               العدد 

   بإفراط−210 إلى π تقريب للعدد 3,15               العدد 
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  خاصية         
    عددا حقيقيا موجب قطعاa عددين حقيقين و x و aليكن    

aإذا وفقط إذا آان بإفراط r إلى x  تقريب للعددa  العدد r x a− ≤ ≤     

 
a إذا وفقط إذا آان  بتفريطr إلى x  تقريب للعددaالعدد   x a r≤ ≤ +   

 

ات للعدد   لنحدد تقريبتمرين        
22
3

   بإفراط−310 إلى 

   ليكن تمرين      
1 5

2
x +
=  

   بتفريط −310 إلىxيب للعدد  بتفريط فأعط تقر−310 إلى5تقريب للعدد 2,236        إذا علمت أن 
  ثم بإفراط         

   قيمة مقربة-2  
       تعريف      

   عددا حقيقيا موجباr عددا حقيقيا و x   ليكن
x يحقق a        آل عدد حقيقي  a r−  r إلى xللعدد ) تقريبا أو(  يسمى قيمة مقربة ≥

  )rأو بالدقة ( 

                                      
  أمثلة       

               22 3,14 0,003
7
−  تقريب للعدد 3,14 إذن        ≥

22
7

33 إلى  10−⋅  

 خاصية        
] ليكن  ],x a b∈  

] من α    آل عدد  ],a bتقريب للعدد x إلى b a−  

  
  

    ملاحظة         

]إذا آان            ],x a b∈ فان 
2

a b+
   إلى x تقريب للعدد 

2
b a−

          

    
  
  
  

   مثال         
           1,41 2 1,42≺ ≺  

  0,005 الى 2 تقريب للعدد1,415     العدد      
  تمرين        

 تقريب للعدد −0,14نبين أن   ل         
1

7
−

35 بالدقة  10−⋅  
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 التقريبات العشرية - 3
  استعمال المحسبة لتحديد تقريبات عشرية -   أ
  

        ................................................................  
   العشريالتقريب-  ب

  
   عددا صحيحا طبيعيا n عددا حقيقيا و xليكن 

10 حيثp نقبل انه يوجد عدد صحيح نسبي و حيد  10 ( 1)n np x p− −≤ +≺  
10   العدد          n p− لعدد  لتقريب العشريx10 بتفريط إلى n− ) أو من   الرتبةn(  
10   العدد          ( 1)n p− 10 بإفراط إلىx للعدد تقريب العشري + n− )  لرتبةأو من اn(  

  :اصطلاح
) يسمى الجبر x قربا من العدد الأآثر n التقريب العشري من الرتبة  )arrondi من الرتبة n للعدد x  

3     لدينا   مثال         32666 10 667 10
3

− −⋅ ⋅≺ ≺  

 تقريب العشري للعدد0,666   العدد          
2
3

  بتفريط 3  من الرتبة

 تقريب العشري للعدد0,667  العدد           
2
3

   بإفراط 3 من الرتبة 

      نلاحظ أن 
2 0,002 2 0,0010,666 ; 0,667
3 3 3 3
− = − =  

   الجبر للعدد 0,667      
2
3

  3 من الرتبة 

  تمرين        
0,31 بتفريط   و 2 من الرتبة x التقريب العشري للعدد 1,24                    0,25y− −≺ ≺  

 أطر             
y
x

  0,05 تأطيرا سعته 
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I. :الترتیب و العملیات  

  .نعددین حقیقیی bو aلیكن  : فتعار ی

a, و نكتب bأصغر من أو یساوي aنقول إن .1 b إذا كان , b a    

a, و نكتب bأكبر من أو یساوي aنقول إن .2 b إذا كان , a b    

a, و نكتب bأصغر قطعا من aنقول إن .3 b إذا كان , b a 
   

a, و نكتب bأكبر قطعا من aنقول إن .4 b إذا كان , a b 
   

  عددان حقیقیان. bو a  : ملحوظة

 a bیكافئa b أوa b  

 إذا كانa b فانa b  

  مقارنةa وb:یعني البحث عن التعبیر الصحیح من بین التعابیر التالیة a b , a b , a b  

5 أمثلة: 3 ,
1

7
3

  ,2,14    

قارن بین  : 1مثال 
100 101

101 102
   و

2و نضع   bو aقارن :  : 2مثال  3a   2و 3b    

2لدینا  3a b  2, و بما أن 3 :عدد حقیقي موجب قطعا أي a b 
  :فانa b  

2و   2aقارن :     a    : 3مثال  1a         

  أعدادا حقیقیة. dو cوbو  aلتكن : خاصیات

aإذا كان:1خاصیة  b وb c فانa c
  

aإذا كان: ملحوظة b وb c فانa c  

.bیكفي مقارنة و مع نقس العددcو  a) تعني أنھ لمقارنة1الخاصیة (
  

:  لدینا: مثال
30

1
31
و

114,01
1

114
 :و منھ فان

30 114,01

31 114
  

 
 

  

1

      

  

  
  

  
  
  

  
  
  
  
  

  
  
  
  
  

:
  TCS - TCT ����ى ا��را#�:        ا������
 ا��ه���
 رشيد بلمو رشيد بلمو   : ا-#��ذ

درس وادي الذھب
  الحقيقيةمجموعة الأعداد    الترتيب في   
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  خاصیة الترتیب و الجمع:  
a bیكافئa c b c  

 إذا كانa b وc d فانa c b d    

 0إذا كانa  0وb  0فانa b  0وab .  

  خاصیة الترتیب و الضرب:
0إذا كانc :فان , a b یكافئac bc
0إذا كانc   :فانa bیكافئac bc
 0إذا كان a b  0و c d  0فان ac bd 
 0إذا كانa  0وb  0فانa b  0وab .  

عددان حقیقیان غیر منعدمین و لھما نفس إشارةbوaخاصیة الترتیب و المقلوب: 0ab        a bیكافئ
1 1

b a


aإذا كان b وc d فانa c b d  .

  الترتیب و الجذر المربع: - خاصیة الترتیب و المربع
aوbن حقیقیان موجبان.عددا  

a bیكافئ
2 2a b   وa bیكافئa b       و     لكلaمن:2 0a 

.أو أوبأحد الر موز: جمیع الخاصیات السابقة تبقى صحیحة اذا عوضنا الرمز ملحوظة:

0aإذا كان  0وb    a bیكافئ
2 2a b

II. :المجالات و التأطیر  
aبحیث نعددین حقیقیی bوaلیكن : المجالات b  العددي.. ندرج في الجدولین التالیین جمیع أنواع المجالات و تمثیلھا على المستقیم

  غیر المحدودة: المجالات المجالات المحدودة

 مصطلحات:
  لیسا بعددین و الرمزان

  ,تقرأ: زائد اللانھایة.تقرأ: ناقص اللانھایة  

 ,a bیقرأ:"المجال المغلقa ,b أو " القطعة "a ,b "

 ,a bیقرأ " المجال المفتوحa ,b "

 ,a  یقرأ " المجالaزائد اللانھایة, مفتوح من ,a "

ملحوظة: 0,  و ,0      و 0,
      و ,0

  

  عددا حقیقیا. xلیكن تعریف: تأطیر عدد حقیقي:

aمعbو aنیعني إیجاد عددین حقیقیی xتأطیر العدد b :بحیثa x b  أوa x b  أوa x b أوa x b  .

bالعدد الحقیقي الموجب قطعا a یسمى سعة التأطیر  و العددانa وb التأطیر. تھما محدا 

:   نضع مثال 1;2x          و 2;5y     :  اعط تأطیرا للعددین التالیین   وحدد سعتھما
2 2 2 3A x y x y             و

2 1

1

x
A

x






III. :القیمة المطلقة و خاصیاتھا  
  القیمة المطلقة لعدد حقیقي:

من المستقیم العددي.xنقطة ذات الأفصول  Mعددا حقیقیا وxلیكن : تعریف

OM . و نكتب: OMھي المسافةxالقیمة المطلقة للعدد  x

  و القیمة المطلقة: xالعلاقة بین إشارة

0xإذا كان .1  فانOM x :و منھ فان x x

0xإذا كان .2  فانOM x  :و منھ فان x x 

3:   مثال 3   و     
3 3

5 5
  و    1 3 1 3 1 3          3و 5 3 5  

  المتفاوتة  لمجال

 ,b x b

 ,b x b

 ,ax a

 ,ax a

  المتفاوتة  المجال

 ,a ba x b   

 ,a ba x b  

 ,a ba x b   

 ,a ba x b   

2
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0xلدینا منxلكل  ملحوظة:    و
22 2x x x  وx x x  .  

xلدینا:  منx لكلخاصیات:   x و
2x x.  

 لكلx وy من :لدینا xy x y  ,x y x y    

 0إذا كانy  :فان 
xx

y y
. 

 لكل aمن
         x a یكافئx a أوx a .  

 لكلx وy من :لدینا x y یكافئx y أوx y . 

  تطبیقات في القیمة المطلقة (حل المعادلات )

1 المعادلات التالیة :   حل فيمثال :  5x           2و 1x                   2و 1 3x x   

IV. :المسافة و القیمة المطلقة  
xھي العدد الحقیقيyو xعددین حقیقین       و  المسافة بین العددینyو xلیكن : تعریف y.  

من rو من xلیكن : خاصیة

.  

x rیكافئr x r                                                               و x rیكافئx rأوx r   

  تطبیقات في القیمة المطلقة (حل المتراجحات )

1 المتراجحات التالیة :   حل فيمثال :  2x           2و 3x                  2و 1 6x    

aبحیث: عنصرین من bو aلیكن :  استنتاج b  

bأي  bو aالمسافة بین العددین a b a   تسمى طول أو سعة المجال ,a b.  

العدد
2

a b
c


 یسمى مركز المجال ,a b     و   العدد

2

b a
c


 یسمى شعاع المجال ,a b.  

و منھ  ,x a bیكافئx c r  یكافئc r x c r   .  

من أجل المجال مثال: 2,10  لدینا: العدد 10 2 12  ھو طولھ   و  العدد
10 2

4
2

c


  ھو مركزه     و العدد
12

6
2

r       ھو شعاعھ  

إذن:   2;10x 4یكافئ 6x  .  

V. :التقریبات والتقریبات العشریة  
  عددا حقیقیا موجبا قطعا.rو عنصرین من  xو aلیكن :فتعاری التقریبات:

aإذا كان .1 x a r   نقول إن ,a قیمة مقربة للعددx بالدقةr .بتفریط  

aإذا كان .2 r x a   نقول إن ,a قیمة مقربة للعددx بالدقةr .بإفراط  

xإذا كان .3 a r  نقول إن ,a قیمة مقربة (أو بالتقریب) للعددx بالدقةr.  

aإذا كان  خاصیة: x b تأطیرا للعددx :فان  

 العددa قیمة مقربة للعددx بالدقةb a بتفریط.   و العددb قیمة مقربة للعددx بالدقةb a . بإفراط  

 العدد
2

a b
بالدقة xقیمة مقربة للعدد 

2

b a
 .  

2,645من التأطیر :1مثال 7 2,646  أن: نستنتج  

o بالدقة 7قیمة مقربة للعدد 2,645العدد
310

بالدقة 7قیمة مقربة للعدد 2,646بتفریط.   و العدد 
310

  بإفراط. 

o بالدقة 7قیمة مقربة للعدد 2,6455العدد
45 10 .بتفریط  

.....3,1415926لدینا   :2مثال
 

بالدقة  سؤال :حدد قیمة مقربة للعدد   
210

  راطبتفریط  و بإف 

  التقریب العشري لعدد حقیقي:
  الجزء الصحیح لعدد حقیقي:

  بحیث: pیوجد عدد صحیح نسبي و حیدxلكل عدد حقیقي 

1p x p  ,p  یسمى الجزء الصحیح للعددx:و نكتب E x p  

1لدینا: : مثال 2 2 و منھ فان 2 1E   

1,732لدینا:: مثال 3 1,733  أي   3 31732 10 3 1732 1 10      

بالدقة 3ھو تقریب عشري للعدد1,732إذن: 
310

بالدقة3ھو تقریب عشري للعدد 1,733بتفریط. و  
310

    بإفراط. 

3
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  ℝالترتيب في المجموعة 

  

ℝ  ا�ر�ب 
	 ا����و�� 
  

  �دد�ن ������ن  bو  �a��ن 

ب : و  bأ��ر �ن أو ���وي  ��aول إن ��a b≤  0إذا ��نa b− ≤  

 

  

 ا�ر�ب و ا�!� ��ت
  

�ن  �a  وb  وc  وd .������ أ�دادا  

aإذا ��ن  • b≤  ن#
a c b c+ ≤ + 

aإذا ��ن  • b≤  وc d≤   ن#
a c b d+ ≤ + 

aإذا ��ن  • b≤  0وc 
#ن  ≤ac bc≤ 

aإذا ��ن  • b≤  0وc 
#ن  ≥ac bc≥ 

acإذا ��ن  • bc≤  0وc 
#ن  <a b≤ 

acإذا ��ن  • bc≤  0وc 
#ن  >a b≥ 

0إذا ��ن  • a b≤ 0و  ≥ c d≤ 
#ن  ≥ac bd≤  
  

  �دد�ن ������ن. bو  �a��ن 

• 0 a b< ≤  	�!
1 1

0
b a

< ≤ 

• 0a b≤ <  	�!
1 1

0
b a

≤ <  

 

  

 ا����� ا��ط ��
  

�ول ��ط�  �x ) ��ور ���ظم ، 
  Mھو أ

  xو �ر�ز �,� ب :  Mھ	 ا����
� ا�+�� � *�ن أ�ل ا��! م و ا���ط�  xا����� ا��ط �� ل 

OMو �د��� :  x=  ث��O ل ا��! م�   ھو أ

 

  
 ا����
� *�ن �دد�ن ������ن

  
�و�	 ��ط�ن  bو  aإذا ��ن 
  Bو Aھ	 ا����
� *�ن  bو  �a ) ��ور ���ظم ، 
#ن ا����
� *�ن  Bو  �A ) ا�وا�	 أ

ABو �د��� :  b a= −  
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���ت ا����� ا��ط ���/ 

  


ن ��x  وy : ���دد�ن ������ن ، �د�    

x y y x− = −  x y x y+ ≤ +  

xy x y=  x y x y− ≥ −  

( )0
xx

y
y y

≠ =  

  

x y=  ���x y=  أوx y= −  

  
 

  

 ا����0ت
  


ن ��a  وb  دد�ن ������ن ���ث�a b≤  

  
��ق  ���xو�� ا�1داد ا�������  	  ا�ر��ز  ا�

a x b≤ ≤  [ ],a b  

a x b≤ <  [ [,a b  

a x b< ≤  ] ],a b  

a x b< <  ] [,a b  

x a≤  ] ],a−∞  

x a<  ] [,a−∞  

x b≥  [ [,b +∞  

x b>  ] [,b +∞  

x ∈ℝ  ] [,−∞ +∞  
  
  

 ا����0ت و ا����� ا��ط ��
  

x ���ن ∈ℝ  0وr > 

  
!��ل ا����� ا��ط ����* �*�!��ل ا����0ت  ا����* �*�  ا��

x r≤  [ ],x r r∈ −  

x r≥  ] ] [ [, ,x r r∈ −∞ − ∪ +∞  

x a r− ≤  [ ],x a r a r∈ − +  

x a r− ≥  ] ] [ [, ,x a r a r∈ −∞ − ∪ + +∞  

x r<  ] [,x r r∈ −  

x r>  ] [ ] [, ,x r r∈ −∞ − ∪ +∞  

x a r− <  ] [,x a r a r∈ − +  
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x a r− >  ] [ ] [, ,x a r a r∈ −∞ − ∪ + +∞  
  
  

  ا�3ط�ر
  

�aدد�ن ������ن *��ث  bو  �a��ن  b<  
  �ل �+�و� �ن ا��+�و�ت ا��زدو�� :

a x b< aو  > x b< aو  ≥ x b≤ aو  > x b≤ 3ط�را � !دد  ≥ (��x  4!�b a−  

 

  

 ا�3ط�ر و ا�!� ��ت
  

aإذا ��ن  x b≤ cو  ≥ y d≤ 3ط�ر�ن � !دد�ن  ≥x وy 	وا�  .� ) ا�


#ن 
a c x y b d

a d x y b c

+ ≤ + ≤ +
 − ≤ − ≤ −

�ط�ران ���دد�ن  x y+  وx y−.  

  
�ن �a  وb  وc  وd . �*أ�دادا ������ �و�  

aإذا ��ن  x b≤ cو  ≥ y d≤ 3ط�ر�ن � !دد�ن  ≥x وy  	وا�  � ) ا�


#ن ac xy bd≤   xyھو 3ط�ر � !دد  ≥

  

�ن �a  وb  وc  وd . �!أ�دادا ������ �و�*� 5ط  

aإذا ��ن  x b≤ cو  ≥ y d≤ 3ط�ر�ن � !دد�ن  ≥x وy 	وا�  � ) ا�


#ن : 
1 1 1

d y c
≤ و  ≥

a x b

d y c
≤ ھ�� 3ط�ران � !دد�ن  ≥

1

y
و  

x

y
  

  

 ا��ر�*�ت
  

�a��ن  x b< aأو  > x b< aأو  ≥ x b≤ aأو  > x b≤ 3ط�را � !دد  ≥x  4!�b a−  

�ر�*� � !دد  aا�!دد  � (���x  (إ�b a−  ر�ط+* 

�ر�*� � !دد  bا�!دد  � (���x  (إ�b a− راط
#*  
  

 5��� ��ر*�
  

  .�ددا ������ �و�*� 5ط!� �rددا ������ و  �x��ن 

x���ق إ�دى ا�!56�ن  �aل �دد ����	  a r− xأو  ≥ a r−   r*��دx  �5���) 5��� ��ر*� � !دد  >

  
 ا��ر�*�ت ا�!8ر��

  

)�ددا ������ *��ث :  �x��ن  )10 1 10
p p

N x N
− −× ≤ < + ×   9� )p ∈ℕ  وN ∈ℤ (  

10ا�!دد  �
p

N
10إ�)  x���) ا��ر�ب ا�!8ري � !دد  ×−

p− ر�ط+* 

)ا�!دد  � )1 10
p

N
−+ 10إ�)  x���) ا��ر�ب ا�!8ري � !دد  ×

p− *راط
#  
  
  

www.adirassa.com



                            ا���ذ : 
	���� ����                                                                                     1 ص
 

  

  الجبر  

  مع تمارين وأمثلة محلولةالترتيب في مجموعة الأعداد الحقيقية    : 5مذكرة رقم  

  ا�ھ�اف ا���رات ا�����ة �� ا��رس : 
  

  
  
  
  
  

    
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

I.:ت���و ا� � ��"�  ا�
�د
� ������ bو ����a  : $" �ر #)1�.  

aو ���� bأ��� �� أو 
��وي aن���ل إ .1 b≤  إذا

)��ن )b a +− ∈ℝ  

aو ����  bأ� � �� أو 
��وي ���aل إن .2 b≥ذا إ

)��ن )a b +− ∈ℝ  

aو ����  bأ��� #"!� �� ���aل إن .3 b≺ ن��إذا ( )b a ∗
+− ∈ℝ  

�� و  bأ� � #"!� �� ���aل إن .4��a b≻ ن��إذا ( )a b ∗
+− ∈ℝ  

�دان ������ن. bو a  : ��)'ظ%  

• a b≤%&��
a b≺ أوa b=  


!0/ ا� ,. � ا��! �� ا�-,�+ �� *�� ا��!�*�� ا�����':bو ���aر�'  • 

 a b≺ , a b≻ , a b=  

5 أ�	�%: 3≺ ,
1

7
3

− −≺ ,2,14π ≻   

100#�رن *��  �	�ل  : 101

101 102
   و

  :ا��'اب
�101,�� ا��2ق :  100 101 101 100 102 10201 10200

102 101 101 102 101 102

× − × −− = =
× ×

  

101اذن :  100 1

102 101 101 102
+− = ∈

×
ℝ  30101و� 100

102 101
≥  

  

2و �b   45و a#�رن :  :: 1"��#� 3a = 2و + 3b =   

   :ا��'اب
 �0
��2 3a b− = 2, و *�6 أن− �د ����/ ���8 #"!�  −3

)أي: )a b ∗
+− ∈ℝ :ن�&a b≻  

�#��"2:    a ∈ℝ     : 2#�رنa   2و 1a +      

)  ا��'اب :  ) ( )22 21 2 2 1 1 0a a a a a+ − = − + = − ≥  

2و�30  1 2a a+ ≥  : ��
 �69�a ∈ℝ  

��� : -�,��ت)2�a  وbوc وd .'����� ادا�  أ

aإذا ��ن-�,�%: b≤ وb c≤ ن�&a c≤  

aإذا ��ن: ��)'ظ% b≤ وb c≺ ن�&a c≺  


�2/ ���ر�' و �4 ��< ا�!�دcو  a) >!0/ أ�3 ���6ر�'1ا�;���' (b.  


�0: �	�ل��  :
30

1
31
و ≻

114,01
1

114
30 &�ن:و � ≻

30 114,01

31 114
≺  

  -�,�% ا��"�� و ا���.:
a b≤%&��
a c b c+ ≤ +  

aإذا ��ن � b≤ وc d≤ ن�&a c b d+ ≤ +  

0aإذا ��ن � 0bو ≤ 0a&�ن ≤ b+ 0abو ≤ ≥.  

  -�,�% ا��"�� و ا�/�ب:
0cإذا ��ن � a , &�ن:≺ b≤ %&��
ac bc≤  

0cإذا ��ن � a&�ن:  ≻ b≤%&��
ac bc≥  

0إذا ��ن � a b≤ 0و ≥ c d≤ 0&�ن ≥ ac bd≤ ≤  

0aإذا ��ن � 0bو ≥ 0a&�ن ≥ b+ 0abو ≥ ≥.  

  -�,�% ا��"�� و ا����'ب:
aوb0!���� و ��69 �2< إ@�رة� ��A دان ������ن�( )0ab ≻      

a b≤%&��

1 1

b a
≤  

aإذا ��ن  b≤ وc d≺ ن�&a c b d+ +≺ .  

  ا��"�� و ا��1ر ا���0.: - -�,�% ا��"�� و ا���0.
aوb.دان ������ن ��8 �ن�  

a b≤%&��
2 2a b≤           وa b≤%&��
a b≤       

 B��a��ℝ:2 0a ≥  

  *�G�  ≥4�68 ا�;����ت ا���*�' > �E �,�,' اذا ��0D ا���C ��)'ظ%:
  .≺أو ≻أو≤�� ��ز:ا

0aإذا ��ن  0bو≥ ≤   a b≤%&��
2 2a b≥  

�#��"3  : :�
6a#�رن ا�!�د 3و   = 2 1b = + −  
�,�� ا��2ق : :ا��'اب

( ) ( )6 3 2 1 3 2 3 2 1a b− = − + − = × − + −  
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  ( ) ( )3 2 3 2 1 3 2 1 2 1a b− = × − − + = × − −   3ا��!B�6 ب  −

( )( )2 1 3 1a b− = − )ا��!B�6 ب  − )2 1−  

 : �0
��2 )Jن :  <1 )2

2 )و =2 )2
1 )و�30  =1 )2 1 +∗− ∈ℝ  

 : �0
3و�� )Jن :  <1 )2

3 )و =3 )2
1 )و�30  =1 )3 1 +∗− ∈ℝ  

)و�30 :  )( )2 1 3 1a b +∗− = − − ∈ℝ : /���aو*�� b>   

�#��"4  : :�
10a#�رن ا�!�د 5و   = 2 1b = + −  
�,�� ا��2ق : :ا��'اب

( ) ( )10 5 2 1 5 2 5 2 1a b− = − + − = × − + −  

( ) ( )5 2 5 2 1 5 2 1 2 1a b− = × − − + = × − −   5ا��!B�6 ب  −

( )( )2 1 5 1a b− = − )ا��!B�6 ب  − )2 1−  

 : �0
��2 )Jن :  <1 )2

2 )و =2 )2
1 )و�30  =1 )2 1 +∗− ∈ℝ  

 : �0
5و�� )Jن :  <1 )2

5 )و =5 )2
1 )و�30  =1 )5 1 +∗− ∈ℝ  

)و�30 :  ) ( )2 1 5 1a b +∗− = − − ∈ℝ : /���aو*�� b>   

�#��"5 :  :�
2#�رن ا�!�د 3

3 1

−
−

3و     1

3 1

−
+

    

)�,�� ا��2ق : :ا��'اب )( ) ( )
( )( )

2

2 3 3 1 3 12 3 3 1

3 1 3 1 3 1 3 1

− + − −− −− =
− + − +

 

( )( ) ( )( )
( )

2 2

2
2

2 3 2 3 3 3 3 3 1
2 3 3 1

3 1 3 1 3 1

+ − − − − − +− −− =
− + −

  

( )2
2

2 3 3 1 2 3 2 3 3 3 2 3 1

3 1 3 1 3 1

− − + − − − + −− =
− + −

  

2 3 3 1 3 3 5 3 3 5

3 1 23 1 3 1

− − − −− = =
−− +

  

 : �0
��3 3 )Jن :  <5 )2

3 3 )و =27 )2
5 و�30  =25

3 3 5 +∗− ∈ℝ  

3و�30 :  3 5

2
+∗− ∈ ℝ  : /���2و*�� 3 3 1

3 1 3 1

− −>
− +

  

�#��"6 :����a وb �� �
�-0∗
+ℝ.  

:45�7 2

7

a b
x

a

8و =+

7 2

b
y

a b
=

+
 �
  .yو x#�رن ا�!�د

�,�� ا��2ق : :ا��'اب
7 2 8

7 7 2

a b b
x y

a a b

+− = −
+

  

( )
( ) ( )

2 2 27 2 7 8 49 14 14 4 56

7 7 2 7 7 2

a b a b a ab ab b a b
x y

a a b a a b

+ − × + + + − ×− = =
+ +

  

( )
( ) ( )

( )

2 22 2 7 2 7 2 249 28 4

7 7 2 7 7 2

a a b ba a b b
x y

a a b a a b

− × × +− × +− = =
+ +

  

( )
( )

2
7 2

7 7 2

a b
x y

a a b
+−

− = ∈
+

ℝ : نJ( )2
7 2a b +− ∈ℝ و( )7 7 2a a b ++ ∈ℝ  

 : /���xو*�� y≥  

�#��"7 :����x �� 0-�ا+
ℝ.  

1. :�
1x#�رن ا�!�د x+ 1و  + 2x x+ + +  

2. :�
0�K ���ر�' ا�!�د�L1اx x+ 2و− 1x x+ − +. 

0-�ا �� x)1:ا��'اب+
ℝ  /0!
0x ≥  

  �0
��2x x+ )Jن :     ≤ )2 0x x+ − ≥  

2xاذن :  x+ ≥  '&�D1واx +  :'*�M"6ا� 'N��  �N� ا�0

2أي أن  :   1 1x x x x+ + + ≥ + +  
0��ج :2�LPا(  

: '����  *�5*�0 &/ ا��6ا&N� Q� ا�6���و
' ا�

( )( )2 1 2 1
2 1

2 1

x x x x
x x

x x

+ − + + − +
+ − + =

+ − +
   

  أي أن :

( ) ( )2 2

2 1 2 1 1
2 1

2 1 2 1 2 1

x x x x
x x

x x x x x x

+ − + + − −+ − + = = =
+ − + + − + + − +

  

 : �5
)و��
�0 أ )( )1 1
1

1

x x x x
x x

x x

+ − + −
+ − =

+ −
   

)أي أن :  ) ( )2 2

1 1 1
1

1 1 1

x x x x
x x

x x x x x x

+ − + −+ − = = =
+ − + − + −

  

2و*�6 أن :  1 1x x x x+ + + ≥ +   &�ن :  +
1 1

2 1 1x x x x
≤

+ + + + +
  

0�K أن : �1x:اذن �� x+ +≤  1 2x x+ + +  

�#��"8 :����x .� 8�� ������ دا�  

:�
2وx #�رن ا�!�د 1x −.  

)  :ا��'اب ) ( ) ( )2 2
22 1 2 1 2 1 1 1 0x x x x x x x− − = − + = − × + = − ≥  

)و�30  )2 1x x≥ −  : ��
 �69�x +∈ℝ   

�#��"9 :����n .��!� دا �,�,� ط�  

:45�24 1a n= 2و + 1b n= + �
  .bو a#�رن ا�!�د
  ��*!���6��69ر�' �د
� ��8 �� ���رن     :ا��'اب

( )2
2 4 ² 1 4 ² 1a n n= + = +  

( )22 2 1 4 ² 4 1b n n n= + = + +  

( )2 ² 4 ² 4 1 4 ² 1 4 ² 4 1 4 ² 1b a n n n n n n− = + + − + = + + − −  
2 ² 4 0b a n− = ≥  

²و�30  ²b a≥  أن K�0�bاذن �� a≥  : ��
 �69�x ∈ℕ   

�#��"10 :����x  وy:.�,* /���� �
3�دx y< <  
6*�� أن: .1 0x y+ − ≺  

2. �
2#�رن ا�!�د 6 1a x x= − 2و + 6 1b y y= − +. 
 :ا��'اب

1 �0
��(3x y< 3xاذن   > 3yو  > 6xو�30  > y+ <  
: /���6و*�� 0x y+ − <  

)�,�� ا��2ق : :)2 ) ( )² 6 1 ² 6 1a b x x y y− = − + − − +  

² 6 1 ² 6 1 ² ² 6 6a b x x y y x y x y− = − + − + − = − − +  

( )( ) ( ) ( ) ( )6 6a b x y x y x y x y x y− = − + − − = − + −  

 �0
��x y<   اذنx y −− ∈ℝ  أن و8��� أن Q L6وx y −+ − ∈ℝ  

)و�30 ) ( )6x y x y +− + − ∈ℝ  : أيa b +− ∈ℝ�*و: /����a b≥ 
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   II.:3ط��  ا����4ت و ا�
�د
� ������ bو����a : ا����4ت)1� .�,*a b≺  .  

EM ا��6���S ا�!�دي. �9M�T6< ت وP�N64�68 أ��اع ا� ������  ��رج &/ ا�N�و��� ا�
ا����4ت ا��)�ودة                                                                

 
  
  
  
  
 
 
 
  

 ��6 ا��)�ودة: ا����4ت
 
 
 
 
 
 
 
 

  ���� *!�د
� ∞−و ∞+ا���Cان�78�)�ت:
• +∞ ,'
�9�Vا� �Wأ: زا��<−∞.'
�9�Vا� X#�� :أ��<  

• [ ],a bQM�6ل ا��N6أ:"ا���
a ,b '!"أو " ا�� "a ,b "  

• ] [,a bح��
��أ " ا��N6ل ا�26a ,b "  

• ] [,a 
��أ " ا��N6ل ∞+a�� ح��2� ,'
�9�Vا� �Wزا ,a "  

]��)'ظ%: [0,+ = +∞ℝو] ],0− = −∞ℝ    و] [0,∗
+ = +∞ℝ    و

] [,0∗
− = −∞ℝ  

 �#��"11 :B�T6����S  *!� ا��� EM���N6M�� I  وJ   
 ����N6د ا>,�د و>��ط4 ا���I  وJ  '�<[ت اP�,ا� /&  

1([ [+∞−= ,1J    و     ] ]7,3−=I  

2([ ]10;4=J        و    ] [5,∞−=I 

3([ ]5; 1J = − ]و           − [10,0=I  

4(3
1,

2
J  = −  

2و       
,2

3
I

− =   
  

 :ا��'اب
1(] ]1,7I J∩ = −   ] [3;I J∪ = − +∞  

 2([ [4,5I J∩ =   ] ];10I J∪ = −∞  

 3(I J∩ = ∅    [ ]5;10I J∪ = −  

4(2 3
;

3 2
I J

 ∩ = −  
    ] ]1,2I J∪ = −  

�#��"12 :  /& B�IR  '�<[ا�0\�6ت ا  

1(




≤
〉

4

5

x

x     2(   




〉

−≥
2

3

x

x   3(  




≥
〉

0

7

x

x   4(    




〈〈−
≤≤−

107

03

x

x          

ا���9 :ا��'اب





!0/ ا����ط4   

1(5x〉 /0!
] [5,x ∈ +∞ 

4x ≤ /0!
] ],4x ∈ −∞  

= ∅] ],4∩ −∞] [5,+∞S =  

2(3x ≥ − /0!
[ [3,x ∈ − +∞ 

2x > /0!
] [2,x ∈ +∞  

] [2,= +∞[ [3,∩ − +∞] [2,+∞S =  

3(7x > /0!
] [7,x ∈ +∞  

0x ≥ /0!
[ [0,x ∈ +∞ 

] [7,= +∞[ [0,∩ +∞] [7,+∞S =  

4(7 10x− 〈 〈 /0!
] [7;10x ∈ −  

3 0x− ≤ ≤ /0!
[ ]3;0x ∈ −  

[ ]3;0= −[ ]3;0∩ −] [7,10−S =  

2(:�����دا ������. ����x " �#$: "3ط�� 
�د :  


!0/ إ
�Nد �د
� ������ G<xط�� ا�!�د�a وb4�a b≺ 

:.�,*a x b≤ aأو ≥ x b≤ aأو ≻ x b≤≺ أوa x b≺ ≺ .  

bا�!�د ا�,���/ ا��8�6 #"!� a− ط��  و ا�!�دانG�
�L E6!' ا�a وb  �6ھ
  ا��Gط��. ت�,�ا

�#��"13 : 45�[ ]1;3x ]و  ∋ ]2;4y �اد ا�����'ا^ >Gط��ا  ∋_�   

�اد ا�����'ا^ >Gط��ا )1_� :  ²x   ²وy  2وx  3وy  وx−  وy− 

1و 

x
1و 

y
xو  

y
     

2(�� B�� ط��G�B :2و �A�د L!' ا� 2 2 3A x y x y= + + 2و  − 1

1

x
B

x

−=
+

     

])1:ا��'اب ]1;3x ∈ /0!
1 3x≤ ≤  

[ ]2;4y ∈ /0!
2 4y≤ ≤  

1 3x≤ ≤ /0!
1² ² 3²x≤ ≤ /0!
1 ² 9x≤ ≤  
2 4y≤ ≤ /0!
2² ² 4²y≤ ≤ /0!
4 ² 16y≤ ≤  
1 3x≤ ≤ /0!
2 1 2 2 3x× ≤ ≤ × /0!
2 2 6x≤ ≤  
2 4y≤ ≤ /0!
3 2 3 3 4y× ≤ × ≤ × /0!
6 3 12y≤ ≤  

1 3x≤ ≤ /0!
1 1 1

3 1x
≤ ≤ /0!
1 1

1
3 x

≤ ≤  

2 4y≤ ≤ /0!
 /0!
1 1 1

4 2y
≤ ≤  

 �0
��1x
x

y y
= 1اذن :× 1 1

1 3
4 2

x
y

× ≤ × ≤ 1اذن : × 3

4 2

x

y
≤ ≤  

G<A:6ط��)2 3 12y≤ ≤ /0!
12 3 6y− ≤ − ≤ −  
:�N� �2و>�ت ط�ف �"�ف�  و��� ا�0��KW ا���*�' و*46N ا�6

  1 4 2 12 ² ² 2 3 9 16 6 6x y x y+ + − ≤ + + − ≤ + + − 
: /���5و*�� 25A− ≤ ≤  

)وL!' ا��Gط�� ھ/ :  )25 5 30r = − − =  

):G<Bط�� )2 1 1
2 1

1 1

x
B x

x x

−= = − ×
+ +

  

 �0
��1 3x≤ ≤ /0!
2 2 6x≤ ≤ /0!
2 1 2 1 6 1x− ≤ − ≤ −    
 /0!
1 2 1 5x≤ − ≤    

 �0
��1 3x≤ ≤ /0!
2 1 4x≤ + ≤ /0!
1 1 1

4 1 2x
≤ ≤

+
  

 �������1و*�5ب ا�6��2و>��� ا� 2 1 5x≤ − 1و  ≥ 1 1

4 1 2x
≤ ≤

+
ط�ف  

 �N� ف�"�  

( )1 1 1
1 2 1 5

4 1 2
x

x
× ≤ − × ≤ ×

+
 /0!
1 5

4 2
B≤ ≤  

5وL!' ا��Gط�� ھ/ :  1 9

2 4 4
r = − = 

  ا�6��2و>'  ا��N6ل

[ ],a b  a x b≤ ≤  

] ],a b  a x b≤≺  

[ [,a b  a x b≤ ≺  

] [,a b  a x b≺ ≺  

  ا�6��2و>'  ��N6ل

] [,b +∞  x b≻  

[ [,b +∞  x b≥  

] ],a−∞  x a≤  

] [,a−∞  x a≺  
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  ا�3ط�� و ا� ����ت : 14"��#�  
Q�,<2 �� أن:  .1 214 200 15< <  

0�K أن:�Lا Sa 1,4 2 1,5< <  

  .5*20< ا�"�
�' أوG< �8ط��ا �M!�د  .2

3. �
0�G< Kط��ا �M!�د�L2ا  .10و +5
 :ا��'اب

1�0
�� ( 214 196= 215و     2و�30  =225 214 200 15< <  

 �0
��2 214 200 15< 0�K أن :>�2 اذن �� 214 200 15< <  

2اذن :  214 2 100 15< × 14أي :  > 2 10 15< × <    

1أي :  1 1
14 2 10 15

10 10 10
× < × × < ×  

0�K أن : �1,4اذن �� 2 1,5< <  

2�0
�� ( 222 484= 223و     2و�30  =529 222 500 23< <  

 �0
��2 222 500 23< 0�K أن : >�2اذن �� 222 500 23< <  

2اذن :  214 2 100 15< × 22أي :  > 5 10 23< × <    

1أي :  1 1
22 5 10 23

10 10 10
× < × × < ×  

0�K أن : �2,2اذن �� 5 2,3< <  

3 �0
�� (1,4 2 1,5< 2,2و  > 5 2,3< <  
1,4اذن :  2,2 2 5 1,5 2,3+ < + < أي :  +

3,6 2 5 3,8< + <  

 :�N� �5 *�5ب ط�ف �"�ف
1,4و أ 2,2 2 5 1,5 2,3× < × < ×  

3,08أي : 10 3,45< <  

III. :�;"��,�- و %�  ا����% ا��7�
��:ا����% ا��7��% � �د :)1��  
0xإذا ��ن .1 x &�ن: ≤ x=  

0xإذا ��ن .2 x &�ن: ≥ x= −  

3:  أ�	�% 3و  =3 3

5 5
− )و = )1 3 1 3 1 3− = − − = − +  

  3 5 3 5− = )و   − )4 4 4π π π− = − − = − +  

�#��"15 :����  ا����% ا��7��% � �د :
:'�����اد ا�Jا '�M"6ا���6' ا� Cون ر��* ��  أ�

1(2 2−   2(    3 2 3−     3( 5 2−     

4(4 2 3 5 3 3 9 5 3A = − − − + −  

 :ا��'اب
1(  �0
�� 2 2اذن :  >2 2 −− ∈ℝ  30و�

( )2 2 2 2 2 2− =− − =− +  

2(  �0
�� 3 2 )Jن  :    >3 )3² 2 3 ²< 

3اذن :   2 3 −− ∈ℝ  30و�( )3 2 3 3 2 3 3 2 3− =− − =− +  

3( �0
��  5 5اذن :   <2 2 +− ∈ℝ  30و�

5 2 5 2− = −  

4( 4 2 3 5 3 3 9 5 3A = − − − + − 

( ) ( )4 2 3 5 3 3 5 3 9A = − − − − + −  

4 2 3 5 3 3 5 3 9 0A = − + − + − =  
  :-�,��ت)2

•  B��x��ℝ 
���00x و ≤
22 2x x x= xو = x x− ≤ ≤.  

• B�� x��ℝ  :�0
��x x= 2xو− x=.  

• B��x وy ��ℝ :�0
�� xy x y=  ,x y x y+ ≤ +  

0yإذا ��ن • xx &�ن: ≠

y y
=

. 

• B�� a��∗
ℝ         x a= %&��
x a= أوx a= −.  

• B��x وy ��ℝ :�0
�� x y= %&��
x y= أوx y= −. 

�#��"16 : 
)أ��� :  .1 )2

3 2 5−    

2. :�
3  #�رن ا�!�د   5و  2

3. : ^�* 43 30 2−  

) )1  :ا��'اب ) ( ) ( )
2 2 2

3 2 5 3 2 2 3 2 5 5 18 30 2 5 25− = − × × + = − × +  

( ) ( ) ( )
2 2 2

3 2 5 3 2 2 3 2 5 5 43 30 2− = − × × + = −  

)���6ر�' ا�!�د
� ���رن ��*!��69 : )2 )2

3 2 )و  =18 )2
5 25=  

3اذن  3و�30   5 < 2 2 5 −− ∈ℝ  

3( ( )2

3 2 5 3 2 5− = −43 30 2− =  

 ( )3 2 5=− J3ن  :         − 2 5 −− ∈ℝ 

: /���3و*�� 2 5− +43 30 2− =  

%�,�- : ����x ��ℝ وr ��∗
+ℝ.  

• x r≤%&��
r x r− ≤ ≤                    

• x r≥%&��
x r≥أوx r≤ −  

7?���ت :(:= ا�� �د4ت )"  
�#��"17 : /& B�ℝ   : '����1 )1ا�6!�دPت ا� 5x − =      

  2(  2 1x + = −     3( 2 1 3x x+ = −  

1)1:ا��'اب 5x − = /0!
1 5x − 1أو   = 5x − = − 

             /0!
6x 4xأو   = = }اذن :    − }4;6S = −   

2ا�6!�د�' : )2 1x + = −  /& B� �9� >��ℝ ' 8�� �6Wدا '�M"6ن ا���6' ا�J   

Sاذن :   = ∅   

3(2 1 3x x+ = − /0!
2 1 3x x+ = )أو   − )2 1 3x x+ = − − 

 /0!
4x = 2أو   − 1 3x x+ = − + /0!
4x = 2أو   −

3
x =  

2اذن :  
4;

3
S

 = − 
 

   

7?���ت :(:= ا���ا@)�ت )"  
�#��"18: /& B�ℝ : '����1)1ا�6��ا8,�ت ا� 2x − ≤   

2(2 3x + ≥     3( 2 1 6x + <  

1)1:ا��'اب 2x − ≤ /0!
2 1 2x− ≤ − ≤   /0!


2 1 1 1 2 1x− + ≤ − + ≤ +   /0!
1 3x− ≤ ≤   
]اذن :   ]1;3S = −   

2(2 3x + ≥ /0!
2 3x + 2أو   ≤ 3x + ≤ −    

 /0!
1x 5xأو   ≤ ≤ −  /0!
[ [1;x ∈ [أو   ∞+ ]; 5x ∈ −∞ −   

]اذن :   [1;+∞∪] ]; 5−∞ −S =   

3(2 1 6x + < /0!
6 2 1 6x− < + <   /0!
6 1 2 1 1 6 1x− − < + − < −    
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   /0!
7 2 5x− < <   /0!
1 1 1
7 2 5

2 2 2
x− × < × < ×    

 /0!
7 5

2 2
x

− < 7اذن :  > 5
;

2 2
S

 = −  
  

�#��"19 :%�  "'ظ�$ ا����% ا��7�
 ����x وy������ �
1*,�.:  ��د

2
x 1yو≤ 3xو ≥ y− =.  

)��.: Eأ��� #�6' ا�!�د .1 ) ( )2 2
2 1 2 2E x y= − + −  

1*�� أن:  .2
4

2
x≤ 5  و أن ≥

1
2

y− ≤ ≤  

F :.�� 5أ��� #�6' ا�!�د .3 2F x y x y= + − + + + 

) )1  :ا��'اب ) ( )2 2
2 1 2 2 2 1 2 2E x y x y= − + − = − + −  

�0
��1

2
x ≥/0!
2 1x ≥/0!
2 1 0x − ≥  


�0و�� 1y ≤/0!
2 2y ≤/0!
2 2 0y − ≤  
)و�30 : )2 1 2 2 2 1 2 2E x y x y= − + − = − − −  

( )2 2 1 2 1E x y x y= − + = − 3xو�!SM أن :  + y− =   

2و�30 : 3 1 7E = × + =  

5 �� أن: � - )2 
1

2
y− ≤ ≤   

SM!�3x أن : y− 3xاذن :  = y= +  


�0و��1

2
x 1اذن :  ≤

3
2

y + 1اذن :  ≤
3

2
y ≥ −  

5اذن : 

2
y

1yو*�6  أن   ≤− 5&�ن  :  ≥
1

2
y− ≤ ≤  

 �� أن: � -
1

4
2

x≤ ≤   

SM!�3x أن : y− 3yاذن :  = x= −  

5وو�L �08*�� أن : 
1

2
y− ≤ ≤  

5اذن : 
3 1

2
x− ≤ − ≤ /0!
5

3 3 3 1 3
2

x− + ≤ − + ≤ +  

1و�30 :
4

2
x≤ ≤  

F :.�� 5#�6' ا�!�د )���ب 3  2F x y x y= + − + + +  

5xة � ,. � ا@�ر y+ −  

5وو�L �08*�� أن : 
1

2
y− ≤ 1و أن   ≥

4
2

x≤ ≤  

1اذن : 5
1 4

2 2
x y− ≤ + ≤ + /0!
2 5x y− ≤ + ≤  

 /0!
2 5 5 5 5x y− − ≤ + − ≤ − /0!
7 5 0x y− ≤ + − ≤  
5xأي أن :  y+ −  ���L  

� ا@�رة  ., �2x y+ +  
2و�L �08*�� أن :  5x y− ≤ + ≤  

 /0!
2 2 2 5 2x y− + ≤ + + ≤ + /0!
0 2 7x y≤ + + ≤  
2xأي أن :  y+ +  �8��  

)اذن :  )5 2 5 2F x y x y x y x y= + − + + + =− + − + + +  

5: اذن  2 5 2 7F x y x y x y x y=− − + + + + =− − + + + + =  
0-�
� �� bو ����a :  " �ر#$ أ-�ىℝ :.�,*a b≺  

b a− ل�N6ا� '!L ط�ل أو E6�<[ ],a b.  

ا�!�د
2

a b
c


��� E6�C ا��N6ل =+[ ],a b     و   ا�!�د
2

b a
c

−=  E6�


]@!�ع ا��N6ل ],a b.  

]و �30  ],x a b∈%&��
x c r− ≤ %&��
c r x c r− ≤ ≤ +.  

]�� أB8 ا��N6ل �	�ل: 
�0: ا�!�د  −2,10[��( )10 2 12− −   ھ� ط��3  =

وا�!�د 
10 2

4
2

c
−= 12ھ� ���Cه   و ا�!�د =

6
2

r = =     3  ھ� @!�

]إذن:   ]2;10x ∈ −%&��
4 6x − ≤.  

IV. :%#�B ت ا��?#����#?�ت وا�  ا�
��#?�ت:)10-�
� ��  xو ����a :$" �ر# ا�ℝ وr ������ دا�

.�!"# � 8��  
aإذا ��ن .1 x a r≤ ≤  M� '*��� '6�#x '#���*r!�د a, ���ل إن +

.^
�2�*  
aإذا ��ن .2 r x a− ≤  M� '*��� '6�#x '#���*r!�د a, ���ل إن ≥

  *c&�اط.

xإذا ��ن .3 a r− 
�) �M!�د a, ���ل إن ≥��� x#�6' ���*' (أو *��

'#���*r.  
aإذا ��ن  -�,�%: x b≤   &�ن: G<xط��ا �M!�د≥

M� '*��� '6�#x '#���*b!�د aا�!�د • a− و ا�!�د   .^
�2�*b  '*��� '6�#

M�x '#���*b!�د a− . اط�&c*  

!�دا� •
2

a b+
*���#' M� '*��� '6�#x!�د 

2

b a−
 .  

��2,645 ا��Gط�� :�1	�ل 7 2,646≤ 0�K أن: ≥���  

o د 2,645ا�!�د�!M� '*��� '6�#7 '#���*310−    .^
�2�* 

o  د 2,646ا�!�د�!M� '*��� '6�#7 '#���*310− .اط�&c*  

o د 2,6455ا�!�د�!M� '*��� '6�#7 '#���*45 10−× .^
�2�*  


�0   :�2	�ل��3,1415926.....π =   

�2
^  و *c&�اط −dLπ  '#���*210ال :��د M� '*��� '6�#!�د  �*  

��#� ا� �Bي � �د :20"��#�  ا�

� ا�!�eي �M!�د����2
^  −310*���#' 10أو8� ا��* B6!�Lا)

  ا�6,� ').

( )10 3.16227766≃  

3.162  :ا��'اب 10 3.163< <  
 : �0
33.163و�� 3.162 0.001 10−− =   اذن   =

�2
^.    −M� '*��� '6�#7 '#���*310!�د 3.162ا�!�د •�* 

  *c&�اط. −M� '*��� '6�#7 '#���*310!�د 3.163ا�!�د •

2(:������#� ا� �Bي � �د :  ا�
:����  ا��9ء ا�D�(8 � �د :

�د ����/  B��x�� +�,� د� �8�
  *,�.: p / و ���

1p x p≤ ≤ +,p  د�!M� +�,-ء ا�CNا� E6�
x:��)و �� )E x p=  


�0: : �	�ل��1 2 2≤ )و �30 &�ن≥ )2 1E =  


� ا�!�eي �M!�د :�	�لأو  21"��#���� −410*���#' 3أو8� ا�

�!B6 ا�6,� ').Lا) ^
�2��6M أن : *( )3 1.732050808...≃  


�0::ا��'اب ��1,732 3 1,733≤ ≺ 

)أي ) ( )3 31732 10 3 1732 1 10− −⋅ ≤ + ⋅≺  

�eي �M!�د1,732إذن:  �
�2
^. −310*���#' 3ھ� >���*  

�eي �M!�د 1,733و   �
 *c&�اط. −310*���#'3ھ� >��
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اتـــــــــــــــــــالحدودي  

  القدرات المنتظرة
x      التمكن من تقنية القسمة الإقليدية على- * a− وإدراك قابلية القسمة على x a−.  

 

I – تساوي حدوديتين– آتابة و مصطلحات:حدوديةال   
   أنشطة -1     
  1نشاط      
3x و xالأعداد  لتكن           5x  و + )  أبعاد متوازي المستطيلات و + )V xحجمه   

)          حدد   )V x  

--------------------------------------------------  
         ( ) ( )( ) 3 23 5 8 15V x x x x x x x= + + = + +  

3         التعبير  28 15x x x+    تعبيرا حدوديا أو حدودية يسمى+
            3xالحدودية  درجةإننقول  ) 3 هو الأس هذا ( هو الحد الذي له أآبر أس ( )V x 3 هو   

)نكتب              )( ) 3d V x =  

  2نشاط      
  حدد من بين التعابير التالية تلك التي تمثل حدوديات وحدد  درجتها        

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

5 3 2

2 4
2

1 3 4 1 ; 2 3 ; 6
3

1 13 2 ; 2 ; 2 2 2 ; 0

P x x x x Q x x x H x

T x x x G x K x x x N x
xx

= − + − = − + = −

 = + = + = − + = 
 

  

-------------------------------------------------- 
   عدد صحيح طبيعي يسمى حديةn قيقي وح عدد a متغير حقيقي و x حيث nax آل تعبير على شكل -  *

0a آان إذا            . 0 هو aرجة الحدية  دوn هو nax الحديةدرجة   ≠
    الحدية المنعدمة لا درجة لها   
   حدوده حديات جميع تكون الحدودية هي آل تعبير على شكل مجموع-  *

       *  ( )P x4 و -1: بعة حدود هي حدودية تتكون من أرx 33  وx− 51  و
3
x  

  −33x معامل الحد -3   و −33xهو درجة الحد  3 العدد            

51 هو درجة الحد 5    العدد         
3
x و   

1
3

51 معامل  الحد 
3
x  

)     درجة الحدودية         )P x نكتب 5 هو  ( )( ) 5d P x =  

 *        ( )Q x حدود 3 حدودية  تتكون من . ( )( ) 2d Q x =   

 *        ( )H xحدودية تتكون من حد واحد . ( )( ) 0d H x =   

)ابيرآل تعبير من التع        *  )T x و ( )G xو ( )K x ليس حدودية   

 *        ( )N x منعدمة ليست لها درجة حدودية  

  .الحدودية المنعدمة هي آل حدودية معاملاتها منعدمة           
  3نشاط     
)اختصر الحدودية             ) 5 3 4 3 2 42 3 4P x x x x x x x x= − + − + + + −  

  دود درجتها مختلفة مثنى مثنىدودية هو آتابتها على شكل مجموع ح   اختصار ح

)  الشكل المختصر للحدودية        )P x هو ( ) 5 4 3 22 5 4P x x x x x x= − − + + +  

  2نشاط     
   متساويتان في آل الحالاتQ وPهل الحدوديتين  -1         

www.adirassa.com



2

      *          ( ) 3 24 3 4 1P x x x x= + − +               ( ) 2 3 33 4 1 3Q x x x x x= + − + +  

     *          ( ) ( ) 22 1 4 1P x x x= − − +                   ( ) 21 4 1
2 1

Q x x x= − + +
+

  

            *          ( ) 3 23P x x x x= − + −                            ( ) 2 33Q x x x x= − +  

)لتكن         -2           ) ( ) ( ) ( )3 2 1P x a b x b c x a c x= + + − + − +  

) لكي تكون c و b وa          حدد  )P xحدودية منعدمة .  

   تعاريف - 2    
  1تعريف       

)   لتكن  )P xدرجة . ة و غير منعدمة حدودية مختصر( )P xهي درجة الحد الذي له أآبر درجة   

)   نرمز لها بالرمز  )( )d P x  
  

   الحدودية المنعدمة ليست لها درجة:ملاحظة      
  2تعريف       

س الدرجة و آانت   تكون حدوديتان ،مختصرتان غير منعدمتين ، متساويتين إذا آانت لهما نف
  معاملات حدودها من نفس الدرجة متساوية مثنى مثنى

  

   حالات خاصة-3      
     
axتكتب على شكل آل حدودية من الدرجة الأولى تسمى حدانية و -* b+ 

b;*حيث a∈ ∈ 

2axكتب على شكل الحدودية من الدرجة الثانية تسمى ثلاثية الحدود و ت -* bx c+ + 
)حيث ) 2 *;b c a∈ ∈ 

 II- مجموع و جداء   
    1- أنشطة

) أحسب -        أ ) ( )P x Q x+ و ( ) ( )P x Q x− مع مقارنة      ( )d P Q+ و ( ) ( )d P d Q+  

              * ( ) 3 24 3 4 1P x x x x= + − +                       ( ) 5 33 3 6 3Q x x x x= − − −  

     *       ( ) 6 3 24 2 6 1P x x x x= − + − +                    ( ) 6 3 24 3 4 6Q x x x x= − − −  

) أحسب -      ب ) ( )P x Q x× مع مقارنة ( )d P Q×         و( ) ( )d P d Q×  

               *       ( ) 3 2P x x= − +                       ( ) 22 6 3Q x x x= − −  

         *       ( ) 23 4 1P x x x= − +                         ( ) 3 2 3Q x x x= − −  

   عمل –      ج 
                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 21 27 1 3 5 6Q x x x P x x x= + − − = − − +  

   خاصيات-2   
P هو حدودية يرمز لها بـQ و Pمجموع حدوديتين  -*        Q+  

) ملاحظة          ) ( ) ( )sup( ; )d P Q d P d Q+ ≤  

P هو حدودية يرمز لها بـQ و P فرق حدوديتين -*        Q−  
)ملاحظة           ) ( ) ( )sup( ; )d P Q d P d Q− ≤  

P هو حدودية يرمز لها بـQ و Pجداء حدوديتين  -*        Q×  
) ملاحظة         ) ( ) ( )d P Q d P d Q× = +  

  
III- القسمة على -  جدر حدودية a-x   

 جدر حدودية )1
  تعريف      
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)تكن ل       )P x حدودية    و αعددا حقيقيا   

) جدر للحدودية α العدد إن     نقول  )P x آانإذا ( ) 0P α =  

   أمثلة  
       ( ) 3 24 6P x x x x= + + −  

)تلك التي تمثل جدرا لـ .-3 و 2 و -1 و1   حدد من بين الأعداد التالية  )P x      

 a-xالقسمة على  )2
  أنشطة

)نعتبر     -أ ) 3 1P x x x= + +  

) أحسب -   )3P  

) حدد حدودية -   )Q x                حيث ( ) ( ) ( ) ( )3 3P x P x Q x− = −  

) نعتبر -ب ) 4 22 3 2P x x x x= − − −  

) حدد حدودية -     )Q x          حيث       ( ) ( ) ( ) ( )1 1P x P x Q x− = −  

) حدد حدودية -    )'Q x              حيث ( ) ( ) ( ) ( )2 2 'P x P x Q x− = −  

  خاصية   - أ
)لتكن     )P x حدودية درجتها n 1 حيثn   .  عدداحقيقيا α و ≤

)توجد حدودية وحيدة      )Q x 1 درجتهاn ) حيث− ) ( ) ( ) ( )P x x Q x Pα α= − +  

       ( )Q x خارج القسمة الاقليدية للحدودية ( )P xعلى x α−  

          ( )P α باقي القسمة الاقليدية للحدودية( )P xعلى x α−  

  تقنية لحساب الخارج و الباقي - ب
)لنحدد خارج و باقي القسمة الاقليدية لـ )P x3 علىx −  

)حيث ) 4 3 23 2 5 1P x x x x x= − + − − + 
  

                      3x −              4 3 23 2 5 1x x x x− + − − +   
3 23 7 22 71x x x− − − −                            4 33 9x x−     

                                                            3 27x x− −   

                                                         3 27 21x x−  

                                                222 5x x− −  

                                              222 66x x−  

                                           71 1x− +  

                                         71 213x −  

                                         212−  

) ملاحظة     )3 212P = −  

  
                 *  ( ) 5 22 3 2P x x x x= − − + − 

)دد خارج و باقي القسمة الاقليدية لـح                  )P x2 علىx −  

     a-x القسمة على  على قابلية  -   ج
         تعريف
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)     لتكن  )P x حدودية درجتها n 1 حيثn    عددا حقيقيا α و ≤

) إن     نقول  )P xتقبل القسمة على x α− وجدت حدودية إذا ( )Q x 1 درجتهاn −   

)حيث      ) ( ) ( )P x x Q xα= −  

) :   ملاحظة ) 0P α =  

)   نعتبر تمرين       ) 3 6P x x x= − −  

)      حدد حدودية  )Q x  حيث( ) ( ) ( )2P x x Q x= )نلاحظ أن                      − )2 0P =  

  
  نتيجة     

)   لتكن  )P x حدودية درجتها n 1 حيثn    عددا حقيقياα و ≤

)    نقول إن  )P xالقسمة على تقبل x α− إذا و فقط إذا آانα جدرا   للحدودية   ( )P x.  

  

3mنضع  -2        )أحسب    . = )3P −  

)استنتج تعميلا للحدودية              )P x        .  

  

) نعتبر تمرين    ) 3 22 5 4 3P x x x x= − − +  

)تأآد أن -1 )P x 3 تقبل القسمة علىx −  

)إنجاز القسمة الاقليدية حدد حدوديةب -2 )Q x حيث ( ) ( ) ( )3P x x Q x= − 

) جدرا للحدودية -1بين أن  -3 )Q x .  عمل( )Q x. 

)استنتج تعميلا للحدودية  )P x.  

)   تمرين     ) 3 22 3 3 2P x x x x= + − −  

)أحسب  -1 )2P ) و − )1P و( )3P  

)أنجز القسمة الاقليدية لـ -2 )P x 2 علىx + 

) جدرا غير منعدم لـαبين إذا آان  -3 )P x فان 
1
α

) جدر  لـ )P x .استنتج الجذور الثلاث.  

) تمرين    ) 3 22 11 6P x x mx x= + − −  

) حيث mحدد  -1 )P x2تقبل القسمة علىx −  
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  الجبر  

    مع تمارين وأمثلة محلولة الحدوديات  : 7مذكرة رقم   

  : ا��رسا�ھ�اف ا���رات ا�����ة ��  
  

  
  
  
  
  
  
  
I.:��  %���' "�ود�&  و %$�وي "�ود�
  :1:  �	�ل +أ�	(& و %)�ر�: %���' "�ود�& )1

)ا������ ) 3 21 1
2

2 3
P x x x x= − + −  
     ����  ��ود�

31

2
x
 .    3���� �� ا���ود�
 �� ا��ر�

22x−
 .2���� �� ا���ود�
 �� ا��ر�
  

x 
1.    1���� �� ا���ود�
 �� ا��ر�

3
− 
   0���� �� ا���ود�
 �� ا��ر�

31ا��� ا���� در�
 ھ�

2
x,  3ا���د  �������� در�
 ا���ود�
.   و 

0 3d P =  

� ! � :�2	�ل ��
 و "���# ��ود�
 �� ا��ر�
 ا�و�� "��� ��ا

:#�$ax b+ %��a ∗∈ℝ.  

2ا������:�3	�ل  2 5x x+ �)' "���ي ! � +� 
  .��x* (��ود�

)ا���ود�
::�4	�ل  ) 4 33 7 3P x x x x= + −   .4در��)' +

3  
ھ� ��'�#  0,  3ھ� ��'�# ا��� �� ا��ر�
  1.  4ھ� ��'�# ا��� �� ا��ر�
 
  .2ا��� �� ا��ر�

7-  
  .0ھ� ��'�# ا��� �� ا��ر�
 3,  1ھ� ��'�# ا��� �� ا��ر�

���/ !'دة ���ود�
 (-�� ا����ز:  ( )P xأو( )Q x أو( )R x أو( )S x 

........  

:
����� ا���ود� ( ) 2 3 44 3P x x x x x= − + + + .  



 ا���ود�)'�� ����( )P x  � !::#�$ 

( ) 4 3 24 3P x x x x x= − + + +   

��4ل إ�1' ر"�1'   ( )P x.
 "��' � �4ى ا��/ا���

و در��)' ان أ��� :��%  ت��د �� (�� ا���'(�� ا��'��
  ا��� ود�':  ��%1��

a ∈ℝ  

( ) 3 21 2
3

4 2
P x x x= + )و       − ) 22Q x x x x= − −   

( ) 25 4 5R x x x= + )و   − ) 2 45
2 7

3
M x x x x= + + −  

( ) 2 1
3N x x

x
= + )و     + ) 4O x )و    = ) ( ) 4 21 1E x a x x x= − + + +     

)ا��.اب :  )P xو.
��3dود� P )و �= )Q x   .
���8 (��ود�

)و )R x   .
  ���8 (��ود�

( )M x و   .
��4dود� P =�  

  
  

( )N x.
  ���8 (��ود�

( )O x و   .
��0dود� P =�  

( )E x   .
  ��ود�

1a:  1ا�/��& =  2d P 1:  2ا�/��&     �= 0a − ≠ 91��1a ≠   

4d P =�  
 "�'وي =>�ا.  ا���ود�
 ا�����1
 ھ9 ا���ود�
 ا��9 ���; ��'�:")': %)��+ )2

)أي  ) 0P x = #��x��ℝ.  

  ا���ود�
 ا�����1
 ���8 �)' در�
. �(/.ظ&:
3( :�� %$�وي "�ود�

����� ا���ود���� ا��'����� : ��2ط  :   

( ) 3 22 2 3P x x x x= − + )و   − ) ( ) ( ) ( )22 2 1 2 3Q x x x x x= − + − +  

)��د در�
 ا���ود����  .1 )P x و( )Q x  

  �'ذا ":�? ؟ .2
3d)  1ا��.اب 
(3 ا���2ط  : P =�  

   
�� "���� در�
 ا���ود���A( )Q x  Bوا����� �C1ا� ��) Aا  

( ) ( ) ( )( )2 3 2 22 2 1 2 3 2 4 2 3 2 3Q x x x x x x x x x x= − + − + = − + + − −  

( ) 3 22 2 3Q x x x x= − + −   D13و�d Q =�  

2 4"5�  ( 
  أ�E' أن ��'�:ت ا���ود �� �>* ا��ر�
 ���'و�

��4ل ان : ( )P x =( )Q x  

�>* ا��ر�
 و�6�7&:  '�(� 8���ن ��ود��'ن ���'و���� اذا و B4F اذا �'"  
 �'�.
  8 ��'�:ت ا���ود �� �>* ا��ر�
 ���'و�

����� ا���ود����:  ��%2��( )P x و( )Q x :%��)  

 ( ) ( ) 3 21 2 5 6P x a x ax x= − + + + 

)و ) ( )3 22 4 3 3Q x x x a x a= + + + +.  

 %��a G�'H� 94�4� ا���د ا�1!�د 
��I 94�4. ���1د�a ن��" %��)( )P x 

)و )Q x .����و'���  

  ا��.اب : 
1a 1اذن :  ≠ 0a − ≠  : D13و�d P =�  'E�1' أ�3و��d Q =�  

dإذن: Q�=d P�  

( )P x =( )Q x   : 91 أن��
1 1

2 4

3 5

3 6

a

a

a

a

− =
 =
 + =
 =

91��2a =  

����%3  ::
  أدرس "�'وي ا���ود���� 9F ا��'Aت ا��'��
1. ( ) ( )3 22 1P x x x x x= + − )و   + ) ( )2 3 2Q x x x x= − +  

2. ( ) ( )3
1P x x= )و   − ) 3 23 3 1Q x x x x= − − +  
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) 1ا��.اب :   

( ) ( )3 2 3 3 2 3 22 1 2 2 3 2P x x x x x x x x x x x x= + − + = + − + = − +  

( ) ( ) ( )2 3 23 2 3 2Q x x x x x x x P x= − + = − + =  

2 (3 23 3 1x x x= − + −( ) ( )3
1P x x= −  

)إذن: )P x≠ ( )Q x  
)��K ���'و�
  �1ن ��'�:ت ا��� �� ا��ر� )3 3≠−  

II. :��  :�9 و �8ب "�ود�
)أ��� ���Mع ا���ود���� :  �2�1ط )P x و( )Q x   :%��  

( ) 2 1P x x x= + )و+ ) 3 2 2Q x x x= − +  

)I NO'رن :   )0 0 0.......d P Q d P d Q+ +  

) ���1': ا��.اب : ) ( ) ( ) ( )2 3 2 31 2 3P x Q x x x x x x x+ = + + + − + = + +  

)اذن :   )0 0 0d P Q d P d Q+ ≤ +  

)���Mع ��ود����:�6�71&  )P x و( )Q x '(� /��� 
 ھ� ��ود�

/���')( ) ( )P x Q x+.  

 &�6�72 :����( )P x و( )Q x :'1��� .������1� ��K ����ود��   

( )0 0 0d P Q d P d Q+ ≤ + 
�'� 9F( ) ( )P x Q x+ .
���1� ��K 
 ��ود�

����� ا���ود���� ا��'����� :: ��%4��  

( ) 3 25 2 3 1P x x x x= − + )و   + ) 3 22 5 2 1Q x x x x= − + − −  

)��د : ) ( )P x Q x+   و( ) ( )P x Q x− 

3ا��.اب : 2 3 25 2 3 1 2 5 2 1x x x x x x− + + − + − − ( ) ( )P x Q x+ =  

3 23 3x x x+ + ( ) ( )P x Q x+ =   

( ) ( )3 2 3 25 2 3 1 2 5 2 1x x x x x x− + + − − + − − ( ) ( )P x Q x− =  

3 2 3 25 2 3 1 2 5 2 1x x x x x x− + + + − + + ( ) ( )P x Q x− =  

3 27 7 5 2x x x− + + ( ) ( )P x Q x− =  

)أ��� �Qاء ا���ود���� :  �2�2ط )P x و( )Q x  :%��  

 ( ) 2 1P x x x= + )و  + ) 3 2 2Q x x x= − +  

)I NO'رن :   )0 0 0.......d P Q d P d Q× +  

)���1': ا��.اب : ) ( ) ( ) ( )2 3 21 2P x Q x x x x x× = + + × − +  

    5 4 2 4 3 3 22 2 2x x x x x x x x= − + + − + + − +                                        

                                          5 2 2 2x x x= + + +   
)اذن :     ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0d P x Q x d P x d Q x× = +  

)�Qاء ��ود����:�6�73&  )P x و( )Q x  '(� /��� 
ھ� ��ود�

/���')( ) ( )P x Q x×.  

 &�6�74 :����( )P x و( )Q x :'1��� .������1� ��K ����ود��   

( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0d P x Q x d P x d Q x× = +  

III. 3)
xا��$�& ا>;(���& �/�ود�&  α− : 
����� ا���ود�
��2ط  :( )P x  :%��) ( ) 3 22 5 6P x x x x= − − +   

: �)أ�� )1P و( )2Pو( )3Pو( )2P − 

)ا��.اب : ) 3 21 1 2 1 5 1 6 1 5 6 02P = − × − × + = − − + = 

( ) 3 22 2 2 2 5 2 6 8 8 1 4 00 6P = − × − × + = − − −= ≠+ 

( ) 3 23 3 2 3 5 3 6 027 18 15 6P = − × − × + = − − + = 

( ) ( ) ( ) ( )3 2
2 2 2 2 5 2 6 8 8 010 6P = − − × − − × − + = − − + + =  

1��4ل  
)�Qر � ��ود� )P x ل 
 2-)و  3 ( �>* ا��Mاب ('���1

  :=ر "�ود�&:     )1
:+��(% ����( )P xو 
  !�دا ���α.'�4�4ود�

��4ل أنα 
)�Qر � ��ود� )P x :إذا �'ن ( ) 0P α =  .  

α���
)� أ�E' =>�ا � ��ود� )P x.  

����� ا���ود�
��2ط  :( )P x  :%��) ( ) 22 1P x x x= − −   

)�Qر � ��ود�
 1(��  أن  .1 )P x  

)"-�� أن :  .2 ) ( )( )1 2 1P x x x= − + 

)) 1ا��.اب : ) 21 2 1 01 1P = × − − )�Qر � ��ود�
 1اذن = )P x  

2 (( )( ) ( )21 2 1 2 2 1 2 1x x x x x x x x P x− + = × + − − = − − =  

)اذن  ) ( ) ( )1 2 1P x x x= − + 

��4ل ( )P x� ! 
1x"�4# ا���4 − 

2( 3)
x;�<(�& ا��$�&  α−:  
:+��(%����( )P x '(در�� 
��n %��1nود�   !�دا �α .'�4�4و ≤

( )P x� ! 
x"�4# ا���4 α− 
)إذا و��ت ��ود� )Q x  '(1در��n −  

:%��) ( ) ( ) ( )P x x Q xα= −  

:&�6�7 ����( )P x'(در�� 
��n %��1nود�   !�دا �α.'�4�4و  ≤

( )P x� ! 
x"�4# ا���4 α−  إذا �'ن B4F إذا وα
)�Qرا � ��ود� )P x.  

����� ا���ود�
�	�ل:( )P x  :%��) ( ) 3 23 2 6P x x x x= + − −  

)�Qر � ��ود�
 - 3(��  أن  .1 )P x  

2. 
)��د ��ود� )Q x :%��) ( ) ( ) ( )3P x x Q x= +   

)�ن  �Qر � ��ود�
: -3) 1ا��.اب : )3 0P − =  

)إذن) 2 )P x � ! 
3x"�4# ا���4 + 
), و �D1 "��� ��ود� )Q x :%��)   

( ) ( ) ( )3P x x Q x= + '1���( )P x  '(و 3در��.( ) 3R x x=    1در��)' +

)إذن  )Q x '(9 2در���'��') و( )Q x :#�$ � ! ���"  

 ( ) 2Q x ax bx c= + +   ( )0a ≠  

�/%��( )Q x:  

) ���1'::1ا�?���&  ) 3 23 2 6P x x x x= + − −  

 ( ) ( )( )23P x x ax bx c= + + +  

)��91 أن:  ) ( )3 2 23 2 6 3x x x x ax bx c+ − − = + + +  

( ) ( )3 23 3 3ax b a x c b x c= + + + + +  

3 2 23 3 3ax bx cx ax bx c= + + + + +  


 "�'وي ��ود���� ���1':�='U ���1a 3و  = 3b a+ و  =

3 2c b+ = 3و  − 6c = −  

1a ��91 أن: 0bو = 2cو  = = ) اذن: − ) 2 2Q x x= −.  

): 2ا�?���&  )( )23 2x x= + − 

( ) ( )2 3 2 3x x x= + − +( ) 3 23 2 6P x x x x= + − −   

    D1� و( ) 2 2Q x x= −   

  ا���ز ا��$�& ا>;(���& :3ا�?���& 
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3x +

2 2x −
 

3 23 2 6x x x+ − −
 

3 23x x− −

2 6x− −

2 6x +
 

0

2x + 

2 4 3x x− +

3 22 5 6x x x− − + 

3 22x x− − 

24 5 6x x− − + 

24 8x x+ 

3 6x + 

3 6x− − 

0 

��ا"A ا���ز ا��$�&   
  ا>;(���&:

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

����%5 : 
����� ا���ود�( )P x  :%��) ( ) 3 22 5 4 3P x x x x= − − +   

)(��  أن .1 )P x  � ! 
3x"�4# ا���4 −  

2. 
)��د ��ود� )Q x :%��) ( ) ( ) ( )3P x x Q x= − ×   

)�ن  �Qر � ��ود�
: 3) 1ا��.اب : ) 03P = D1و�( )P x  #�4" � ! 
ا���4

3x −  

2 ( 

 � ��ود���� IAا 
�M1/ ا���4( )P x� !3x − : �M1F  

( ) ( ) ( )23 2 1P x x x x= − × + −  

����%6 : 
����� ا���ود�( )P x  :%��) ( ) 22 3P x x x= + −   

)أن  (�� .1 )P x  � ! 
1x"�4# ا���4 −  

2. 
)!�# ا���ود� )P x  

  ا��.اب :

)�Qر � ��ود�
: �ن 1) 1 ) 01P = D1و�( )P x  � ! 
  −1x"�4# ا���4

2 (� 

 � ��ود���� IAا 
)M1/ ا���4 )P x� !1x − : �M1F  

( ) ( ) ( )1 2 3P x x x= − × +  
��M "���: � ��ود� D1و�( )P x  

����� ا���ود���� : ��%7��( )P xو( )Q x  :%��)

( ) 3 22 5 6P x x x x= − − +    

)و    ) 2 4 3Q x x x= − +.  

1.  

 � ��ود���� IAا 
)أ�M/ ا���4 )P x� !2x + .  

)و(�� أن .2 )Q x � ! 
3x"�4# ا���4 − .  

3. � :���" V�1�Wا
) ��ود� )P x .ا�و�� 
 إ�� �Qاء ��ود�'ت �� ا��ر�

  ) 1ا��.اب :
  
  
  
 

 
 
 
 
  
  
  
  

2 (3 
)�Qر � ��ود� )Q x:  ن�( ) 03Q = D1و�( )Q x  � ! 
"�4# ا���4

3x − 
)���1 "$� ا�$Cال) و:3 ) ( ) ( )22 4 3P x x x x= + × − +  

)    2و:��� "$� ا�$Cال )Q x  � ! 
3x"�4# ا���4 − 

 

 � ��ود���� IAا 
�M1/ ا���4( )Q x� !3x −   

 : �M1F( ) ( ) ( )3 1Q x x x= − × −   

:D1و�( ) ( ) ( ) ( )2 3 1P x x x x= + × − × −  

����%2 :
����� ا���ود�( )P x :9 � '�) 
Fا���� 

( ) 4 3 22 9 14 9 2P x x x x x= − + − +  

)��* �Qرا � ��ود�
 X4�"0 �� أن  .1 )P x.  

2. 8�)�Qرا � ��ود�
 α(�� أ�D إذا �' )P x ن'F1

α
ھ� أ�Q� 'Eر  


)� ��ود� )P x.  

)�Qر � ��ود�
 2(�� أن ا���د  .3 )P x.  

4.  

 � ��ود���� IAا 
�M'ز ا���4')( )P x� !2x )ا���ود�
, ��د  − )Q x  

:%�� ( ) ( ) ( )2P x x Q x= −  

1 اV�1�W أن: .5
0

2
Q
  = 
 

  

6.  
��ن: cو bو��aد ا�!�اد ا���4�4� %��) ( ) ( )21

2
Q x x ax bx c

 = − + + 
 

  

7. Wا
)�V�1 "���: � ��ود� )P x .ا�و�� 
  إ�� �Qاء ��ود�'ت �� ا��ر�

)) 1ا��.اب : )0 2 0P = ≠ D10و� 
)��* �Qرا � ��ود� )P x.  

2 ( α
)�Qر � ��ود� )P x 91��( ) 0P α =: 91��  

4 3 22 9 14 9 2 0α α α α− + − + =  

: ����1
P ؟

α
  = 
 

  

4 3 2
1 1 1 1 1

2 9 14 9 2P
α α α α α

         = − + − +         
         

  

  

4 3 2

1 1 1 1 1
2 9 1 4 9 2P

α α α α α
         = − + − +         
         

  

  
2 3 4

4 4 4 4 4

1 2 9 1 4 9
2P

α α α α
α α α α α α

   − −     = + + + +        
         

  

2 3 4

4

1 2 9 1 4 9 2
P

α α α α
α α

− + − +  = 
 

  

: '1��� D�4و(�' أ 3 22 9 14 9 2 0α α α α− + − + =  
F'ن :  

4

1 0
0P

α α
  = = 
 

   

 D1و�

α
 
)ھ� أ�Q� 'Eر � ��ود� )P x. 

3 (( ) 4 3 22 2 2 9 2 14 2 9 2 2 32 72 56 18 2P = × − × + × − × + = − + − +  

( ) 4 3 22 2 2 9 2 14 2 9 2 02 32 72 56 18 2P = × − × + × − × + = − + − + =  
)�Qر � ��ود�
 2و�D ا���د  )P x.  

4 ( 

 � ��ود���� IAا 
�M1/ ا���4( )P x� !2x −   

 : �M1F( ) ( ) ( )3 22 2 5 4 1P x x x x x= − × − + −  

� YWال W'(X أن )5�� '�)�Qر � ��ود�
 2و�� )P x الYال ا��Yا�� �.اذن ��

)�Eن 2
1

2
 
)ھ� أ�Q� 'Eر � ��ود� )P x : 91�� .1

0
2

P  = 
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   : 91��1
0

2
P  = 
 

: '1��� D�) و��% أ ) ( ) ( )2P x x Q x= −  

E�: 1ن 1
2 0

2 2
Q

   − × =   
   

1أي   
0

2
Q  = 
 

�1ن : 
2 0

2
 − ≠ 
 

  

6 ( 

 � ��ود���� IAا 
�M1/ ا���4( )Q x� !
1

2
x −  :�M1F  

( ) ( )21
2 4 2

2
Q x x x x = − − + 

 
2aأي:  4bو = = 2cو − =  

7 ����� (( ) ( ) ( )2P x x Q x= )و − ) ( )21
2 4 2

2
Q x x x x = − − + 

 

   

)اذن: ) ( ) ( )21
2 2 4 2

2
P x x x x x

 = − − − + 
 

  

: #���" 'E�أ �M�22 4 2x x− +  

 أن Z�:�)1  
Q�22ر � ��ود� 4 2x x− +   

 
22و(��4 4 2x x− +   � !( )1x −  �M�

)أن|: )( )22 4 2 1 2 2x x x x− + = − و('��'�9: −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 1 2 2 2 2 1 1

2 2
P x x x x x x x x x

   = − − − − = − − − −   
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 l(x)L(x)h(x)
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x:
1xl(x);23xL(x);3x2)x(h −=+=−=

a(l(x);L(x);)x(h
bax)x(f +=f.

b
a.

b(S(x)V(x):
)x(L)x(lS(x);)x(L)x(lS(x)V(x) ×=×==
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232
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n
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−
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   :an .n :nPd0 =
 :.

0.
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2(:

P(X)Q(X)
:

)X(QP(X) =

nQdPd 00 ==0011221n1nnn baetbaetbaet...etbaetba ===== −−

3(:
:

23xx5x2P(x);3-2x3xQ(x) 232 +−+−=+=
a(P(x);Q(x).

...Pd;...Qd 00 ==
b(P(x)Q(x)s(x) +=s(x).

.........................................s(x)
.........................................................P(x)Q(x)s(x)

=
=+=

                                           :)Qd,Pdsup()QP(d 000 ≤+
c(P(x)Q(x)p(x) ×=p(x).

                                                                                                     

.................................................................................p(x)

.................................................................................p(x)
.........................................................P(x)Q(x)p(x)

=
=

=×=

                                           :QdPd)QP(d 000 ×=×

:P(X)Q(X):
QdPd)QP(d 000 ×=×

)Qd,Pdsup()QP(d 000 ≤+

d(:
   :

23xx5x2x7    A(x);3-2xxB(x) 2342 +−+−=+=

23xx5x2x7P(x) 234 +−+−=
...........................................
...........................................
...........................................
...........................................
...........................................

..................)x(R =

3-2xx(x)B 2 +=

..................Q(x) =
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R(x)Q(x)B(x)A(x) +×=Qd)R(d0 00 ≤≤

:A(X)B(X)0B(X) ≠Q(x)etR(x):

R(x)Q(x)B(x)A(x) +×=Bd)R(d0 00 ≤≤

4(:

P(X)1Pd0 ≥  a0P(a) =
a0P(x) =.

a(: )(
::On considère les expressions algébriques suivantes

9
4)

3
1x()x(f;)1x(31)(x)x(f)x(g 22 −−=−−−+=

1(  )
3
1(f)1(f  )

3
1(g)1(g

2(    )x(f)x(gfg.
3()x(f)x(g
4(     0)x(f =)x(f
5()x(g
6(" ":

ah:"0)a(h =)x(hax −"
.

5(:

P(x)a:
P(x)a-x0P(a) =

:Q(x)etR(x)
:R(x)Q(x)a)-(xP(x) +×=   1)ax(d)R(d0 00 =−≤ p0)R(d0 =

R(x)xaR(x)Q(x)a)-(xP(x) +×=:
R(a)R(a)Q(a)a)-(aP(a) =+×=R(x)P(a)R(x) =

:P(a)Q(x)a)-(xP(x) +×= .

P(x)   a-xQ(x)a)-(xP(x) ×= :0P(a) =
0P(a) =Q(x)a)-(xP(x) ×= :0P(a) =

P(a)Q(x)a)-(xP(x) +×=:Q(x)a)-(xP(x) ×=:P(x)   a-x .
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 المعادلات و المتراجحات من الدرجة الاولى والثانية بمجهول واحد
  القدرات المنتظرة

 2 أو 1حل معادلات أو متراجحات  تؤول في حلها إلى معادلات أو متراجحات  من الدرجة   - *
  .بمجهول واحد

  .  ترييض وضعيات تتضمن مقادير متغيرة باستعمال تعابير أو معادلات أو متراجحات- *
اريف تع  ( I 

   أنشطة

 حل المعادلتن التاليتين   -1        
1 12 4 5 2 4 5
2 2

x x x K x x x∈ + = − ∈ + = −  

 حل المتراجحة       -2        
115 7 4
2

x x x∈ − ≤ +  

1  تعريف  
)أو المتراجحة( تكون مجموعة تسمى مجموعة حلول المعادلة )أو متراجحة(جميع حلول معادلة          

 ........ اوS'  أو S   نرمز لها بـ 

       

2  تعريف  
   نفس )أو للمتراجحتين( متكافئتان إذا آانت للمعادلتين  )أو متراجحين(         نقول ان معادلتين  

 .      مجموعة الحلول

 
II ( المعادلة التالفية   

  مفهوم معادلة تالفية - 1
ريف        تع  
0xآل معادلة يمكن آتابتها على شكل           ax b∈ +   . تالفيةمعادلة تسمى =

0a آان إذا بمجهول واحد الأولى   و تسمى معادلة من الدرجة  ≠ 

       

  معادلة تالفيةحل - 2
0xنحل المعادلة  ax b∈ + =  

0aإذا آان  b= S فان = =  
0aإذا آان  0b و = S فان ≠ = ∅  

0aإذا آان  0ax فان ≠ b+   تكافئ =
bx
a

=  أن      أي−
bS
a
− =  

 
  

)معادلة ال حل - 3 )( ) 0x ax b cx d∈ + + 0aحيث   = 0c و ≠ ≠ 

( )( ) 0ax b cx d+ + 0axتكافئ = b+ 0cx  أو = d+ =  

) مجموعة حلول المعادلة إذن )( ) 0x ax b cx d∈ + + مجموعة حلول المعادلة  هي اتحاد =

0x ax b∈ + 0x  و = cx d∈ + =  

)حل المعادلة : تمرين )( )2 1 3 5 0x x x∈ + − − =  

III (بمجهول واحد  المتراجحات التالفية  
 تعريف - 1
0x  آل متراجحة  يمكن آتابتها على شكل             ax b∈ + 0x   أو ≻ ax b∈ +     أو≥

    0x ax b∈ + 0x  أو ≤ ax b∈ ) حيث + ) 2,a b   .، تسمى متراجحة تالفية∋

0a    و تسمى متراجحة من الدرجة الأولى بمجهول واحد إذا آان  ≠  

 
 حل متراجحة تالفية بمجهول واحد - 2

ax إشارة الحدانية-أ b+  
0a إذا آان -* ax فان إشارة = b+ هي إشارة b  
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0a إذا آان -*  فان ≠
bax b a x
a

 + = + 
 

ax إشارةو بالتالي   b+  مرتبطة بإشارةa و 
bx
a

+  

0bx
a

  تكافئ +
bx
a

−  

0bx
a

+   تكافئ ≻
bx
a

−≺ 

ax        نلخص هذه الدراسة في جدول يسمى جدول إشارة    b+  

+∞                               
b
a

−                          −∞  
x  

a  ax       عكس إشارة a                 0ارة          إش b+  

  تمرين      
3:        حل المتراجحتين 4 0 ; 2 3 0x x x x∈ − + ≤ ∈ +   . بطريقتين مختلفتين≻

)حل المتراجحة  - 3 )( ) 0x ax b cx d∈ + + )   أو من نوع≥ )( ) 0x ax b cx d∈ + + 

)حل هذا النوع من المتراجحات يعتمد على دراسة إشارة  )( )ax b cx d+  آل  إشارة بتوظيف +

)من  )ax b+ و ( )cx d+  

  تمرين          
):        حل المتراجحتين )( ) ( )( )2 1 5 1 0 ; 2 1 3 1 0x x x x x x∈ − − − + ≥ ∈ + − + ≺  

IV ( الدرجة الثانية بمجهول واحدالمعادلات من   
        1-  تعريف

2 آل معادلة على الشكلسمي معادلة من الدرجة الثانية فين        0ax bx c+ +   c و b و a حيث =
  .  غير منعدمa أعداد حقيقية و       

   أمثلة-2   
   المعادلات           حل في 

          23 3 0x x− =   ،   2 5 0x − =  ،   22 1 0x + =   ،    2 6 7 0x x− − =      ،    2 2 3 0x x− + =  
   صفة عامة-3  

      (a 2 نعتبر المعادلة 0x ax bx c∈ + + 0a حيث= ≠  
    منx           لكل 

          لدينا 
2 2

2
2

4
2 4
b b acax bx c a x
a a

 − + + = + −  
   

  

          الكتابة 
2 2

2

4
2 4
b b aca x
a a

 − + −  
   

2axيسمى الشكل القانوني لثلاثية الحدود  bx c+ +   

            لنحل المعادلة 

                             2 0ax bx c+ +  تكافئ  =
2 2

2

4 0
2 4
b b acx
a a

− + − = 
 

  

2         من خلال هذا يتبين أن حل المعادلة يتوقف على إشارة العدد  4b ac− مميز  الذي يسمى  
2المعادلة        0ax bx c+ + 2 نكتب  ∆         نرمز  له بـ = 4b ac∆ = −  

∆0 آانإذا        *    فان ≻
2

2 0
2 4
bx
a a

∆ + − 
 

         و بالتالي المعادلة لا تقبل حلا في 

∆0اذا آان        *  0   فان=
2
bx
a

+   أي=
2
bx
a

= −       

2  فان      ∆0اذا آان  *        0ax bx c+ +  تكافئ  =
2

2 0
2 4
bx
a a

∆ + − = 
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0    تكافئ                                                           
2 2

b bx x
a a

  + ∆ − ∆
+ + =    

  
  

     تكافئ                                                             
2
bx
a

− + ∆
 أو =

2
bx
a

− − ∆
=  

  مبرهنة  
2       نعتبر المعادلة  0ax bx c+ + 0a حيث =   . مجوعة   حلولها في S و ≠

2عدد    ال 4b ac−   2يسمى مميز المعادلة أو ثلاثية الحدودax bx c+   ∆ نرمز له بـ +
∆0      إذا آان S  فان≻ = ∅  

∆0      إذا آان ان  ف=
2
bS
a

 = − 
 

      

;    فان∆0      إذا آان 
2 2
b bS
a a

 − + ∆ − − ∆ =  
  

  

  اصطلاح   

∆0     إذا آان    فان  =
2
bx
a

=  في هذه  الحالة نقول إن −
2
b
a

  لمعادلة  حل مزدوج  ل−

  .  لهما إشارتين مختلفتين فان للمعادلة حلينc و a      إذا آان  ملاحظة  
  تمرين   

   المعادلات      حل في

                       
( )
( )

2 2

2 2

31 3 1 0 5 4 2 0
2

1 2 2 0 4 3 1 0

x x x x

x x x x

− + + + = − + =

− + + = + − =
  

  تمرين   
9AB حيث A مثلث قائم الزاوية في ABC       نعتبر  4AC و =  D و E حدد موضع نقطتين =

  تنتميان 
]على التوالي لـ     ]AB و [ ]AC بحيث AD BE=و مساحة ADE تساوي مساحة الرباعي BCDE   

AD   اختيار المجهول  نضع BE x= =   
        

 هي ADE  مساحة 
( )9

2
x x−

  

 هي BCDE  مساحة الرباعي
( )94 9

2 2
x x−×

−  

     لدينا    
( ) ( )9 94 9

2 2 2
x x x x− −×

− =  

18.......2       ومنه    9 0x x− + =  
  b ( نتيجة  

2         نعتبر معادلة من شكل  2 ' 0ax b x c+ + 0a و = ≠  
)24     لدينا ' )b ac∆ = '2  نضع − 'b ac∆ = −  

  ∆' هي اشارة ∆     اشارة 
'      إذا آان 0∆ S  فان≻ = ∅  

'      إذا آان 0∆   فان=
'bS
a

 = − 
 

  

'      إذا آان    فان∆0
' ' ' '  ;b bS
a a

 − + ∆ − − ∆ =  
  

  

   يسمى المميز المختصر للمعادلة∆'     العدد 
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  تمرين     
26          حل  2 3 1 0x x x∈ − − =  

   تعميل ثلاثية الحدود-4  
)       نعتبر ثلاثية الحدود  ) 20 /a T x ax bx c≠ = + +  

   مميزها∆    ليكن 
∆0إذا آان   *  ) فان ≻ )T xلا تقبل جدرا و بالتالي ( )T x لا يمكن تعميلها في   

∆0إذا آان   *  ) فان = )T x لها جدر وحيد  
2
b
a
−

) وبالتالي  )
2

2
bT x a x
a

 = + 
 

  

) فان ∆0إذا آان    *  )T x 1  لها خدرين مختلفينx 2 وx  

)                   وبالتالي  ) ( )( )1 2T x a x x x x= − −  

  تمرين        

)       عمل                   ) 23 4 4P x x x= − −            ( ) ( )2 31 3 1
2

Q x x x= − + + +  

   معادلات تؤول في حلها الى معادلات من الدرجة الثانية-5  
4   حل       1مثال       27 12 0x x x∈ − + =  

2   حل    2مثال       7 4 0x x x∈ − − =  
)  نعتبر 3مثال       ) 3 22 3 1P x x x x= − − +  

               أحسب 
1
2

P  
 
 

  

)             حل المعادلة  ) 0P x =  

   6- مجموع و جداء جدري ثلاثية الحدود
2نعتبر      0x ax bx c∈ + + 0a حيث= ≠  

   2x و 1x و أن جذريها هما ∆0      لنفترض أن
   من x       لدينا لكل 

                     ( )( )2
1 2ax bx c a x x x x+ + = − −  

        ( )2
1 2 1 2ax a x x x ax x= − + +  

1      إذن     2 1 2;c bx x x x
a a

−
= + =  

  خاصية      
2دلة  آان للمعاإذا      0x ax bx c∈ + + 0a حيث=    فانهما يحققان العلاقتين  2x و 1x حلان ≠

                           1 2 1 2;c bx x x x
a a

−
= + =  

   تمرين  

24       تأآد أن  للمعادلة    7 5 0x x− +  ثم أحسب 2x و 1x جدران =
1 2

1 1
x x

   2x و 1x دون حساب+

IV-واحد المتراجحات من الدرجة الثانية بمجهول   
  درجة الثانية اشارة ثلاثية الحدود من ال- 1

)      نعتبر ثلاثية الحدود  ) 20 /a T x ax bx c≠ = + +  

   مميزها∆    ليكن 

)      الشكل القانوني  )
2

22 4
bT x a x
a a

 ∆  = + −    
  

∆0 آان إذا     2ax إشارة فان ≻ bx c+   a إشارة هي +
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∆0 آان إذا     2ax فان = bx c+  يكون منعدما من أجل +
2
bx
a
−

من x لكل a إشارة إشارتها و =

2
b
a
− −  

 
  

∆0 آان إذا     ) فان ≻ ) ( )( )1 2T x a x x x x= − 2ax جدري 2x  و 1x حيث − bx c+ +  

1    نفترض أن  2x x≺  
      

          
  
  
  
  
  

  خلاصة  
∆0 آان إذا     2ax إشارة فان ≻ bx c+   a إشارة هي +

∆0 آان إذا     2axإشارة فان = bx c+ من x لكل   a إشارة هي +
2
b
a
− −  

 
  

∆0 آان إذا     2ax جدري 2x و 1x و≻ bx c+ 1  حيث+ 2x x≺ فان   
       

  
  
  
   المتراجحات-2  
     المتراجحات حل في -   أ

                        
2 2

2 2

3 2 8 0 2 5 3 0

4 2 1 0 3 3 1 0

x x x x

x x x x

− − − + − ≤

− + − + − ≥

≺
  

   ب- متراجحات تؤول في حلها الى متراجحات من الدرجة الثانية
      مثال1

   المتراجحتين        حل في  
                        4 22 9 4 0x x− +  

             
( )2

2

1 2 2
0

2

x x

x x

− + +
≥

− −
 

       2مثال    
)          نعتبر      ) 3 26 13 4p x x x= − +  

) جدر للحدودية 2تأآد أن  -1 )p x  

)      حل في  -2 ) 0p x ≤ 

)        حل في  -3 ) ( )23 2p x x x≤ − 

  تمرين   
)        نعتبر   ) ( ) ( )3 23 2 3 2p x x a x a x a= − + + − + +  

) جدر للحدودية aبين أن  -1 )p x  

)حدد حدودية  -2 )Q x حيث ( ) ( ) ( )p x x a Q x= − 

2 إشارة أدرس -أ -3 3 2x x− + − 
)       حل في -ب -4 ) 0p x حيث ( ) 0Q a 
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اتــــــالنظم  
  
 ).التأليفة الخطية، التعويض، المحددة( باستعمال مختلف الطرق بمجهولين الأولى حل نظمات من الدرجة -*
 التمثيل المبياني لحلول متراجحات أو نظمات  متراجحات من الدرجة الأولى بمجهولين، واستعماله في -*

 .تجويه المستوى  وحل مسائل بسيطة  حول البرمجة الخطية
 

I-معادلات من الدرجة الأولى بمجهولين   
   أنشطة -1    

3 المعادلة 2        نعتبر في  2 1 0x y− + =  

)      هل الأزواج  ) و 2;1( )2;  و −1
10;
2

 
 
 

   حلول للمعادلة

       لنحدد جميع حلول المعادلة 
   مجموعة الحلولS      لتكن 

x     نضع  a= ومنه 
3 1

2
ay +

                        إذن =
3 1; /

2
aS a a + = ∈  

  
  

   تعريف -2   
0ax       آل معادلة على شكل  by c+ +     أعداد حقيقية معلومة هي معادلة من الدرجة c و b و a حيث =

0axالأولى  بمجهولين حل المعادلة      by c+ +    هو إيجاد جميع الأزواج التي تحققها=
   تمرين   

2 المعادلات      2    حل في  1 0x y+ − =            3 1 0 ; 2 4 0x y− = + =  
II –النظمات   

      1- أنشطة

 بين أن النظمة -        أ
2 3 1

4 5 2
x y
x y

− =
 + = −

 ين  تقبل حلا وحيدا بدون حساب المجهولين ثم حل النظمة بطريقت

  )التعويضية و التألفية الخطية( مختلفتين                

 بين أن النظمة -       ب
2 3 3
2 2

3

x y

x y

− =

−

+ = −

  لا تقبل حلا

   دراسة نظمة معادلتين من الدرجة الأولى بمجهولين-2   
   تعريف-أ       

) : بمجهولين آل نظمة من شكلالأولى   نسمي نظمة معادلتين من الدرجة  ) 2;
' ' '
ax by c

x y
a x b y c

+ =
∈  + =

  

  .  أعداد حقيقيةb' و a' و b و a حيث 

   دراسة عامة-ب    

 النظمة 2       لنحل في 
' ' '
ax by c
a x b y c

+ =
 + =

) حيث  ) ( ); 0;0a b ) و≠ ) ( )'; ' 0;0a b ≠   

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

' ' ' ' '
' ' ' ' '' ' '

' ' ' '
' ' ' '

b ax by b a x b y b c bcax by c
a a x b y a ax by ac a ca x b y c

ab ba x b c bc
ab a b y ac a c

 + − + = −+ = ⇔  + − + = −+ =  
 − = −⇔  − = −

  

' يتوقف على العدد و منه حل النظمة     'ab a b−  

'   العدد 'ab a b− يسمى محددة النظمة نرمز له ب 
' '
a b
a b

  

'إذا آان    *  ' 0ab a b−     فان  النظمة تقبل حلا وحيدا ≠
'
' '

b c bcx
ab ba

−
=

−
'     و  '

' '
ac a cy
ab a b

−
=

−
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'إذا آان   *   ' 0ab a b−   فان =
' ' 0

' ' ' ' ' 0
ax by c b c bc
a x b y c ac a c

+ = − = 
⇔ + = − = 

  

'  إذا آان -      ' 0ac a c− ' و = ' 0b c bc− ax  هي مجموعة حلول المعادلة   S فان = by c+ =  
'  إذا آان -    ' 0ac a c− 'و أ ≠ ' 0b c bc− S فان ≠ = ∅  

   خاصيةتعريف و         
)  حيث   أعداد حقيقيةb' و a' و b و a   نعتبر    ) ( ); 0;0a b ) و≠ ) ( )'; ' 0;0a b ≠  

'العدد *   'ab a b− يسمى محددة النظمة ( ) 2;
' ' '
ax by c

x y
a x b y c

+ =
∈  + =

نرمز له ب 
' '
a b
a b

   

'    نكتب    '
' '
a b

ab a b
a b

= −  

للنظمة     *   
' '
ax by c
a x b y c

+ =
 + =

'     حل وحيد إذا وفقط إذا   آان ' 0ab a b− ≠   

  :       في هذه الحالة تسمى النظمة نظمة آرامر و حل النظمة هو

                                                     
' ' ' '

;

c b a c
c b a c

x y= =
∆ ∆

   حيث 
' '
a b
a b

∆ =  

للنظمة    *    
' '
ax by c
a x b y c

+ =
 + =

'ما لانهاية من الحلول أو ليس لها حلا إذا وفقط إذا آان  ' 0ab a b− =  

0  إذا آان - : في هذه الحالة        
' '
a c
a c

0 و =
' '
c b
c b

axهي مجموعة حلول المعادلة  S فان = by c+ =  

0  إذا آان -                               
' '
a c
a c

0و أ ≠
' '
c b
c b

S فان ≠ = ∅  

  
  ن تمري   

              2حل في  -1   
2 3 2

3 3 3

x y

x y

 − =


+ =
    

2 2

2 1
2

x y

x y

 − =



− =


                    
2 2

33 3
2

x y

x y

+ = −


− − =

  

 النظمة m حل و ناقش وفق البارامتر -2   
4 2

2
mx y m
x my
+ = +

 + =
  

   نظمات تالفية أخرى-3  
   نظمة ثلاث معادلات بمجهولين-   أ

     2      حل في 

                
2 5 1 2 5 1

4 ; 2 4
3 5 3 4 2

x y x y
x y x y
x y x y

+ = − = 
 − = + = − 
 + = − = − 

    

     نظمة معادلات من الدرجة الأولى بعدة مجاهيل-  ب
            3      حل في 

        
2

2 3 2
; 2 1

2 1
2 2 5

x y z
x y z

x y z
x y z

x y z

+ + =
− + =  − + = + − =  − + =

    

  
  III-المتراجحات من الدرجة الأولى بمجهولين   

axإشارة  -1 by c+ +  
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  نقباها: خاصية   
  

)   آل مستقيم  )D 0 معادلتهax by c+ +    يحدد في المستوى=

)لايتضمنان  ( 2P و 1P   نصفي مستوى مفتوحين  )D(  

)   أحدهما هو مجموعة النقط  );M x y0 حيثax by c+ + ≺  

)   و الأخرهو مجموعة النقط );M x y0 حيثax by c+ +  

  

  ملاحظة    
ax   لتحديد إشارة  by c+ ) يكفي تحديدها من أجل زوج  + )0 0;x yإحداثيتي نقطة Aمن المستوى لا تنتمي  

) إلى    )Dنصف المستوى الذي يحتوي على  A و حافته ( )D هو مجموعة النقط ( );M x y التي تكون فيه  

axإشارة     by c+ 0  هي إشارة+ 0ax by c+ )و نصف المستوى الآخر هو مجموعة   النقط . + );M x y التي  

axن فيه إشارةآو      by c+ 0  هي عكس إشارة + 0ax by c+ +  
       أمثلة 

2 إشارة آل من 2     أدرس في 3 2x y− + 2  و − 1y −   
  تمرين     

  بيانيا   م2    حل في

               
2 0
3 2
x y
x y
+

 + ≤

≺
   و  

3 0
4 0

2 5 8 0

x y
x y
x y

+
 − +
 + +

≺
  

  البرمجة الخطية  -2
  تمرين   

   .3M و 2M و 1M بواسطة مواد أولية B و A      يصنع صانع منتوجين 
   .3M  آيلو من3 و2M آيلو من3 و 1M آيلو من A :1يتطلب صنع وحدة من المنتوج
   .3M و آيلو واحد من2M آيلو من2 و 1M آيلو من B :2يتطلب صنع وحدة من المنتوج 

  .3Mيلو من  آ27 و2M آيلو من30 و 1M آيلو من 2 0المواد المتوفرة في اليوم الواحد هو 
 20 يحقق ربحا قدره B درهما و بيع وحدة من نوع 40 يحقق ربحا قدره Aإذا علمت أن بيع وحدة من نوع 

   اللذانيحققان أآبر ربح؟Bج  و عدد وحدات  منتوAفما هو عدد وحدات  منتوج   .درهما
  B عدد وحدات  منتوج y وA عدد وحدات  منتوج xلتكن 
) يتطلب B وAلإنتاج  )2x y Kg+ 1 منM2 حيث 20x y+ )  و ≻ )3 2x y Kg+2 منMحيث   

3 2 30x y+ )  و ≻ )3x y Kg+ 3 منM3 حيث 27x y+ ≺  

) الزوج  );x y الذي يمثل إنتاج ينتمي إلى مجموعة حلول   

                                       

0
0

2 20 0
3 2 30 0
3 27 0

x
y

x y
x y
x y

≥
 ≥ + −
 + −

+ −

≺
≺
≺

  

40الربح هو  20x y+  
)   نعتبر  )0 : 40 20 0x y∆ + )   و= ) : 40 20b x y b∆ +    عدد y وA وحدة من منتوج x ربح عند إنتاجb حيث =

) و حيث Bوحدة من  منتوج    )b∆ يحتوي على الأقل على نقطة من الجزء الملون   

   b    3 تأخذ أآبر قيمة عند زوج إحداثيتي تقاطع المستقيمين ذا المعادلتين 2 30 ; 3 27x y x y+ = + =  
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( ) ( )
3 2 30

; 8;3
3 27
x y

x y
x y
+ =

⇔ = + =
  

40  الربح القصوي هو  8 20 3 380DH× + × =  
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�ك 
��� و��������  ���ى ا���ع  �  

  
  مع تمارين وأمثلة محلولة  درس: المعادلات و المتراجحات و النظمات : 8مذكرة رقم  

  !�  : ا�&رسا�ھ&اف ا�'&رات ا���#�ة 
  

  
  
  
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

I. ��+�  )ا���5د3ت �! ا�&ر�2 ا�و�1 ��0/�ل وا-& (�
67�5�: ����aوb �����	 �
�د�.  

��0ax ا������ ���د��  b+ ��� ���د�� �� ا��ر�� ا�و��  =�
�  ھ! ا��#"!ل. x$�#"!ل وا	�, 	�

: 2�	�  ا����د,ت ا�*���� :    ℝ	� )' أ
1 (2 22 0x− + =     2 (( )3 2 5 6 1x x+ = −    

3 (4( 2) 6 2( 4)x x x− = − +   4(9 ² 16 0x − =      

5  (
2

( 7)( 3)
0

9

x x

x

− + =
−

     

2)  1:ا���20 22 0x− + =         '-�
2 22 22 22x− + − = −                 
                                  '-�
2 22x− = −                 
                                  '-�
1 1

2 22
2 2

x
   − × = − ×   − −   

                 

     '-�
11x }و�-.:   = }11S � 	�!ل ا����د��    =!�#� ����  و

2 (( )3 2 5 6 1x x+ = −  ��57    6 15 6 1x x+ = −  
��57     6 6 1 15x x− = − −  ��57    0 16x = −��57    0 16= −  

Sوھ1ا �0/����   و�-. : = ∅  
3 (4( 2) 6 2( 4)x x x− = − +   ��57    4 8 6 2 8x x x− = − −  

��57    4 4 8 8 0x x− + − =  ��57    0 0=  
Sو�-. :�� �د 	���' ھ! 	� �"1ه ا����د�� و$��*��'    : = ℝ  

  )أ���-� ���د�� �� ا��ر�� ا���3�4 4
 ��
9: (ا�*����)  1ط/ ² 16 0x − =  ��57   ( )3 ² 4² 0x − =   

��57   ( ) ( )3 4 3 4 0x x− + = ��57   3 4 0x + 3أو  = 4 0x − =  

��57   3 4x = 3أو  − 4x = ��57   
4

3
x

أو  =−
4

3
x =  

4و�-. :  4
,

3 3
S

 = − 
 

    

 ��
2:9ط/ ² 16 0x − =  ��57   9 ² 16x = ��57   
16

²
9

x =   

��57   16

9
x 16أ,و  =

9
x =��57   4

3
x 4أ,و  =

3
x = −  

5  (
2

( 7)( 3)
0

9

x x

x

− + =
−

  ھ-�ك �/	�*�� ��9 ��4 ھ1ه ا����د,ت    


; ا����د�� :1ا��/	��/�� �  93�د أو, �#�!
  '-�
2ا����د�� �"� ��-�  9 0x − ≠  

2 9 0x − = ��57   2 3² 0x − =��57   ( )( )3 3 0x x− + =  

��57   3 0x + 3أو  = 0x − =��57   3x = 3xأو  − =  
}و�-.:  }3,3ED = − −ℝ    

:ا��9 ا�>��' �����د��  :2ا��/	��
2

( 7)( 3)
0

9

x x

x

− + =
−

  ��57   

( 7)( 3) 0x x− + = ��57 7 0x − 3أو = 0x + =  
��57   

ED7x = أو∋
ED 3x = − }و�-. :  ∌ }7S =    

  ا����د,ت ا�*���� :    ℝ	� )' :  1 ر�ن��

1 (( )2 101 2 5
4

2 10 5

xx x ++ −+ = +   

2   (3 7 0x x− =   
3  ((5x – 7)2 – (5x – 7) (2x + 3) = 0  
4  (

2

( 1)( 2)
0

16

x x

x

− + =
−

     

5 (1 5

2 2

x x

x x

+ −=
+ −

 

)) 1ا���اب: )2 101 2 5
4

2 10 5

xx x ++ −+ =   ت  )( 3!	� ا������ +

��57   5 5 40 2 5 4 40

10 10 10 10

x x x+ − ++ = +  

��57   5 5 40 2 5 4 40

10 10

x x x+ + − + +=  

��57   5 5 40 2 5 4 40x x x+ + = − + +��57   10x− = −  

��57   10x }و�-.:     = }10S =    

2   (3 7 0x x− =  ��57   ( )2 7 0x x −   (ا�*����)  =

��57   0x 2أو  = 7 0x − = ��57   0x 2أو  = 7x =  

��57   0x 7xأو  = 7xأو = = }و�-.:   − }7,0, 7S = −    

3  ((5x – 7)2 – (5x – 7) (2x + 3) = 0  
��57   ( ) ( ) ( )5 7 5 7 2 3 0x x x− − − + =    

��57   ( )( )5 7 3 10 0x x− − =  ��575 7 0x − 3أو  = 10 0x − =    
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��57

7

5
x أو  =

10

3
x 7و�-.:   = 10

,
5 3

S  =  
 

    

4  (
2

( 1)( 2)
0

16

x x

x

− + =
−

     

  ھ-�ك �/	�*�� ��9 ��4 ھ1ه ا����د,ت 

; ا����د�� :1ا��/	��/�� �  93�د أو, �#�!

  '-�
2ا����د�� �"� ��-�  16 0x − ≠  
2 16 0x − = ��57   2 4² 0x − =��57   ( )( )4 4 0x x− + =  

��57   4 0x + 4أو  = 0x − =��57   4x = 4xأو  − =  
}و�-.:  }4,4ED = − −ℝ    

  ا��9 ا�>��' �����د��  :2ا��/	��

2

( 1)( 2)
0

16

x x

x

− + =
−

  ��57   ( 1)( 2) 0x x− + = ��57 1 0x − أو =

2 0x + =  
��57   

ED1x = أو∋
ED 2x = − }و�-. :  ∋ }2,1S = −    

5  (1 5

2 2

x x

x x

+ −=
+ −

     

  ھ-�ك �/	�*�� ��9 ��4 ھ1ه ا����د,ت 

; ا����د�� :1ا��/	��/�� �  93�د أو, �#�!

  '-�
2ا����د�� �"� ��-�  0x − 2و  ≠ 0x + ≠    
  '-�
2x 2xو  ≠ ≠ −    
}و�-.:  }2,2ED = − −ℝ    

1:ا��9 ا�>��' �����د��  :2ا��/	�� 5

2 2

x x

x x

+ −=
+ −

  ��57   

( 1)( 2) ( 5)( 2)x x x x+ − = − +  
��57   ² 2 2 ² 5 2 10x x x x x x− + − = − + −  
��57   3 10 2x x− + = − + ��57   2 8x = −��57  

ED 4x = − ∈  

}و�-. :   }4S = −    

II.:(��+�  ا���ا�;�ت �! ا�&ر�2 ا�و�1 ��0/�ل وا-& (�
1. :67�5� ����aوb �����	 �
�د�  ���� �*/ا��9 

0axا���� b+ 0axأو ≤ b+ 0axأو ≺ b+ ≤ 
0axأو b+ ��� �*/ا��9 �� ا��ر�� ا�و�� $�#"!ل  ≻�

 �  ھ! ا��#"!ل.xوا	� 	�
ax&ا��2إ>�رة ا�; .2 b+:  

:���  ��@? ا��&و��! <� ا��&ول ا�
  
  
  

�2-9�د إ<�رة  :1�	�ل  1x +           
2 1 0x + = @(��
1

2
x = −  

2aو $�� أن  0aو= �2�ول إ<�رة ≺ 1x   :'ھ! ���*�� +
  

−�2x-9�د إ<�رة  :2�	�ل  +                       
2 0x− + = @(��
2x =  

1aو $�� أن: = 0aو − −2x)�ن ��ول إ<�رة ≻   :'ھ! ���*�� +
  
 
 

3�	�ل : '( �	ℝ : ����*3 ا��*/ا��9 ا� 6 0x + ≥  
3 6 0x + = @(��
2x = −  

3و $�� أن: 6 0x + 0aو ≤   :')�ن ��ول اB<�رة ھ! ���*�� <
  

]و �-. )�ن : [2;S = − +∞   
و�� ا��داد ا�
����� ا��را�
�ت ا������:  :  2 ��ر�ن�
ل ��  

1   (2 12 0x− + >           2  (5 15 0x − ≤               
3   (24 9 0x − ≥             4(( )( )1 2 4 0x x− + >                  

5  (
5 2

0
1 3

x

x

− ≥
+

               6  (( )( )2 1 5 10
0

2 6

x x

x

+ −
≤

−
     

2) 1ا���20 : 12 0x− + >  
  2 12 0x− + = @(��
6x =  

2و $�� أن: a− 0aو =  :')�ن ��ول اB<�رة ھ! ���*�� >
+∞         6          −∞             x  

 −           0                +                                   2 12x− +  

[و �-. )�ن : [;6S = −∞   

2  (5 15 0x − ≤  
 5 15 0x − = @(��
3x =  

5و $�� أن: a= 0وa   :'�ن ��ول اB<�رة ھ! ���*��) <
+∞         3          −∞             x  

       +     0        −                                           5 15 0x − =  

و �-. )�ن :
 ] [;3S = −∞   

3  (24 9 0x − ≥  
 24 9 0x − = ��57   ( )2

2 3² 0x − =��57   ( )( )2 3 2 3 0x x− + =  

��57   2 3 0x + 2أو  = 3 0x − =��57   
3

2
x

3أو  =−

2
x =  

: 2'7�Aا����ا� �� ���ax)' ��ول C�3' إ<�رة ��  b+  Dث
  اF*-*G إ<�رة

 .����Jا
�ي ����D ا�*' 
-��م )�"� ��  K��/� L� رج�Nا�#�اء أو ا�  

+∞         3

2
            3

2
−          −∞                         x  

    +          +     0        −  2 3x +  
   +        0     −         −  2 3x −  
   +         0    −     0        +               ( )( )2 3 2 3x x− +  

3و �-. )�ن : 3
; ;

2 2
S    = −∞ − ∪ +∞      

  

4  (( ) ( )1 2 4 0x x− + >  

 ( ) ( )1 2 4 0x x− + = ��57   2 4 0x + 1أو  = 0x− =��57   

2x = 1xأو  − =  
+∞         1             2−          −∞                                    x  
    +          +      0          −  2 4x +  
     −       0     +      +     1 x−  
   −         0    +     0        −               ( )( )1 2 4x x− +  

[و �-. )�ن : [2;1S = −   

5  (5 2
0

1 3

x

x

− ≥
+


; ا��*/ا��9 :1ا��/	��   /�� �  93�د أو, �#�!

  '-�
1ا��*/ا��9 �"� ��-�  3 0x+ ≠ ��57   1

3
x ≠ −  

1و�-.: 

3ID
 = − − 
 

ℝ
    

  ا��9 ا�>��' ���*/ا��9  :2ا��/	��

+∞         b

a
−          −∞             x  

�P إ<�رة   a     0إ<�رة a                                   ax b+  

+∞         1

2
−          −∞          x  

 +           0                −                                   2 1x +  

+∞         2          −∞             x  
 +           0                −              2x− +  

+∞         2−          −∞             x  
 +           0                −                                   3 6x +  
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   5 2 0x − = ��57      2

5
x =   

 1 3 0x+ = ��57   1

3
x = −  

  
  

+∞         2

5
             1

3
−          −∞                                    x  

    +          +      0          −  1 3x+  
      +      0     −            −     5 2x −  

   +         0    −                           +  5 2

1 3

x

x

−
+

  

1و �-. )�ن : 2
; ;

3 5
S    = −∞ − ∪ +∞      

   

6  (( )( )2 1 5 10
0

2 6

x x

x

+ −
≤

−
     


; ا��*/ا��9 :1ا��/	�� /�� �  93�د أو, �#�!
  '-�
2ا��*/ا��9 �"� ��-�  6 0x − ≠ ��57   3x ≠  

}و�-.:  }3ID = −ℝ    

  ��' ���*/ا��9 ا��9 ا�> :2ا��/	��
 5 10 0x − = ��57    ��57   2x =   
 2 1 0x + = ��57   1

2
x = −  

+∞      3            2           1

2
−   −∞                     x  

   +       +   +      0      −     2 1x +  
+  +0 −     −         5 10x −  

     +    0   −      
                       

−  −  2 6x −  

+         −  0   +    0      −  ( )( )2 1 5 10

2 6

x x

x

+ −
−

  

]و �-. )�ن : [1
; 2;3

2
S

 = −∞ − ∪  
   

III. :&-2 ��0/�ل وا���	ا�&ر�2 ا� !�  ا���5د3ت 
2ا����د�� �67�5: .1 0ax bx c+ + = ��	x !"#اد ھ! ا���ل أ

��!��� �����	( )0a ��� ���د�� �� ا��ر�� ا���3�4 $�#"!ل  ≠�

  وا	�.
23	� �����د�� -1ا���د  :1�	�ل  5 2 0x x+ + =  
)�ن: ) ( )2

3 1 5 1 2 0− + − + =  

)	� �����د�� 3ا���د :2�	�ل  )2 1 3 3 0x x+ − − =  

)�ن: ) ( )2

3 1 3 3 3 3 3 3 3 0+ − − = + − − =  

: 2#-B��د 	���'    ��0x �
2
Q�9 ا��*��و 0ax bx c+ + = 

2ھ! 	� �����د�� 0ax bx c+ + ��� �1ر  =
و 
�
9��2ax�ود bx c+ +.  

ا���D ا�'����� �	2�CB ا�;&ود .2
2ax bx c+ +.  

:2�E�Fa وb وc , و�����	اد �  �0/ �-��م.aثRث� أ

���x ��ℝ :�-
�� 
22 2

2
2

4

2 4

b b ac
ax bx c a x

a a

   −
 + + = + −    

  

ا��*�$�
22 2

2

4

2 4

b b ac
a x

a a

   −
 + −    

��� ا���� ا���R4� '3!3ث��  �

2axا�9�ود bx c+ +.  

�	�ل :    �
)S*�3/ ا�9�ود ) 22 5 2P x x x= + + .  

�-
��( )
2

5 9
2

4 16
P x x

  = + −     

و $��*��' 
2

5 9
2

4 16
x

  + −     

ھ! ا����  

22ا���R4� '3!3ث�� ا�9�ود 5 2x x+ +.   
��5د�2 �! ا�&ر�2 ا�	���2 ��0/�ل وا-&:)3 D-  

)�*�� ثRث�� ا�9�ود�67�5: ) 2P x ax bx c= + +.   

2ا���د ا����9' 4b ac−  ا����د�� J��� ث�� ا�9�ود أوRث J��� ���

2 0ax bx c+ + =J�/��$ .� J�/3 و∆.  

)S*�3/ ا����د��  �-9�J��� K ا����د�� �	�ل: )E  

 :�-
��3a 5bو= = 7cو  − 2$�� أن:= 4b ac∆ = −  
))�ن: )2

5 4 7 3 25 84 59∆ = − − × × = − = −  

 : 2#-B�     J�/أ: د�*�  ∆ا�/�
delta.  
  ا���� ا���R4� '3!3ث�� ا�9�ود::  7���3! 

��22 ا�9�ود :  �-9�د ا���� ا���R4� '3!3ث 6 15x x+ +    
   :�-
�� 

2
2 3 21

2 6 15 2
2 4

x x x
 − + + = + −     

  

                 2
3 21

2
2 4

x
  = + +     

  

2�E�F: ا����د�� /S*�3( ) 20 0a ax bx c≠ + +   ���Jھ�. ∆و ����=

  .ℝا����د�� ��P �"� 	� )'<�ن  ≻∆0إذا +�ن �
:����د�� �� �S	R و���ا ھ!ا<�ن  =∆0إذا +�ن �

2

b

a
−  

 )�ن ا����د�� �� �S	��� �N*�>�� ھ��≺∆0 إذا +�ن �

: 
2

b

a

− − ∆
و 

2

b

a

− + ∆
  

 �!�#�� J�/3J�/��$ ل ا����د��!�	S.  
23ا����د��:1�	�ل 2 0x x+ + = '( R	 �"� P��ℝ 
)�ن )1 4 3 2 23 0∆= − × × =− ∆≺  �"�!�	 �Sيو $��*��' �#�! φ=.  

2ا����د��:2�	�ل  10 25 0x x− + �"� 	� و	��  =
)�ن )210 4 25 0 0∆= − × = ∆=.  

5	� ھ1ه ا����د�� ھ!:
2

b

a
− }و $��*��' �#�!� 	�!�"� ھ' = }5S =.  

S*�32/ ا����د��:3�	�ل  3 2 0x x− + =  �-
��9 4 2 1∆ = − × = 
 )�ن ھ1ه ا����د�� ���S 	��� ھ��: ≺∆0$�� أن

 
1

3 1
1

2
x

−= و=
2

3 1
2

2
x

+= }و �-. = }1;2S =.  

  ا����د,ت ا�*���� : ℝ	� )'  :  4 ��ر�ن
1(26 7 5 0x x− − =            2(   22 2 2 1 0x x− + =      

3(23 2 0x x+ + =             4   (0384 2 =+− xx  
5(2 4 2 0x x− + =            6  (2 5 7 0x x+ + =          

7(0642 2 =+− xx            8( 2 4 21 0x x− − =      

9(0363 2 =+− xx    
26)1:ا���20 7 5 0x x− − =     6a 7bو   = = 5cو  − = − 

( ) ( ) ( )2 22 4 7 4 6 5 49 120 169 13 0b ac∆ = − = − − × × − = + = = >  

∆0$�� أن   )�ن ھ1ه ا����د�� ���S 	��� ھ��:  ≺

1 2

b
x

a

− + و   =∆
2 2

b
x

a

− − ∆=
��( )
1

7 169 7 13 20 5

2 6 12 12 3
x

− − + += = = =
×

   

2

7 13 6 1

12 12 2
x

−= = = 5و�-.:         − 1
,

3 2
S  = − 
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  2(22 2 2 1 0x x− + =     2a 2و   = 2b = 1cو  − = 

( )2
2 4 2 2 4 2 1 8 8 0b ac∆= − = − − × × = − =  

∆0$�� أن =  �S��  -B و��&ا ھ�:)�ن ھ1ه ا����د�� 
( )2 2 2

2 2 2 2

b
x

a

− −−= = =
×

2و�-.:    

2
S

  =  
  

    

3(23 2 0x x+ + =     3a 1bو   = 2cو  = = 

( )22 4 1 4 3 2 1 24 23 0b ac∆ = − = − × × = − = − <  

∆0$�� أن Sو�-.:  ℝا����د�� ��P �"� 	� )'<�ن  ≻ = ∅   
4   (0384 2 =+− xx     4a 8bو   = = 3cو  − = 

( ) ( ) ( )2 22 4 8 4 3 4 84 8 16 4 0b ac∆ = − = − − × × = − = = >  

∆0$�� أن   )�ن ھ1ه ا����د�� ���S 	��� ھ��:  ≺
( )

1

8 16

2 4
x

− − +
=

×
)و    )

2

8 16

2 4
x

− − −
=

×
  

1

8 4 12 3

8 8 2
x

+= = و    =
2

8 4 4 1

8 8 2
x

−= = 3و�-.: = 1
,

2 2
S  =  

 
    

5(2 4 2 0x x− + = 1a 4bو   = = 2cو  − = 

( ) ( )22 4 4 4 2 1 16 8 8 0b ac∆= − = − − × × = − = >  

∆0$�� أن   )�ن ھ1ه ا����د�� ���S 	��� ھ��:  ≺
( )

1

4 8

2 1
x

− − +
=

×
)و    )

2

4 8

2 1
x

− − −
=

×
)و�-.:  )

1

2 2 24 2 2
2 2

2 2
x

++= = = +   

 ( )
2

2 2 24 2 2
2 2

2 2
x

−−= = = }و�-.:   − }2 2,2 2S = − +    

6  (2 5 7 0x x+ + =      1a 5bو   = 7cو  = = 
2 24 5 4 1 7 25 28 3 0b ac∆= − = − × × = − =− <  

∆0$�� أن Sو�-.:  D- �/� H�� 2�ℝ <�<�ن ا���5د ≻ = ∅    
7(0642 2 =+− xx      2a 4bو   = = 6cو  − = 

( )22 4 4 4 2 6 16 48 32 0b ac∆= − = − − × × = − =− <  

∆0$�� أن ≺ �> D- �/� H�� 2ن ا���5د��>ℝ  :.-و�S = ∅    
 8(    2 4 21 0x x− − =    1a 4bو   = = 21cو  − = −  

( ) ( ) ( )2 22 4 4 4 1 21 16 84 100 10 0b ac∆= − = − − × × − = + = = >  

∆0$�� أن   )�ن ھ1ه ا����د�� ���S 	��� ھ��:  ≺
( )

1

4 100

2 1
x

− − +
=

×
) و   )

2

4 100

2 1
x

− − −
=

×
  

1

4 10 14
7

2 2
x

+= =  و =
2

4 10 6
3

2 2
x

− −= = = }و�-.:   − }3,7S = −     

9(0363 2 =+− xx   3a 6bو   = = 3cو  − =  

( )22 4 6 4 3 3 36 36 0b ac∆= − = − − × × = − =  

∆0$�� أن = �S��	��ا �Jدو�� ھ! : 	R و )�ن ھ1ه ا����د�� 

2

b
x

a

−='-�
( )6 6
1

2 3 6
x

− −
= = =

×
}و�-.:     }1S =    

����ع و ��اء -�� ��5د�2 �! ا�&ر�2 ا�	���2:)4  
S*�32/ ا����د�����ط: 0ax bx c+ + = ��	( )0a ∆0و≠ >   

	�' ا����د�� $�� أن:  2xو 1xو 
1 2

b
x x

a
+ = و−

1 2

c
x x

a
× =   

:2�E�F  إذا ��ن �����د��( ) 20 0a ax bx c≠ + + و  1x	Rن=

2x��*

���9ن ا��*��و ��"3U(
1 2

b
x x

a
+ = و −

1 2

c
x x

a
× =.  

)S*�3/ ا����د�� : ���ل ) 220015 2016 1 0E x x− + =   

)	� �����د��  1$�� أن ا���د  )E.'3�4د ا��9 ا��	 Dث  

) )' ا����د�� 1ب  �3x!ض ا��!$�:  )E: �#-(  

 22015 1 2016 1 1 2016 2016 0× − × + = − )	� ل  1و�-.  = )E  

 : �-
�� ��$���K ا���X�N ا�	
1 2

1

2015
x x× =  �-
1و�� 1x =  

اذن : 
2

1
1

2015
x× =  '-�


2

1

2015
x =  

S*�3 22/ ا����د�� ::   5 �ر�ن� 2 2 0x x− + + =    :( )E  

) $�� أن ا����د�� .1 )E ��<�*N� ���	 �S�� α  وβ  ون�$

��"$��	  
2. '�
 �� D�Y F*-*Gا:α β+ و α β× 1و 1

α β
2 و + 2α β+  

βو   α
α β

3و    + 3α β+  

22)1ا��!$�:  2 2 0x x− + + 2aاذن: = = 2bو   − و  =

2c =  

( ) ( )
2

2 4 2 4 2 2 2 16 18 0b ac∆= − = − × × − = + = >  

∆0$�� أن ≻  : ���	 �S��  βو α)�ن ھ1ه ا����د�� 
2( : �-
�� ��X�Z K�	b

a
α β+ = cو−

a
α β× =   

2و�-. :  2

2 2
α β+ = − =

−
2و      

1
2

α β× = = −
−

   

2
1 1 22

1 2

β α
α β αβ

++ = = = −
−

  


-� : و�� ( )2 2 22α β α αβ β+ = + +  '-�


( )2 2 22α β αβ α β+ − = +  

 '-�
( )
2

2 2 2
2 1

2
α β

 
+ = − −  

 

   '-�
2 2 1 5
2

2 2
α β+ = + =  

: �-
 و��
2 2β α β α

α β αβ
++  اذن :  =

5
52

1 2

β α
α β

+ = = −
−

  

) : وD��3 أن  )3 3 2 2 33 3α β α α β αβ β+ = + + +   

 '-�
( )33 3 2 23 3α β α β α β αβ+ = + − −  

 '-�
( ) ( )33 3 3α β α β αβ α β+ = + − +  

)اذن :  )
3

3 3 2 2
3 1

2 2
α β

   
+ = − −      

   

  

'-�

3

3 3
3

2 3 2 2 2 3 2 2 2 12 2 14 2 7 2

2 2 8 2 8 8 4
α β ++ = + = + = = =  

IV. 2 ا�;&ود�CBC و إ>�رة D��5�
2ax bx c+ +:  

�2�CBC D��5 ا�;&ود .1
2ax bx c+ +:  

:2�E�Fث�� ا�9�ودRث /S*�32ax bx c+   ���Jھ�. ∆و ���� +
∆0: إذا ��ن .1 2)�ن ا����د��≺ 0ax bx c+ + =  ���	 �S��

��<�*N�1x 2وx :�-
) و �� ) ( )2
1 2ax bx c a x x x x+ + = − −  

∆0إذا ��ن:  .2  )�ن:=
2

2

2

b
ax bx c a x

a
 + + = + 
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∆0 إذا ��ن: .3   2ax)�ن:  ≻ bx c+ �����"� إ�� + ���
 ,
  	�ود
*�� �� ا��ر�� ا�و��.

�	�ل:�
)S*�3/ ا�9�ود ) 26 1R x x x= − −  J���

�
)ا�9�ود )R x !1ھ 24 25∆ = + =.  

إذن �1را ا�9�ود
�: ھ��
1

1 5 1

12 2
x

+= و =
2

1 5 1

12 3
x

−= = −  

) و $��*��':  ) 1 1
6

2 3
R x x x

  = − +  
  

  

�� ثRث��ت ا�9�ود ا�*���� : :  7���6!   
1 (2 10 25x x− +  2(    2 3 2x x− +  3 (23 2x x+ +           

2) 1أ��20 :  10 25x x− +    :1a 10bو   = = 25cو  − = 

( ) ( )22 4 10 4 1 25 100 100 0b ac∆= − = − − × × = − =  

∆0$�� أن ھ�: ا�9�ود
� �"� �1ر و	�� )�ن ھ1ه  =
( )

1

10 10
5

2 1 2
x

− −
= = =

×
  

):  و�-. ا�*���� ) ( )2 22
110 25 1 5x x a x x x− + = − = −  

2(    2 3 2x x− +              1a 3bو   = = 2cو  − =  

( ) ( )2 22 4 3 4 1 2 9 8 1 1 0b ac∆= − = − − × × = − = = >  

∆0$�� أن ≻ �
  ھ��:  )�ن ھ1ه ا�9�ود
� �"� �1ر

1

3 1

2 1
x

+=
×

و   
1

3 1

2 1
x

−=
×

 '-�
 1 2x 2و   = 1x =    

:  و�-. ا�*����

( )( ) ( ) ( )2
1 23 2 1 2 1x x a x x x x x x− − = − − = − −  

3 (23 2x x+ +  :�-
��

( )22 4 1 4 3 2 1 24 23 0b ac∆= − = − × × = − =− <  

�"����� ���
 ,  �
  و�-. )�ن ھ1ه ا�9�ود
�� ثRث��ت ا�9�ود ا�*���� : :  7 ��ر�ن  

1 (22 4 6x x− +  2(  24 8 3x x− +  3 (23 6 3x x− +       
0642) 1 أ��20 : 2 =+− xx   :2a 4bو   = = 6cو  − = 

( ) ( )22 4 4 4 2 6 16 48 32 0b ac∆= − = − − × × = − = <  

�����"�و�-. )�ن ھ1ه  ���
 ,  �
  ا�9�ود
2(    0384 2 =+− xx          4a 8bو   = = 3cو  − =  

( ) ( )2 22 4 8 4 4 3 64 48 16 4 0b ac∆= − = − − × × = − = = >  

∆0$�� أن ≻ �
  �"� �1ر
� ھ��:  )�ن ھ1ه ا�9�ود

1

8 4 12 3

2 4 8 2
x

+= = =
×

و   
1

4 1

8 2
x = =   

):  و�-. ا�*���� )2 1 3 3
4 8 3 4 4 2

2 2 2
x x x x x x

    − + = − − = − −    
    

  

3 (23 6 3x x− ∆0$�� أن     +  ا�9�ود
� �"� �1ر و	��)�ن ھ1ه  =

): ھ! )
1

8
1

2 4
x

− −
= =

×
  

):  و�-. ا�*���� ) ( )2 22
13 6 3 3 1x x a x x x− + = − = −  

2axإ>�رة 2�CBC ا�;&ود .2 bx c+ +: 
∆0إذا ��ن :1ا�;��2   ھ�� �1ري ثRث�� ا�9�ود )�ن: 2xو 1xو ≺
+∞        

2x                
1x           −∞                     x  

�P ا<�رة a   0ا<�رة    a  0        ا<�رةa               ( ) 2P x ax bx c= + +  

∆0إذا ��ن :2ا�;��2   ھ! ا�#1ر ا�!	�� ا��Jدوج )�ن: 1xو :=
+∞                 

1x           −∞                                    x  
)             aا<�رة            a                0ا<�رة   ) 2P x ax bx c= + +  

∆0إذا ��ن :3ا�;��2  ))�ن إ<�رة  ≻ )P xھ' إ<�رة ا���دa:ن�(   

+∞                            −∞                                    x  
)             aا<�رة                    ) 2P x ax bx c= + +  

1�	�ل:   
1. �
)2أدرس إ<�رة ا�9�ود ) 2 3 1P x x x= − +  

2. '( �	 ℝ 22:  �*/ا��9ا� 3 1 0x x− + ≥  
)2)1أ��20 : ) 2 3 1P x x x= − +     2a =   

( )22 4 3 4 2 1 9 8 1 0b ac∆= − = − − × × = − = >  

∆0$�� أن   )�ن ��9�ود
� �1ر
� ھ��:  ≺
( )

1

3 1 3 1
1

2 2 4
x

− − + += = =
×

و  
1

3 1 1

4 2
x

−=   و�-.:     =

+∞        1                1
2

           −∞                                    x  

    +      0      −       0        +  ( )P x  

]:    �9ا��*/ا� )	�2 [1
, 1,
2

S  = −∞ ∪ +∞  
    

2�	�ل:   
1. �
)2أدرس إ<�رة ا�9�ود ) 2 4 2P x x x= − + −  

2. '( �	 ℝ �922:  ا��*/ا� 4 2 0x x− + − >  
)2 )1أ��20 : ) 2 4 2P x x x= − + −    2a = −  

( ) ( ) ( )22 4 4 4 2 2 16 16 0b ac∆= − = − × − × − = − =  

∆0$�� أن ھ�: ا�9�ود
� �"� �1ر و	�� )�ن ھ1ه  =
( )
( )1

4
1

2 2
x

−
= =

× −
  

+∞                 1           −∞                                    x  
  −                       0         −           2( ) 2 4 2P x x x= − + −

  
S:        ا��*/ا��9 )	�2 = ℝ  

3�	�ل:   
1. �
)2أدرس إ<�رة ا�9�ود ) 3 6 5P x x x= + +  

2. '( �	 ℝ �923:  ا��*/ا� 6 5 0x x+ + <  
)2 )1أ��20 : ) 3 6 5P x x x= + +    3 0a = >  

( )22 4 6 4 3 5 36 60 24 0b ac∆= − = − × × = − =− <
 

  و���:

+∞                            −∞                       x  
                       +  2( ) 3 6 5P x x x= + +  

S:        ا��*/ا��9	� )2 = ∅  

  :  8 ��ر�ن� �	ℝ : �  ا����ا���ت ا����

1(  22 4 6 0x x− + ≥   2(  24 8 3 0x x− + ≤   3(  
2 3 10 0x x− − <  

22  )1أ��20 : 4 6 0x x− + ≥       3 0a = >  
2 4 16 48 32 0b ac∆= − = − =− <  

+∞                    −∞                       x  
               +  2( ) 3 6 5P x x x= + +

  
Sو���: = ℝ  
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24  )2  ه 8 3 0x x− + ≤     4a =  

( )22 4 8 4 4 3 64 48 16 0b ac∆= − = − − × × = − = >  

∆0$�� أن   )�ن ��9�ود
� �1ر
� ھ��:  ≺

1

8 4 12 3

2 4 8 2
x

+= = =
×

و  
1

8 4 1

8 2
x

−=   و�-.:     =

+∞        3

2
                1

2
           −∞                                    x  

    +      0      −       0        +  24 8 3x x− +
  

1 3
,

2 2
S

 =   
  

3(  2 3 10 0x x− − <      4a =  
2 4 49 0b ac∆ = − = >  

∆0$�� أن   )�ن ��9�ود
� �1ر
� ھ��:  ≺
1 5x 2و  = 2x =   و�-.:     −
+∞        5                2−           −∞                   x  
    +      0      −       0        +  24 8 3x x− +  

] [2,5S = −  

V. :!���/��0 1ا�&ر�2 ا�و� !���5د3ت  
2
ℝا�زواج �)ھ' �#�! ),x y ��	x ∈ℝ وy ∈ℝ.  

�	�ل :  �S*�32/ )' ا��#�!
ℝ  :  2ا����د�� 3 2x y+ =  

2�[�� أن ا�Jوج  )1
0,

3
 
 
 

2 	� �����د��: 3 2x y+ =  

2 ا_ ثRث أزواج 	�!ل �����د��: )2 3 2x y+ =  

3(  '( �	2
ℝ  :  2ا����د�� 3 2x y+ =  

  )1أ��20 :
2

2 0 3 2
3

× + × 2  اذن :     =
0,

3
 
 
 

   	� �����د��

2(2x 2 اذن : = 2 3 2y× + × = : '-�
2

3
y = 2 اذن :  −

2,
3

S
 − ∈ 
 

  

3x 2 اذن : = 3 3 2y× + × = : '-�
4

3
y = 4 اذن :  −

3,
3

S
 − ∈ 
 

  

4x 2 اذن : = 4 3 2y× + × = : '-�
2y = ) اذن :  − )4, 2 S− ∈  

3(2 3 2x y+ =   '-�
3 2 2y x= − +   '-�
2 2

3

x
y

− +=  

  '-�
2 2

3 3
y x= − 2 اذن : + 2

; /
3 3

S x x x
 −  = + ∈  
  

ℝ    

2	� )' :  9 ��ر�ن
ℝ   : ����*ا����د,ت  ا�  

1 (2 8 10 0x y− + =     2 (3 12 2 0x y− + − =       
3 (7 14 1 0x y− + =       

2 )1أ��20 : 8 10 0x y− + ='-�
2 8 10y x= −  '-�
8 10

2

x
y

−=  

  '-�
4 5y x= ) اذن : − ){ };4 5 /S x x x= − ∈ℝ  

2( 3 12 2 0x y− + − ='-�
12 3 2y x= +  '-�
3 2

12

x
y

+=  

  '-�
1 1

4 6
y x= 1 اذن : + 1

; /
4 6

S x x x
  = + ∈  
  

ℝ  

3( 7 14 1 0x y− + ='-�
7 14 1x y= −  '-�
14 1

7

y
x

−=  

  '-�
1
2

7
x y= 1 اذن : −

2 ; /
7

S y y y
  = − ∈  
  

ℝ  

)S*�3/ ا�9�ود
�   :  10 ��ر�ن )P x  : ��9$

( ) 3 22 2P x x x x= − − +  

)ھ! ��ر ��9�ود
�   1-$�� أن  .1 )P x  

)$�� أن :  .2 ) ( ) ( )( )21 2 1 2P x x x x= + − + +   

   : L`3( )2 2 1 2x x− + + ( )Q x =    

)ھ! ���J ثRث�� ا�9�ود  ∆ .3 )Q x    أن ��]�( )2

2 1∆ = −  

4.  '( �	ℝ 0ا����د��  =( )Q x  

)اF*-*G 	�!ل ا����د��   :  .5 )2 1 2 0x x− + + =   

6.  '( �	ℝ 0ا����د��  =( )P x 

7.  '( �	ℝ       : �9ا��*/ا�( ) 0P x ≤    

) )1أ��20 : ) ( ) ( ) ( )3 2
1 1 2 1 1 2P − = − − − − − +  

( )1 1 2 1 2 0P − = − − + + =  

)ھ! ��ر ��9�ود
�  1-اذن   )P x  

2(( ) ( )( ) ( ) ( )2 3 2 21 2 1 2 2 1 2 2 1 2x x x x x x x x+ − + + = − + + + − + +  

( ) ( )3 2 22 1 2 2 1 2x x x x x= − + + + − + +  

3 2 2 22 2 2 2x x x x x x x= − − + + − − +  
3 22 2x x x= − − +  

3(( )2
2 4 2 1 4 1 2b ac∆= − = + − × ×  

( ) ( ) ( )2 22
2 2 2 1 1 2 1∆= − × + = −  

4(( )2 2 1 2x x− + + ( )Q x =    

∆0$�� أن   )�ن ��9�ود
� �1ر
� ھ��:  ≺

1

2 1 2 1 2 2
2

2 1 2
x

+ + −= = =
×

    

  
1

2 1 2 1 2
1

2 1 2
x

+ − += = =
×

                 { }2,1S =  

5(( )2 1 2 0x x− + + =  

�� ا���� :  �"*$�*� ���
( ) ( )2

2 1 2 0x x− + + =  

L`3:X x=�� aSb�  ا���� : وا����د�� 

( )2 2 1 2 0X X− + + = : Q$���K ا��cال ا�	1 2X 2أو = 1X =  

 '-�

1 2x 2أو       = 1x =  

 '-�
( ) ( )2 2

1 2x )أو       = ) ( )
2 2

2 1x =  

 '-�
1 2x 2أو    = 1x = { }2,1S =      
  

6(( ) 0P x = '-�
1 0x+ )أو  = )2 2 1 2 0x x− + + =  

 '-�
1x = 1أو  − 2x 1أو   = 1x }و���:  = }1,1, 2S = −  

7(( ) 0P x ≤ '-�
( ) ( )( )21 2 1 2 0x x x+ − + + ≤
  

+∞     2       1             1−    −∞                                    x  
   +     0   −   0    +             +        ( )2 2 1 2x x− + +  

   +                       +          +    0    −     1x +  
   +     0  −   0   +     0    −               ( )P x  

] ], 1 1, 2S  = −∞ − ∪  
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)S*�3/ ا����د��   :  :  11 ��ر�ن   )2 2 3 2 2 6 0x x+ − − =  

1. : L`3 
)ھ! ���J ثRث�� ا�9�ود  ∆ )P x   أن ��]�14 4 6∆ = +  

)ا�e ا�>/ا�0ت ا�*���� |: .2 )2
14 4 6 ... ...+ = +  

3.  '( �	ℝ 0ا����د��  =( )P x 

4.  '( �	ℝ       : �9ا��*/ا�( ) 0P x >    

)اF*-*G 	�!ل ا����د��   :  .5 )2 3 2 2 6 0x x+ − − =   

) )1أ��20 : )2
2 4 2 3 2 4 1 2 6b ac∆= − = + − × × 

( ) ( )2 2

2 3 2 2 3 2 2 8 6∆= − × × + 12أي+ 4 6 2 8 6 14 4 6∆= − + + = +  

2(
 ( ) ( )2 2

14 4 6 14 2 2 3 2 2 3 2 2 3 2 2+ = + × × = + × × +  

( )2

14 4 6 2 3 2+ = +  

3( ( )2 2 1 2x x− + +=
 ( )P x   

14$�� أن 4 6 0∆ = +   )�ن �����د�� 	��� ھ��:  <

1

2 3 2 2 3 22 3 2 14 4 6

2 1 2 1
x

− + + +− + + += =
× ×

    

 
1

2 3 2 2 3 2 2 2
2

2 1 2
x

− + + += = =
×

  

2

2 3 2 2 3 2 4 3
2 3

2 1 2
x

− + − − −= = = −
×

       { }2, 2 3S = −  

4(    
+∞     2          2 3−    −∞                                    x  

   +     0   −       0         +    ( )2 2 3 2 2 6x x+ − −  

, 2 3 2,S    = −∞ − ∪ +∞     
5(( )2 3 2 2 6 0x x+ − − =  

� ���
�� ا���� :  �"*$�*( ) ( )2

2 3 2 2 6 0x x+ − − =  

 : L`3X x= : ا���� �� aSb�  وا����د�� 

( )2 2 3 2 2 6 0X X+ − − =  

 : Q$���K ا��cال ا�	1 2X 2أو  = 2 3X = −  

 '-�
1 2x 2أو      = 2 3x = −  

R32	f أن ا����د�� : 2 3x = −  �	 �"� P��K�!� ��gن ا�#1ر دا�  

)و�-.   ) ( )2 2

1 2x =    '-�
1 2x } و���   = }2S =  

VI. :!���/��0 1ا�&ر�2 ا�و� !� !���5د� 2�#�  
:��h-ا� /S*�3( ) :

ax by c
S

a x b y c

+ =
 ′ ′ ′+ =

 �	�a وb وa′  وb cو′ ′ 

  أ�اد 	�����.ھ-�ك �ة ط/ق �QSG ��h3 �9 أن درiG ط/
�*�� ھ�� 
.S*3ى ا/Zأ ��
  ط/
�� ا�*�!
l و ا�*[��>� ا���CN  ط��S ھ-�ك ط/

1. K7�5  : ط�7'2 ا�

�	�ل:  
� ��×ℝ ℝ ���ا��  �����4: ا� 10

5 2 19

x y

x y

+ =
− + = −

      

� �9S3: ا�#!اب y  R4� ا����د�� ا�و�� '(  

4 10x y+ =  
��10 4y x= −  

���              yو�3!ض ��
 ا����د�� ا�� � ���!"  
5 2 19x y− + = − 
��( )5 2 10 4 19x x− + − = −  

 
��5 8 19 20x x− − = − − 
��13 39x− = − 
��3x =  

�10
 ا����د��    3ب  xو�3!ض 4y x= −  $%��2y = −  

)  :و �-. ){ }3, 2S = −  

2. 2�A@2 ا�L��M   ط�7'2 ا�

�	�ل:  
� ��×ℝ ℝ ���ا��  �����4: ا� 10

5 2 19

x y

x y

+ =
− + = −

    

)ا�#!اب :3`/ب ا����د�� ا�و�� )' ا���د   ��ح(� )'& : −2(

 8 2 20

5 2 19

x y

x y

− − = −
− + = −

 :$%�  و"%�0 ا����د���/ ط,ف �-,ف 

8 2 5 2 20 19x y x y− − − + = − − 
��13 39x− = − 
��3x =  

�4
 ا����د��    3ب  xو�3!ض 10x y+ =  $%��2y = −  

)  :و �-. ){ }3, 2S = −  

 : ط�7'2 ا��;&دة .3
2�E�F ا���د ا����9':�67�5 وab a b′ ′−  ��h-9�دة ا�� ���


( )S:K*�3 و a b

a b
∆=

′ ′
   

))�ن ا�-��h=∆0إذا ��ن  • )S  ن!�
 �Y , و�	ن �"� أي !�
 , �Y

�د , �-*. �� ا��9!ل. �"�  
))�ن ا�-��h≠∆0إذا ��ن  • )S  R	 �S����� ��h3 �/ا�/ و �

)و	��ا ھ! ا�Jوج  ),x y:��	  

c b

c b cb cb
x

′ ′ ′ ′−= =
∆ ∆

       و 

a c

a c ac ac
y

′ ′ ′ ′−= =
∆ ∆

.  

� ��
/Cا��9�دة.ھ1ه ا� ��
��� ط/  
  ط/
�� ا��9�دة: �	�ل:

'( �	2
ℝ :��h-ا�( ) 2 4

1
4 2

x y

x y

+ =
− + =

    

 ) ��h-1) ھ': 9�1�دة ا� 2
6 0

1 4
∆= = ≠

−
 R	 �S�� ��h-و �-. ا�

و	��ا:ھ!

4 2

2 4 12
2

6
x = = =

∆
و 

1 4

1 2 6
1

6
y

−
= = =

∆
) :و �-.  ){ }2,1S =    

)1 :  12 ��ر�ن
2 1

2 4 2

x y

x y

− =
− + = −

      2 (
3 4 2

4 1

3 3

x y

x y

− =

− + = −

   

 3(( ) ( )
( ) ( )

5 3 2 1 0

2 1 5 3 1

x y

x y

 − + − =



+ + + =


   4  ( 
2 2

11

44

x y

x y

+ =
 − =

                                            

1)�9�دة ا�-��h ھ': 1أ��20 : 2
0

2 4

−
∆= =

−
  

2 1

2 4 2

x y

x y

− =
− + = −

⇔
( )
2 1

2 2 2

x y

x y

− =
− − = −

⇔
2 1

2 1

x y

x y

− =
 − =

 

⇔2 1x y− =⇔2 1y x− = −⇔1 1

2 2
y x= − + 

��h-و�-. ا�( )S : د , �-*. �� ا��9!,ذن� �"� 

1 1
; /
2 2

S x x x
  = − ∈  
  

ℝ 

2(
3 4 2

4 1

3 3

x y

x y

− =

− + = −

⇔ 3 4 2

3 4 1

x y

x y

− =
 − =

 -3ا���3�4 )' $`/ب ا����د�� 
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Sوھ1ا �0/ ���� و�-.   = ∅  

3(( ) ( )
( ) ( )

5 3 2 1 0

2 1 5 3 1

x y

x y

 − + − =


+ + + =


  

�9�دة ا�-��h  ھ':  

( )( ) ( )( )5 3 2 1
5 3 5 3 2 1 2 1

2 1 5 3

− −
∆= = − + − + −

+ +
  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
5 3 2 1∆= − − )اذن  − ) ( )5 3 2 1 1 0∆= − − − = ≠  

�� �S	R و	��ا: ��h-و �-. ا�  

)ھ! )
0 2 1

2 11 5 3
2 1 1 2

1
x

−
− −+

= = =− + = −
∆

  

)و )
5 3 0

5 32 1 1
5 3 3 5

1
y

−
− −+

= = =− + = −
∆

  

)  :�-. و ){ }1 2, 3 5S = − − 


  )1 :  13 ��ر�ن� ��×ℝ ℝ ���ا��  �����:    ا�
7 3 4

4 5 2

x y

x y

− − =
 + = −

�6 �'5ل ا�����) 2 ��:    ا������  ا7

7 3
4

4 5
2

x y

x y

− − =


 + = −


) ھ': 1) �9�دة ا�-��h (1أ��20 : 

7 3
35 12 23 0

4 5

− −
∆= =− + =− �� �S	R و	��ا:≠ ��h-و �-. ا�  

ھ!

4 3

2 5 14

23
x

−
−

= =−
∆

و 

7 4

4 2 2

23
y

−
−

= =−
∆

14 :-.و�  2
,

23 23
S

  = − −  
  

  

2 : �-

#K أن 
�!ن �� �-�� ��h-�� ن!�� '�� (0x 0yو  ≠ ≠  
7 3

4

4 5
2

x y

x y

− − =


 + = −


 ⇔
1 1

7 3 4

1 1
4 5 2

x y

x y

 − − =


 + = −


  :08�1
X

x
1و =

Y
y

=  

0x ≠
و

0y ≠
  

: �������ح(� )'& ا����� ا�
7 3 4

4 5 2

X Y

X Y

− − =
 + = −

    

14و7?< أن >��� "ح� ھ:ه ا����� :

23
X = 2و −

23
Y = −  

1:و �-.  14

23x
= 1و − 2

23y
= −  :
��23

14
x = 23و −

2
y = −    

23 :و $��*��' 23
,

14 2
S

  = − −  
  

  


  :  14 ��ر�ن� ��×ℝ ℝ ���ا��  �����  :    ا�
5 3

4
1 2

2 1
1

1 2

x y

x y

 + = − −
 − + =
 − −

1�08: أ��20 :     

1
X

x
=

−
1و 

2
Y

y
=

−
  

1x ≠
و

1y ≠  

: �������ح(� )'& ا����� ا�
5 3 4

2 1

X Y

X Y

+ =
− + =

    

: $%�1و�!5م  "ح� ھ:ه ا����� و

11
X 13و =

11
Y =  

1:و �-.  1

1 11x
=

−
1و  13

2 11y
=

−
   

 :
��1 11x − 11و =
2

13
y − =  :
��12x 37و =

13
y =    

37 :و $��*��'
12,

13
S

  =  
  

  


  :  15 ��ر�ن� ��×ℝ ℝ ���ا��  �����:   ا�

2 6

3 5 17

x y

x y

 + =

− + =

�08: �20 :أ� X x= وY y=  

: �������ح(� )'& ا����� ا�
2 6

3 5 17

X Y

X Y

+ =
− + =

    

: $%�1Xو�!5م  "ح� ھ:ه ا����� و 4Yو = =  

1x:و �-.  4yو = = :
��( ) ( )
2 2

1x )و = )2
24y =  

:
��1x 16yو = ) :و $��*��'= ){ }1,16S =  


  :16 ��ر�ن� ��×ℝ ℝ ���ا��  �����:    ا�
2 2

2 2

2 5 1

4 3 15

x y

x y

 − =


+ =
2�08: أ��20 : X x= 2وY y=  

: �������ح(� )'& ا����� ا�
2 5 1

4 3 15

X Y

X Y

− =
 + =

    

: $%�3Xو�!5م  "ح� ھ:ه ا����� و 1Yو = =  
2:و �-.  3x 2و = 4y =  

 :
��3x 3xاو = = 1yو : − 1yاو = = −   

 :
��3x 3xاو = = 1yو : − 1yاو = = −   

) :و $��*��' ) ( ) ( ) ( ){ }3,1 , 3, 1 , 3,1 , 3, 1S = − − − −  


  :  17 ��ر�ن� ��×ℝ ℝ ���ا��  �����:    ا�

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

3 1 5 4 3

2 3 1 3 5 4 4

x x y x

x x y x

 − + + − + = −


− + − − + =

   

2�08: و أ��20 : 3 1X x x= − 2و     + 5 4Y y x= − +  

: �������ح(� )'& ا����� ا�
3

2 3 4

X Y

X Y

+ = −
 − =

    

: $%�1Xو�!5م  "ح� ھ:ه ا����� و = 2Yو − = −  
2:و �-.  3 1 1x x− + = 2و − 5 4 2y x− + = −  

 :
��2 3 2 0x x− + 2و = 5 6 0y x− + =    

2�ح� ا����د�� : 3 2 0x x− + = : $%�� Aل ا��������7�"  

     ( ) ( )22 4 3 4 1 2 1 0b ac∆= − = − − × × = >  

∆0أن$��    )�ن ھ1ه ا����د�� ���S 	��� ھ��:  ≺
( )

1

3 1
2

2 1
x

− − +
= =

×
)و    )

2

3 1 3

2 1 2
x

− − −
= =

×
  

2�ح� ا����د�� : 5 6 0y x− + = : $%�� Aل ا��������7�"  

     ( )22 4 5 4 1 6 1 0b ac∆= − = − − × × = >  

∆0$�� أن   )�ن ھ1ه ا����د�� ���S 	��� ھ��:  ≺
( )

1

5 1
3

2 1
y

− − +
= =

×
و   

( )
2

5 1
2

2 1
y

− − −
= =

×
    

) :و $��*��' ) ( ) ( ) ( ){ }1,3 , 1,2 , 2,3 , 2,2S =  
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  VII. N7��  ا���ا�;�ت و ا�
))' ا���� أS*�3 .�<G/ ا���*��D: درا�2 �	�ل )D  ا�1ي

���1د�*.:
1 0

2
x y− + = D��*�). ا�� )D ى!*�� '<b3 9�د


��"*(�	( )D  �C�-ا� ��(أ�X ا����D) و O  J�/3أ	�ھ�� 
9*!ي 

J�/��$ .�( )2P  /Zm� وJ�/��$( )1P.  

← �C�-ا�( )1,1A إ�� '�*-�( )2P  :Q�9�و 

1
1 0

2 A Ax y− + �1ن:≺
1 1 0

2
− + ≻  

← �C�-ا�( )2,1B �-*�' إ�� −( )1P  :Q�9�و 

1
1 0

2 B Bx y− + )�ن:≻ )1
2 1 1 0

2
× − − + ≺  

�-*�' إ�� b3; ا���*!ى Mإذا أ�C�3 �3�Z أZ/ى( )2P.  

 ��1)�ن ا��*>�و
1 0

2 M Mx y− + 
��-n ا�*l�$ �� Q�9 ا�-�_).����9 ≺)  

�-*�' إ�� b3; ا���*!ىNو إذا أ�C�3 �3�Z أZ/ى ( )1P.  

 ��1)�ن ا��*>�و
1 0

2 N Nx y− + ≺.���9�  

)�Cو $��*��' �� �3 ),M x y ��( )2PQ�9� ,1
1 0

2
x y− + ≻.  

�C�3 �� و( ),M x y ��( )1P Q�9�1
1 0

2
x y− + ≺.  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

axإ>�رة by c+ +:  
Dا���� '( /S*�3 :��X�Z( ), ,o i j

� ��
ا���*��D ا�1ي ���د�*.  

0ax by c+ + =D��*�)ا�� )D :��	!*<� ى!*�
9�د 3`>' �  

)أ	�ھ�� ھ! �#�!� ا�-�_ � ),M x y  Q�9�ا�*' 

��0axا��*>�و by c+ + ≻.  
)و اZo/ ھ! �#�!� ا�-�_ � ),M x y  '*ا�

Q�9�0ax by c+ + ≺.  
�� ا����  K*����0ax ���د��  by c+ + =  ��	0a ≠ 

0bأو ≠ .D��*�  ھ' ���د�� �
  	� ���3��S ا�-��h ا�*����:      :  18 ��ر�ن

      ( )1

1 0

2 2 0

x y
S

x y

+ − >
− + + <

 
  ا�#!اب : DG/3 أوo ا���*����ت ا�*���� :

1 0; 2 2 0x y x y+ − = − + + =  
:'3��Sا���� ا�*��' وھ! ا��9 ا�� ��
#K ا�b9!ل  nو$�� ذا�  

 

 
  
  
  
  

  �� ا�*����:     	� ���3��S ا�-h :  19 ��ر�ن

      ( )
2 3 0

5 0

4

x y

S x y

x

+ − >
− + + <
 <

  

  ا�#!اب : DG/3 أوo ا���*����ت ا�*���� :
2 3 0; 5 0; 4x y x y x+ − = − + + = =  

:'3��Sا���� ا�*��' وھ! ا��9 ا�� ��
#K ا�b9!ل  nو$�� ذا�  
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  ��K�7 و��5Oت :  
D�A ا : 20 ��ر�ن �
�NO بأ- � ط�ل 
�ض  !
 &7Q7 Nأن ط�� R��
ذا 
2cm   وي��� .*	��  وأن �

  ا���اب
  

  
  !���x D�A �2xاذن ط��N ھ� :  و
�ض    و�-. ���	*. ھ' : +

( )2 15S x x= + =    
� ���د�� �� ا��ر�� ا��3�4 �b93  .-و�: �  

 
2 2 15 0x x+ − =     :1a 15cو   = = 2bو  − = 

( ) ( )22 4 2 4 1 15 64 0b ac∆ = − = − × × − = >  

∆0$�� أن   )�ن ھ1ه ا����د�� ���S 	��� ھ��:  ≺

1 2

b
x

a

− + و   =∆
2 2

b
x

a

− − ∆=  

1

2 8
3

2 1
x

− += =
×

و    
2

2 8
5 0

2 1
x

− −= = − <
×

  

: �S��G ن!�

��� أن  , ��C*�  و�-.:$�� أن /ض �
   1Z]33x =


 ط��5 ھ5  ���:  و"��
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  
  
  

  
  
  

  
  
  
  
  

  
  
  

« c’est en forgeant que l’on devient forgeron » dit un 
proverbe.  

c’est en s’entraînant régulièrement aux calculs et 

exercices que l’on devient un mathématicien  

 

215cm

5cm
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I. (تذكیر) المعادلات من الدرجة الأولى بمجھول واحد  

  .نعددین حقیقیی bوaلیكن :تعریف
0axلة على الشكلكل معاد b  تسمى معادلة من الدرجة الأولى بمجھول واحد, حیثx .ھو المجھول  

المعادلة: حل في :1مثال  : 2 22 0E x  )(یجب التأكید على كتابة مجموعة الحلول  

 المعادلة:حل في  :2مثال   : 3 2 5 6 1E x x    

 المعادلة:حل في  :3مثال     : 4 2 6 2 4E x x x     

II. :معادلات تؤول في حلھا إلى معادلات من الدرجة الأولى بمجھول واحد  
:  معادلات من النوع   0ax b cx d    

المعادلة: حل في :1مثال    : 2 1 3 0E x x    

 المعادلة:حل في  :2مثال 
3 2

0
1

x
E

x





  

2المعادلات التالیة:   حل في :3مثال 0x            ,3 1 4x                   ,2 5 1x      

III. :(تذكیر) المتراجحات من الدرجة الأولى بمجھول واحد  

0axكل متراجحة على الشكل نعددین حقیقیی bوaلیكن تعریف: b  0أوax b  0أوax b  0أوax b   تسمى
  ھو المجھول.xمتراجحة من الدرجة الأولى بمجھول واحد حیث 

axإشارة الحدانیة b:  
  لجدولان الآتیان:, لدینا ا aحسب إشارة العدد

0aإذا كان                                                                    0إذا كانa   

  
  
  

  نلخص الجدولین في الجدول التالي:

  
2لنحدد إشارة  :1مثال    1x                       

         
b

a
                       

x  

            0                             ax b  

         
b

a
                       

x  

            0                                                   ax b  

         
b

a
                       

x  

a                                   axعكس إشارة   a   0إشارة  b  

2xلنحدد إشارة  :2مثال  

  
  
  

2 المتراجحات التالیة : حل فيتمرین :   1 0x        3و 6 0x         2و 8 0x        2و 16 0x    
  

أعط جدول إشارة التعابیر التالیة::3مثال      1 2 3p x x x    و 
5 2

1 3

x
q x

x





و           

2
1 2 3R x x x x      

axفي جدول تعطي إشارة كل عامل على الشكلالطریقة : b  عامل.ثم استنتج إشارة الجداء أو الخارج مع ترتیب تزایدي للقیم التي ینعدم فیھا كل

IV. :المعادلات من الدرجة الثانیة بمجھول واحد  

2المعادلة تعریف: 0ax bx c   حیثx ھو المجھول أعداد حقیقیة معلومة 0a  .تسمى معادلة من الدرجة الثانیة بمجھول واحد  

23حل للمعادلة -1العدد  :1مثال  5 2 0x x    :لأن   
2

3 1 5 1 2 0      

حل للمعادلة 3العدد :2مثال  2 1 3 3 0x x     

لأن:   
2

3 1 3 3 3 3 3 3 3 0         

2یحقق المتساویة 0xكل عدد حقیقي   حظة :ملا 0ax bx c   2ھو حل للمعادلة 0ax bx c    و یسمى جذر

2axللحدودیة bx c .  

 
 

1

  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

:
  TCS - TCT ����ى ا��را#�:        ا������
 ا��ه���
   : ا-#��ذ

رشيد بلمو

 رشيد بلمو
درس  وادي الذھب

تمارين
  و المتراجحات و النظمات  المعادلات 
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  غیر منعدم.aثلاثة أعداد حقیقیة, و cو bو aخاصیة:  .2axbxcالشكل القانوني لثلاثیة الحدود  

 
 

الشكل القانوني لثلاثیة الحدود
2ax bx c .  

  غیر منعدم.aثلاثة أعداد حقیقیة, و cو bو aخاصیة:

  

 لدینا: من xلكل

22 2
2

2

4

2 4

b b ac
ax bx c a x

a a

   
         

  

الكتابة

22 2

2

4

2 4

b b ac
a x

a a

   
      

, تسمى الشكل القانوني لثلاثیة الحدود 
2ax bx c 

.  

نعتبر الحدودیة    مثال :  22 5 2P x x x   .  

  حل معادلة من الدرجة الثانیة بمجھول واحد:

لتكن ثلاثیة الحدودتعریف:  2P x ax bx c  .   

2العدد الحقیقي 4b ac  2یسمى ممیز ثلاثیة الحدود أو ممیز المعادلة 0ax bx c  و نرمز لھ بالرمز.  

نعتبر المعادلة ال:مث  2: 3 5 7 0E x x        لنحسب ممیز المعادلة E  

  .deltaیقرأ: دلتا  الرمز     ملاحظة : 

22لنحدد الشكل القانوني لثلاثیة الحدود :    الشكل القانوني لثلاثیة الحدود::  1مثال  6 15x x 

22لنحدد الشكل القانوني لثلاثیة الحدود:  : 2مثال   5x x  

  ول واحد:تحدید مجموعة حلول معادلة من الدرجة الثانیة بمجھ

نعتبر المعادلة:  2 0E ax bx c    :لدینا 
2 2

2

2

4

2 4

b b ac
ax bx c a x

a a

  
      

   

2و بما أن:     4b ac    و 
224 2a a

  

 فان:
 

2

2

22 2

b
ax bx c a x

a a

  
      

   

  

 0إذا كان   :فان
 

2
0

2a


 و بالتالي المعادلة E لیس لھا حل في.  

 0إذا كان  فان المعادلة E تكتب
2

0
2

b
a x

a

 
  

 
  

0و بما أن  فان حل المعادلة E ھو
2

b
x

a
 .  

  0إذا كان فان المعادلة E تكتب
2 2

0
2 2

b
a x

a a

   
     

   
0أي 

2 2

b b
x x

a a

       
      

  
  

و بالتالي المعادلة  Eتقبل حلین مختلفین ھما: 
2

b

a

  
و  

2

b

a

  
  

0في حالة  نقول إن المعادلة E .تقبل حلا مزدوجا  

نعتبر المعادلة خاصیة:  20 0a ax bx c   و لیكن .ممیزھا  

 0إذا كان  فان المعادلة لیس لھا حل في.  

 0إذا كان  :فان المعادلة تقبل حلا وجیدا ھو
2

b

a
  

  
  0إذا كان :فان المعادلة تقبل حلین مختلفین ھما 

2

b

a

  
و  

2

b

a

  
  

  .Sنرمز لمجموعة حلول المعادلة بالرمز

23المعادلة:1مثال 2 0x x  

2المعادلة:2مثال  10 25 0x x    

2نعتبر المعادلة:3مثال  3 2 0x x  
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 3                                      

  
 
 

  

  
  مجموع و جذاء حلي معادلة من الدرجة الثانیة:

معادلة إذا كان لل خاصیة:  20 0a ax bx c   1حلانx  2وx1فإنھما یحققان المتساویتین 2

b
x x

a
   1و 2

c
x x

a
 

.  
V. تعمیل و إشارة ثلاثیة الحدود

2ax bx c :  

تعمیل ثلاثیة الحدود
2ax bx c :  

2axنعتبر ثلاثیة الحدودخاصیة: bx c  و لیكن .ممیزھا  

0إذا كان:  .1 2فان المعادلة 0ax bx c   1تقبل حلین مختلفینx 2وx.  

 و لدینا:   2
1 2ax bx c a x x x x      

0إذا كان:  .2 :فان 
2

2

2

b
ax bx c a x

a

 
    

 
  

0 إذا كان: .3   :2فانax bx c .لا یمكن تعمیلھا إلى حدودیتین من الدرجة الأولى  

ةنعتبر الحدودیمثال:  26 1R x x x  
  

  

2axة الحدودإشارة ثلاثی bx c :  

نعتبر ثلاثیة الحدود خاصیة:  2P x ax bx c    و لیكن.ممیزھا  

0إذا كان .1   فان إشارة P xھي إشارة العددa.  

0إذا كان .2 :  فان إشارة P xھي إشارةa لكلx  منیخالف
2

b

a
 0و

2

b
P

a

 
  

 
.  

0إذا كان .3  1وx 2وx  ھما جذري ثلاثیة الحدود P x:فان  P x  لھا إشارة العددa1خارج الجذرینx 2وx  لھا عكس

داخل الجذرین وaإشارة العدد    1 2 0P x P x .  

لنحدد إشارة الحدودیة  مثال:  26 1P x x x    

لحل متراجحة من الدرجة الثانیة بمجھول واحد نعتمد على دراسة إشارة ثلاثیة الحدود المرتبطة بھا. ملحوظة:
  

  نتیحھ :

 0إذا كان  :فان
2

2

22 4

b
ax bx c a x

a a

  
      

   
  

و بما أن: 
2

2
0

2 4

b
x

a a

 
  

 
2فان إشارة ثلاثیة الحدودax bx c  ھي إشارةa.  

  
 :0 إذا كان  :2 فان

2

b
ax bx c a x

a

 
    

 
. و بالتالي إذا كان

2

b
x  

a
2axفان إشارة  bx c  ھي إشارةa. 

 

 

 0ا كان   :فان   2
1 2ax bx c a x x x x     1حیثx2وx  2ھما حلي المعادلةax bx c  

1لنضع جدول إشارة الجداء: نفترض أن 2x x.  

              2x                 1x                     x  

  a  aإشارة  aإشارة  aإشارة 

      1x x  

      2x x  

        1 2x x x x   

إشارة  aإشارة a  إشارةa    1 2a x x x x   

 
           2x                               1x                     x  

إشارة  aإشارة a  إشارةa  2ax bx c   
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VI. :معادلات من الدرجة الأولى بمجھولین  
 
 

2ھي مجموعة الأزواج ,x y حیثx  وy .  

2المعادلة  :  2موعة  نعتبر في المجمثال:  3 2x y   

تأكد أن الزوج  .1
2

0,
3

 
 
 

2 حل للمعادلة: 3 2x y   

2 اعط ثلاث أزواج حلول للمعادلة: .2 3 2x y   

2:   المعادلة 2حل في  .3 3 2x y   

كل معادلة على شكلتعریف و خاصیة: 1 ax by c   حیثaوb وc  أعداد حقیقیة ھي معادلة من الدرجة الأولى بمجھولین xوy.  

یكون الزوج 0 0,x y حلا للمعادلة 1 0إذا و فقط إذا كان 0ax by c .  

) یعني تحدید جمیع الأزواج1حل المعادلة ( ;  التي تحققa b c  .  

0aإذا كان  0أوb   فان المعادلةax by c .تقبل ما لا نھایة من الحلول  

الزوج  مثال: 3, 3حل للمعادلة: 2 7x y 3لأن 3 2 7   و كذلك الزوج 2, 1.  

VII. :نظمة معادلتین من الدرجة الأولى بمجھولین  
  لدینا التعریف و الخاصیة الآتیتان: 9اعتمادا على النشاط رقم 

نعتبر النظمة:  :
ax by c

S
a x b y c

 


   
bو  aو bو aحیث  وc  .أعداد حقیقیة  

ھناك عدة طرق لحل نظمة سبق أن درست طریقتین ھما طریقة التعویض و التألیفة الخطیة  طبعا ھناك طریقة أخرى انتبھ

  

abالعدد الحقیقيتعریف و خاصیة: a b   یسمى محددة النظمة S:و نكتب 
a b

D
a b


 

   

0Dإذا كان  فان النظمة S .قد لا یكون لھا أي حل, و قد یكون لھا عدد لا منتھ من الحلول  

0Dإذا كان  فان النظمة S امر و تقبل حلا وحیدا ھو الزوج تسمى نظمة كر ,x y:حیث  

c b

c b cb bc
x

D D

   
 و

a c

a c ac ac
x

D D

   
 .  

ھذه الطریقة تسمى طریقة المحددة.
  

  طریقة المحددة: مثال:

  
النظمة: 2حل في 

2 4
1

4 2

x y

x y
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                      Moustaouli Mohamed 1

المتجهيالحساب   
  القدرات المنتظرة

vbuaإنشاء متجهة من شكل  -  * +.  
  .التعبير عن مفاهيم وخاصيات الهندسة التآلفية باستعمال الأداة المتجهية، والعكس - * 

  . حل مسائل هندسية باستعمال الأداة الهندسية -  *
 I) جمع المتجهات– تساوي متجهتين -

أنشطة   - 1  
   أربع نقط من المستوىD و C و B و Aليكن  -1        

BM حيث N و M          أنشئ  AC= و AN AC AD=   BD  و MN          قارن +
  O مرآزه الأضلاع متوازي ABCD ليكن -2       

OM حيث M          أنشئ  AB AD= DI حيث I أنشئ   و + OD BC= −  

CM          أثبت أن  AO=  

BE نقطا         اختصر E و D و C و B و Aليكن   -3        DF EF AB ED FA+ + + + +  
تساوي متجهتين - 2  

  تعريف -ب        
  و نفس المنظم و نفس المنحى   تكون متجهتان متساويتان اذا آان لهما نفس الاتجاه 

 
                   u  

 
 

u AB CD EF= = = ب    نكت  
 

المتجهة المنعدمة -ج          
0:   0 المتجهة المنعدمة -     *       MM=لكل نقطة  نقطة Mمن المستوى   
  خاصيات–د            

   1        خاصية
       A و B و C و Dأربع نقط من المستوى   
     AB CD= إذا وفقط إذا آان للقطعتين [ ]AD و [ ]BC  نفس المنتصف   

 
 
 

  
  
  

 
I منتصف القطعتين [ ]AD و [ ]BC  

  
 2ية        خاص

  : أربع نقط  غير مستقيمية في المستوى فان D و C و B و A آانت  إذا     
     AB CD= إذا وفقط إذا آان ABDC متوازي الأضلاع   

     نتيجة      
   المستوى من أربع نقط  D و C و B و A  لتكن     

     AB CD= إذا وفقط إذا آان AC BD=    )تبديل الوسطين(  

     AB CD= إذا وفقط إذا آان DB CA=    )تبديل الطرفين(  
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علاقة شال– متجهتين مجموع -3      
    متجهتان في المستوى v  و u -      أ

ABحيث  B توجد نقطة وحيدة المستوى، نقطة من Aلتكن             u=.  

BC حيث C        توجد نقطة  وحيدة  v=.  

w تحددان متجهة وحيدة C و A        النقطتان  AC=  
  
  

                                                        v                                        u  
  
  
  

                                                                        w u v= +  
  
  

w نكتب v  و u هي مجموع المتجهتين w        المتجهة u v= +   AC A CB B= +  
         علاقة شال -ب     

   من المستوىC و B و A   مهما آانت النقط 

AC A CB B= + 
  نتيجة-ب    

   أربع نقط  من المستوى R و NوM و Oلتكن       
     OM ON OR+   متوازي الأضلاعOMRN إذا وفقط إذا آان =

  ملاحظة      
u      اذا آانت   OM= و v ON=فان   

        u v OR+    متوازي الأضلاعOMRNحيث  =
  
 
 
 

  خاصيات   -     ج
   

v    u و u لكل متجهتين -*      v v u+ = +  
)     w  و v و uث متجهات  ثلا لكل-*      ) ( )u v w u v w+ + = + +  

u     0 لكل متجهة -     * 0u u u+ = + = 
 

    فرق متجهتين- مقابل متجهة - 4
    مقابل متجهة -    أ

u لتكن           تذآير  AB=مسافة   الAB تسمى منظم المتجهة u نكتب u AB=  

 تعريف         
   متجهة غير منعدمةu    لتكن  

تجاه و نفس المنظم و منحاها مضاد  هي المتجهة التي لها نفس الاu    مقابل المتجهة 
 −u نرمز لها بالرمز uلمنحى المتجهة 

)  :     u  متجهة  لكل-*         ) ( ) 0u u u u+ − = − + =  

0AB  من المستوى  لدينا B و A  لكل نقطتين *       BA AA+ = =  

AB نكتب  متقابلتان BAو  ABتانالمتجه         BA= −  
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u

v
u

-vu - v

   فرق متجهتين- ب   
 تعريف           

)   v و u        لكل متجهتين  )u v u v− = + − 

  
  
  
  
  
 خاصية          

C BC و B و A        لكل ثلاث نقط  AC AB= − 

   منتصف قطعة-5 
 تعريف           

        I منتصف [ ]AB إذا وفقط إذا آان AI IB=  

  
 

  خاصية          

        I منتصف [ ]AB 0 إذا وفقط إذا آانIA IB+ = 

  تمرين        
AE نقطتين حيث F و E مثلثا و ABCيكن ل                       CB= و   AF AB AC= +  

  أنشئ الشكل -1
] منتصف Bأثبت أن  -2 ]EF 
جهة في عدد حقيقيضرب مت (II 

        أنشطة    
  1          نشاط 

6AB مثلثا  حيث ABC  ليكن                ] نقطة من Mو = ]AB 2 حيثAM =  

)             الموازي للمستقيم  )BC و المار من M يقطع [ ]AC في N  

  BC بدلالة MN عبر عن -1            

  BC بدلالة MN عبر عن -2            
  2          نشاط 
u مثلثا   نضع ABCليكن                    AB=  و  v AC=  

3   و −2v و 3uأنشئ              2u v−  
 عريف  ت-  1       

          u متجهة غير منعدمة و k غير منعدميعدد حقيق   
  : حيث ku هي المتجهة k في العدد الحقيقي u    جداء المتجهة 

 *    u و kuلهما نفس الاتجاه   
 *    ku k u= ×  

  0k إذا آان u                                       منحى 
   هو kuمنحى     * 

0k إذا آان u                                       عكس منحى  ≺  

A
B

C

u ku

              

A
B

C
ku

u

  
                                0k                                                      0k ≺  
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 )نقبلها(  نتائج-  2    
  فانβ و α و مهما يكن العددان الحقيقيانv و u        مهما تكن المتجهتان 

        ( )u v u vα α α+ = +                  ( )u u vα β α β+ = +  

         1 u u⋅ =                                            ( ) ( )u uαβ α β=  

         0uα 0α إذا وفقط إذا آان = 0u  أو = = 
      تمارين

)بسط  -1 ) ( ) ( )35 2 2
2

A u v u v u v= − − + − −  

2 حيث xحدد  -2 0x u u⋅ − 0u علما أن = ≠  
 II) الاستقامية

  جهتين متستقاميةا - 1
 عريف  ت-   أ       

 مستقيميتين اذا و فقط آانت احداهما جداء الأخرى في عدد v و u    تكون متجهتان 
 حقيقي

    
  
    
  
  

   ملاحظة
   متجهةأية مستقيمية مع 0     

 عريفو ت  خاصية-   ب       
Aحيث نقطا من المستوى  C و B و A    لتكن  B≠  

 حيث αيقي وجد عدد حق إذا وفقط إذا مستقيميتان AC و AB    المتجهتان 

AC ABα=  
) في المعلم C يسمى أفصول αالعدد الحقيقي  );A B 

  مثال    
  

      3AE AB= ) في المعلم E أفصول −3          − );A B  

     2CF CD= ) في المعلم F أفصول 2       ⋅ );C D  

  تمرين    
2 متجهتين حيث v و u أربع نقط و M و C و B و A       لتكن  3u MA MB MC= + −  

2     و  6v BA BC= −  

2 بين أن -1       3u AB AC= −  
   مستقيميتانv و u بين أن -2      
   خاصية-          ج

       I منتصف [ ]AB 2 تكافئAB AI= )2او تكافئ أيضAB IB=( 

 استقامية ثلاث نقط - 2
         تعريف

A ث نقطا من المستوى حيC و B و A    لتكن  B≠  
 حيث α مستقيمية إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي C و B و A   تكون النقط 

AC ABα= 
   

  
  

A

B C

D
u

v
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     تمرين

 نقطتين حيث Q و P متوازي الأضلاع  و ABCD   ليكن              
1
2

BP AB=3 وAQ AD=  

  انشئ الشكل -1
 AD و AB بدلالة CQ و CPعبر عن  -2
  مستقيميةC و Q و Pط استنتج أن النق -3

 توازي مستقيمين - 3
  خاصية          

A ث نقطا من المستوى حيD و C و B و A       لتكن  B≠ و C D≠  

      ( ) ( )//AB CD إذا و فقط إذا آان AB و CDمستقيميتين  

 
رينتم          

 نقطتين حيث J و I مثلثا و ABCليكن                     
1
3

AI AB= 3    وAJ AC=  

  AC  وAB بدلالة BJ و ICعبر عن  -1
)استنتج أن  -2 ) ( )//IC BJ 
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A 

B 

C 

  

  ة اا  اب ا  اى

    

  :  وي

    
 ا :  AA   و  ا  ا      :م ،  ه و0اAA  

   اع  و ازي    وي

  

  :  ن أن   وا DCAB    و   اA  وB  وC  وD  

  ه   ا    ا   و   ABCD  ازي  عأ   

   ع 

 
  

  

  

 

      AB  وCD     .  

 : إذا ن ون  CDو  ABا   أن   مل

 م    هأي  ا )   CDAB //( 

   م  ا   أي ا )BA م    ا

DC ( 

   م   أي  ا )CDAB (  

 

 A  وB  وC  وD  ى   ما P  

DA .  

إذا    و  إذا أع  ازي  ABCDا  ن 

DCABن   
 

 

AM  اAC    و  ABا   ع

  ازي أع ABMCا   ن
 

  ل

   م  اA  وB  وC   

ACBCABن :        

 
   

A 

B 

C 

D 

A 

B 

C 

D 

A 

B 
C 

D 

A 

B 

C 

M 
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ABAM
3

2
 

A B M 

ABAM 3 

A B M 

ABAM 3 

A B M 

ABAM
3

2
 

A B M 

 1م 

k   ACkABإذا و د     و إذا  C  و  Bو  Aا  ن  مل   أوABkAC  

    د       ب

 
  ت: 

 00 AB    ،ABAB .1     ،BAABAB  .1  

  :  :  kAB .   و
k

AB
  ، :م ABk ABو   .

k

1 

  

ا     

   
  
  
  
  
  

  
  
  

  
  

 

  لأن  م   اu  وv ن   إذا  إذا  و  د وk  :ukv     أوvku  

 

      ناu  و  v  و     دانن  اا  a  وb:  ،  

   vbuavua        ،  ubuauba     ubauba  

 : ن 0  إذاua  ن  :0a   0 أوu 

C 
D 

A 

B C 

A 

B 

 2م 

  ن   CDAB // إذا  إذا و    د وk  :CDkAB     أوABkCD  

 

AB        و k  . د  

  مAM  M  اk  اد   AB ا  اء 

:   

 A  وB  وM  م 

 ABkAM   وAB  وAM م   ا    0k 

 ABkAM   وAB و AM   ا       0k 
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 1م 

I   ا    AB        IBAI   

I   ا   AB        0 IBIA  

I   ا   AB        ABAI
2

1
 

 2م 

 م إذاI     ا AB  م وM 

 م   ىن:  ا  MIMBMA 2 

A 
B I 

A 
B 

M 

I 
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  الهندسة

  مع تمارين وأمثلة محلولة  في المستوى ملخص لدرس: الحساب المتجهي : 2مذكرة رقم      
  : ا��رسا���رات ا�����ة �� و ا�ھ�اف 

  
  
  
  
  
  

  

  

  
I. (��!"#) :ى&�)�ت ا��'�  

1. (�� �)��
*:  
AوB ������ 
��
ن. إذا ر�����
ن ����AB

����
 ���
�u

�

ن: �  


ه  .1��uا
�

)ھ" ا��!�� � )AB.  

2. $%&u
�

  .Bإ�$ A" ا��&%$ 'ھ 

3.  �(&u
�

��
u , و �*�(: ABھ" ا��! AB=
�

  

AAا������,��* +�(*:
����

  $�!�&.-م و  
��(&
ه و ��
 ا�� / �
)�*�AAا������ ا��&.-م, و  O=

���� ��
.  

:*�)�+u
�

���� وA و1 -ة ����2- "�' ا��!�"ى,  ����M 
4 %�AM u=

����� �
.  

2. :��(�  #'�وي �
:./�0#��
و�7 ' إذا 6
ن ���
 ��/ ا5!� ' ����
ه و ��/ ��"ل إن 

  ا��&%$ و ��/ ا��&)�.
3. :*(�� 12���  

:./�0#'*��u
�


��� ا������ �.�-.& � 9 ����u
�

ھ: ا������ ا��:  

&%$ ا������ /*9 

ھ&%&
ه و ��/ ا��&)� و ��
 ��/ ا5��u
�

, و 

���
� 
�� ��7u−
�

.   
ABو�-7& BA− =
���� ����

 
:*�)�+'* �ABCD  .
 9
ABر� DC=

���� �����
;�
*�ABCD .ازي أ<=ع"�  

4. :��(�
ن ' ا��!�"ى.  Bو Aل:
56* ����4&ع �����
 ���� B*�C:
' ا��!�"ى. �-7&AC CB AB+ =

����� ���� ����
.  

�0AB	�ل: EC BE CA AF EC CA AC CA+ + + = + + = + =
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ����

  
U��C�. ا������ '   :��#1/�  BC AC BA AB= − − +

��� ���� ����� ���� ����
و     

V BE DF EF AB ED FA= + + + + +
�� ���� ���� ���� ���� ���� ����

  

D!�U ا������ ' 
���

Vو  
��

  
Uا��"اب: BC AC BA AB BC CA AB AB= − − + = + + +

�� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

0U BA AB AB BB AB AB AB= + + = + = + =
�� ���� ���� ���� ���� ���� � ���� ����

  
V BE DF EF AB ED FA BE EF FA AB ED DF= + + + + + = + + + + +
�� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

0V BF FB EF BB EF EF EF= + + = + = + =
�� ���� ���� ���� ���� ���� � ���� ����

  
�F ع=>Gازي ا"�
9-ة H' ����
ء ��"ع J:  

OوA وB .� � ��! � K D�� ث=M  

��"ع ا������ 'OA
����

OBو 
����

OCھ" ا������ 
����

�% 4 7*"ن  
:9
�"ازي اG<=ع. OACBا���  

  

 �/��#2: '*��A وB وC    وD   ا��!�"ى ' D�� ث=M  
1( D�&ا� ;J�أM وN :4 %�BM AC=

����� ����
ANو    AC AD= +

���� ���� ����
              


رن ا������ ' :  )2HBD
����

MNو   
�����

  
  )1ا��"اب:

  
1(MN MA AN MB BA AC AD= + = + + +

����� ���� ���� ���� ���� ���� ����
  

MN BM BA AD AC BM BD AC= − + + + = − + +
����� ����� ���� ���� ���� ����� ���� ����

    :N&و
MN AC BD AC BD= − + + =
����� ���� ���� ���� ����

  
�/��#3 : ABC4 و�OM  ا��!�"ى ' ����  

D�&ا� �C�.�D وE :4 %�MD MA BC= +
����� ���� ����

MEو    MB CA= +
���� ���� ����

         
'  9

ھ: طC .�  ا���ABCD وACBE؟  

MD)1ا��"اب: MA BC= +
����� ���� ����

 :&.7MA AD MA BC+ = +
���� ���� ���� ����

  
 :&.7AD BC=

���� ����
   N&�"ازي اG<=عABCDو  

2(ME MB CA= +
���� ���� ����

 :&.7MA AE MA AB CA+ = + +
���� ���� ���� ���� ����

  
 :&.7AE AB CA= +

���� ���� ����
 :&.7AE CA AB= +

���� ���� ����
 :&.7AE CB=

���� ����
  

 N&�"ازي اG<=عACBEو  
 �/��#4:'* �ABC  '*��  4  و�OE .ا��� RS�&�[ ]BC  

' ا��!�"ى M :4 1و ���� CM CA CE= +
����� ���� ����

 
1(.=*T �Uأن:)2   أر ' �ACEM        ع=>Gازي ا"�  
�"ازي اG<=ع       �AEBM ' أن:)3 

  )1ا��"اب:
B*J)� ا��أ  
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O= 7*�: ان �C ' أن:)2ME AC=

���� ����
  ؟؟؟؟؟؟

: 
&7-�CM CA CE= +
����� ���� ����

 :&.7CE EM CA CE+ = +
���� ����� ���� ����

  

 :&.7EM CA=
����� ����

 :&.7ME AC− = −
���� ����

 :&.7ME AC=
���� ����

  
 N&�"ازي اG<=عACEMو  

3( C� 7*�: ان =OAE' أن: MB=
���� ����

  ؟؟؟؟؟؟

: 
&7-�AC ME=
���� ����

 :&.7AE EC MB BE+ = +
���� ���� ���� ����

  
&�RS ا���.� Eو�.�� أن :[ ]BC    : اذنBE EC=

���� ����
  

 N&AEو MB=
���� ����

 : :�
��
�"ازي اG<=ع AEBMو�  
II.:����
�د , �9 *(�  ;�ب �

1. ./�0#:'*��u
�

� و -.& � K ����k .م-.& � K 
9-دا �1 � 

u<�ب ا������ 
�

�: ا�.-د ا�%� �: k  
�� �ھ: ا������ ا��: ��

���
�: k u
�

 ::�7 
�6 ��   و ا��.�


ه ا������ •��
 ��/ ا��u
�

.  

&%$ ا������ • /�� 
��u
�

  :� :��
10k ≻ /6
. $%& 
و ��

�������u
�

 :��
1 :� 0k ≺  

وي •!7 
��(&k u×

�
. 


ن ' ا��!�"ى Bو �A	�ل: ����%�1 4 :   AB cm=   

D   : 4 %�2ACو C) أرU� ا�&��� ' 1 AB=
���� ����

3ADو     AB=−
���� ����

   
2' ��
  ADو AC: )أ1!(  ا��!

) 1ا�>&2* : 

  
2   
&7-�  (2AC AB=

���� ����
2ACاذن :   AB=

���� ����  

2ACاذن :  AB= : 2اذنAC AB= : 2اذنAC cm=  

   
&7-�3AD AB=−
���� ����

3ADاذن :   AB= −
���� ����

  

3Adاذن :  AB= 3ADاذن : − AB= : 3اذنAD cm=  

�/��#5 : '*��A وB وC .� � ��! � K D�� ث=M  

D     4 %�1أ�J; ا�&���
2

2
AD AB AC= +
���� ���� ����

    

  ا��&اب :

  
�/��#6 : ABC : : XY� 4 و�OAB i=

���� �
ACو  j=

���� �
  

 : � �
3iأ�J; ا�����
ت ا��
�

2و       j−
�

3و    2i j−
� �

  
  ا��&اب :

  
  

���� ':+�(��ت .2 B*�u
�

vو 
�

kوk 'و �*B 9-د7' �1 �    ′ 

:
&7-�( )k k u k u k u′ ′+ = +
� � �

)و    ) ( )k k u kk u′ ′=
� �

    

)و   )k u v k u kv+ = +
� � � �

1و       u u⋅ =
� �

              

0k u =
� �

 ;�
*�0k 0uأو = =
� �

.  

0 0u⋅ =
� �

0و  0k ⋅ =
� �

   
3أ�	=*: 3 7

5 5
2 2 2

AB AB AB AB
 − = − = 
 

���� ���� ���� ����                   

3 3
2 2 3

2 2
AB AB AB   = × =   

   

���� ���� ����  

( )2 2 2 2AB BC AB BC AC+ = + =
���� ���� ���� ���� �����

             

 2 0AB =
���� �

�; أن   
*�0AB =
���� �

Aأي أن:    B=       

�/��#7 : u
�

vو 
�

 :XY� .ن
����3 7 1
5 6

5 2 10
w u v u v   = − − +   

   

��� � � � �  

y :4 %� wوx'أو2- 9-د7' �1 �   x u yv= +
��� � �

.  

3ا��&اب : 7 1 21 3
5 6 3 6

5 2 10 10 5
w u v u v u v u v

   = − − + = − − −   
   

�� � � � � � � � �  

27
3

10
w u v= − −
�� � �   N&3xو = 27و     −

10
y = −  

3. ��(�� *��������* 6Aث ��?:- ا�  ا�
:./�0#'*��u

�
vو 

�
 .' �-.& � K ' ����  

u
�

vو 
�


ن إذا و2- 9-د �1 �:  � � ��!k:4 1 م-.& � K v ku=
� �

  
X �2 X ا�����
ت. � � ��! �  ا������ ا��&.-

�/��#8 : '* �ABC ���&و��*' ا� .
O�OD 4 13BD DC=
���� �����

.  

BD � ' أن: .1
����

BCو 
����

 ' �� ��!  
  Dأ�J;  ا�&���  .2


   1ا��&اب :&3)  �-7BD DC=
���� �����


*� ;�( )3BD DB BC= +
���� ���� ����

  

 ;�
*�3 3BD DB BC= +
���� ���� ����

 ;�
*�3 3BD DB BC− =
���� ���� ����

  

 ;�
*�3 3BD BD BC+ =
���� ���� ����

 ;�
*�4 3BD BC=
���� ����

 ;�
*�3

4
BD BC=
���� ����

  

: :�
��
BDو�
����

BCو 
����

 ' �� ��!  

2  (3

4
BD BC=
���� ����


ء J�5ا N&  و

  
  
 

:*�)�+'*��A وB وC وD  4 1 D�� Xأر�A B≠وC D≠.  

AB
����

CDو
����


ن إذا و ��D إذا 6
ن � � ��!( )AB و( )CD .' 7از"�  
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  :*�)�+ D�&ن ا�"*�A وB وC  إذا D��!�� � � إذا و 

[�
6AB
����

ACو
�����

 .' � � ��!  
&%�ف  NCT B6 :�
ل: OABCD  ه
�-9
H[ ]ABو[ ]CD.  

 
ABا������
ن�-7&
����

CDو
����


ن. � � ��! 
�/��#9 :  D�&ا� �C�.�A وB وM 
:4 %�2 3 3 0MA MB AB+ + =

����� ����� ���� �
  

6 � ' أن: .1

5
AM AB=
����� ����' ������� �C!&�
� ]�&�!�
ذا AM

�����
ABو  

����
  

�&��: إ�$ ا��!�� � Mا�U&�[  أن ا�&��� .2( )AB.  

2)1ا��&اب : 3 3 0MA MB AB+ + =
����� ����� ���� �

  :&.7

( )2 3 3 0MA MA AB AB+ + + =
���� ���� ���� ���� �

 :&.72 3 6 0MA MA AB+ + =
���� ���� ���� �

  

 :&.75 6MA AB= −
���� ����

 :&.75 6AM AB− = −
����� ����

 :&.76

5
AM AB=
����� ����

 

AMاذن ا������ '
�����

ABو  
����

 ' � � ��!  

2(6

5
AM AB=
����� ����

 D�&أن ا� $&.�A وB وM  وأن � � ��!

M� ��!إ�$ ا�� :��&�( )AB. 

III. :*0B5 .C��  
�+*�)1:I�.ا��� RS�&[ ]AB  [�
�%�^ إ1-ى Iإذا و ��D إذا 6

AI ) 1ا���!
و�7 ': ( IB=
���� ���

2AB ) 2أو (  AI=
���� ����

0AIأو  IB+ =
��� ��� �

   
�/��#10 : ABC4 و�OE   وF   : : 4 %�  ' ����AE CB=

���� ����
       

AFو     AB AC= +
���� ���� ����

  
1( 
 C7��� =*T ;J�أ  
&�RS ا���.�  �B ' أن  )2[ ]EF .  

  )1أ>&2* :

  
O= أن �C ' أن : 2 :�*0)7BE BF+ =

���� ���� �
  ؟؟؟؟؟

BE BF BA AE BA AF+ = + + +
���� ���� ���� ���� ���� ����


ل T �H=9 )!1  

BE BF BA CB BA AB AC+ = + + + +
���� ���� ���� ���� ���� ���� ����


ل ا��.� 
ت �.�U
�  

BE BF BA AC CB+ = + +
���� ���� ���� ���� ����

G0BAن :    AB+ =
���� ���� �

   
 ��D- ودا��ل 
T �H=9 )!10BE BF BB+ = =

���� ���� ���� �
  

 :�
��
&�RS ا���.�  Bو�[ ]EF .  
*�)�+2: .�H RS�&�� ا��� �ة � `
&�RS ا���.� I:�)(ا��

[ ]AB  ���� B*�M :
2' ا��!�"ى �-7&MI MA MB= +
���� ����� �����

 �2ھ�ن:.

 '*�� .M ,ا��!�"ى ' ����
:
&7-�( ) ( ) 2 2MA MB MI IA MI IB MI IA IB MI+ = + + + = + + =

����� ����� ���� ��� ���� ��� ���� ��� ��� ����

  
G)0IAن  IB+ =

��� ��� �
(  

���� B*� N&' ا��!�"ى �-7&
: Mو  2MI MA MB= +
���� ����� �����

  
*�)�+3(4�O :.�> :�S�& � `
a )  

'*C�ABC ن

. إذا 6O�OI �.ا��� RS�&[ ]AB وJ  RS�&

]ا���.� ]AC :ن
�1

2
IJ BC=
��� ����

.  


.  �ABC *': �2ھ�نO�OI وJ  ' �.ا��� :�S�&ھ�
 �9$ ا��"ا�: 
[ ]ABو[ ]AC.  

               :
&7-�IJ IA AJ= +
��� ��� ����

  
             1 1

2 2
BA AC= +
���� �����    

( )1 1

2 2
BA AC BC= + =
���� ����� ���� 

 : *�,6�1

2
IJ BC=
��� ����  ��(�IJ#��0 أن ا��

���
BCو 

����
 ' � � ��!  

 : N&)و ) ( )IJ BC�  

#�/��11 :ABC4 و�OE وF :4 1 ن
����  
3

4
AE AB=
���� ����

4و

3
AF AC=
���� �����

.  

1( .B*Jا� ;J�أ  

ECأ�6( 6= ' ا������ ' )2
����

BFو 
����

 ��5-�AB
����

ACو 
�����

   
)ا�U&�[ أن ا��!�� � '  )3 )BFو( )EC .ن
�"از7  

  )1أ>&2* :

  
2(EC EA AC= +

���� ���� ����

ل  اذن :T �H=9 )!1EC AE AC= − +

���� ���� ����
  

 :&.73

4
EC AB AC= − +
���� ���� ����

   :&.73

4
EC AB AC= − +
���� ���� ����

وھ: ا�&� ��  

  ا����"��
 
BFو�-7& BA AF= +

���� ���� ����

ل  اذن T �H=9 )!1

:4

3
BF AB AC= − +
���� ���� ����

  وھ: ا�&� �� ا����"��

3 
3)و2-�

4
EC AB AC= − +
���� ���� ����

3اذن : 4

4 3
EC AB AC = − + 

 

���� ���� ����  

3اذن : 4

4 3
EC BA AC = + 

 

���� ���� ����7 :&.3

4
EC BF=
���� ����  

)اذن :ا��!�� � '  )BFو( )EC .ن
�"از7  
 �/��#12:'* �ABCD 6�ه��"ازي أ<=ع O .I وJ 
ھ�

]�$ ا��"ا�: &��S: ا���.� '9 ]AB و[ ]CD.  

1 � ' أن: )1

2
OJ BC=
���� 1و      ����

2
OI CB=
��� ����

  

]ھ" &�RS ا���.� Oا�U&�[ أن )2 ]IJ.  

  )1أ>&2* :
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  4�Oا�� �C�.�ABC 
&7-�I �.ا��� RS�&[ ]AB   وO RS�&

]ا���.�  ]AC : 
&7-�  � `
a )!1 1اذن

2
OI CB=
��� ����

  

4�Oا�� �C�.�وACD &7-�
J �.ا��� RS�&[ ]DC   وO RS�&

]ا���.�  ]AC : 
&7-�  � `
a )!1 1اذن

2
OJ AD=
���� ����

  

]ھ" &�RS ا���.�  :*�(O�C ' أن : 2 ]IJ  أن ' C� 7*�: أن

:0OI OJ+ =
��� ���� �

  ؟؟؟؟؟؟؟
1 1

2 2
OI OJ CB AD+ = +
��� ���� ���� ����  


ن :  ABCDو��
 أن ��"ازي أ<=ع BC AD=
���� ����

  
: N&1و 1 1 1

2 2 2 2
OI OJ CB BC CB CB O+ = + = − =
��� ���� ���� ���� ���� ���� ��  

 : ���]�.�ھ" &�RS ا�� Oو��2 ]IJ.  

  �/��#13:'* �ABCD  ازي أ<=ع و"�E وF :4 1 ن
���� 
5

2
DE DA=
���� ����

2و     

3
CF DC=
���� ����

  

�3 ' أن: )1

2
BE DA AB= −
���� ���� ����

2و       

3
BF DC BC= +
���� ���� ����

  

�2 ' أن: )2 3 0BE BF+ =
���� ���� �

    
  D�&�� �C!&�
� ]�&�!�
ذا F وB وE؟  


ل )أ)1أ>&2* :T �H=9 )!1BE BC CD DE= + +
���� ���� ���� ����

  

ن :  ABCDو��
 أن ��"ازي أ<=ع BC AD=

���� ����
CDو  BA=

���� ����
  

5و�.�� أن : 

2
DE DA=
���� ����  

5اذن :  5 3

2 2 2
BE AD BA DA DA DA BA DA AB= + + = − + + = −
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����  


ل )بT �H=9 )!1BF BC CF= +
���� ���� ����

2اذن :

3
BF BC DC= +
���� ���� ����

  

 2(3 2
2 3 2 3

2 3
BE BF DA AB BC DC   + = − + +   

   

���� ���� ���� ���� ���� ����  

3 2 3 2DA AB BC DC= − + +
����� ���� ���� ����

�"ازي أ<=ع  ABCDو��
 أن   

ن : �CB DA=

���� ����
DCو  AB=

�� ����
  

3اذن :  2 3 2 0CB AB BC AB− + + =
���� ���� ���� ���� �

2 3BE BF+ =
���� ����

  
�ج:��G2ا 3 0BE BF+ =

���� ���� �
  :&.73

2
BE BF= −
���� ����  

  D�&ا� N&!�� � � Eو Bو Fو 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

                          
:�6,��ت 
��* ,&ل ا��رس 
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1.:

  MN               :

FI..............................

  MN     :

..................
MN

  MN     :..................
  MN     :..................

  MN     :...... :......MN =

UV
:

Uk.V =Vk'.U =

UV

:

V-U =U-V =

UV

:

VU =

2.:
•ABU =EFV =( )AB( )EF

.

•ABU =EFV =
Uk.V =:

a(U.kV =  BA.kEF =

b(0k f   UV
0k p   UV

3. /:

4.:
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6.:
e1

→→

2eA

    )e,e,A( 21

→→

y)x,(My)x,(M







y
x

M  )e,e,A( 21

→→

→→→

+= 21 ey.e.xAM
7.   /  :

  )e,e,A( 21

→→
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E
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y
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I
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8.
:

:
FDDEFE 222 +=
)yy()xx(FE 2

EF
2

EF
2 −+−=

)yy()xx(FE 2
EF

2
EF

2 −+−=

9./:
  )e,e( 21

→→

  






→

b
a

U






→

d
c

V  .bcad
db
ca

)V,U(det −==
→→
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)V,U(det
→→
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V)e,e( 21
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→
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→
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→→

= U.kV
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=
=
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=
=

ab.kad
ab.kbc

0ad-bc =

:








→

b
a

U






→

d
c

V0bcad
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ca

)V,U(det =−==
→→

10. /:

b(  )e,e,O( 21

→→
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y
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 A








B

B
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x
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C

C

y
x
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D

D

y
x

F  .

bcad
db
ca

)V,U(det −==
→→

→

U
→

V
→→

= U.kV
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.k
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=
=

b.kd
a.kc





=
=

ab.kad
ab.kbc

0ad-bc =

:








→

b
a

U






→

d
c

V0bcad
db
ca

)V,U(det =−==
→→
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  الإسقاط

  القدرات المنتظرة
  .الترجمة المتجهية لمبرهنة طاليس    - *

  مسقط نقطة على مستقيم- 1
)       ليكن  )D و (   . نقطة من المستوىM مستقيمين متقاطعين و ∆(

) و يوازي M     يوجد مستقيم وحيد مار من  )∆.  

) هذا المستقيم يقطع  )D في نقطة وحيدة 'M  

) على M تسمى مسقط M'    النقطة  )D بتواز مع ( )∆  

    
  
  
  
  

    تعريف
)       ليكن  )D و (    نقطة من المستوىM مستقيمين متقاطعين و ∆(

) على M     مسقط  النقطة )D بتواز مع ( ) هو نقطة تقاطع∆( )D مع المستقيم الموازي للمستقيم  

     (   M و المار من ∆(

) آانت إذا :ملاحظة     )M D∈ فان مسقط M على ( )D بتواز مع (   . هو نفسها∆(

   الإسقاط على مستقيم بتواز مع آخر- 2
    تعريف-أ

   ( )Dو ( )'Dمستقيمان متقاطعان   

) على المستقيم M' من المستوى بمسقطها M   الطريقة التي تربط آل نقطة  )D  بتواز مع   

)المستقيم    ) تسمى الإسقاط على ∆( )D بتواز مع ( )∆.  

ط العمودي على مستقيم الإسقا-ب  
1    تعريف  

)  الإسقاط على مستقيم )D بتواز مع مستقيم عمودي عليه يسمى الإسقاط العمودي على ( )D 

  

  
2تعريف   

) على المستقيمM     مسقط  النقطة )D يسمى المسقط العمودي  بتواز مع مستقيم عمودي عليه 

) علىMللنقطة  )D 

  خاصيات أولية- 3
1  خاصية-   أ  

 
 
 
 

) آل نقطة من   -     )Dعلى ها مسقطمنطبقة مع( )D بتواز مع ( )∆.  

)آل نقطة منطبقة مع مسقطها على -     )D بتواز مع ( ) تنتمي إلى ∆( )D 
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مفردات     
) هي نفسها علىM آان مسقط النقطة إذا - )D بتواز مع (  بالإسقاط  صامدةM إن نقول ∆(

)على )D بتواز مع ( )∆      .  

)المستقيم  - )D بالإسقاط علىصامدة ( )Dاز مع  بتو( )∆.  

: بالتعبير التالي1 نعبر عن الخاصية   

)على   مجموعة النقط الصامدة بالاسقاط  )D بتواز مع ( ) هي المستقيم ∆( )D 

  2 خاصية-  ب

  

) نقط من مستقيم A   لتكن  )D.  

) علىA  مجموعة النقط التي لها نفس المسقط  )D بتواز مع (   A هي المستقيم المار من ∆(

)  و الموازي للمستقيم  )∆  

  3 خاصية-ج

  

)        إذا آان مستقيم  ) يوازي ∆'( ) فان الإسقاط على∆( )D بتواز مع ( ) هو الإسقاط على∆( )D  

) بتواز مع     )'∆  

)    نقول إن الإسقاط على )D بتواز مع ( ) لا يتغير بتعويض ∆(   . بمستقيم له نفس الاتجاه∆(

   مسقط شكل- 4

  
    تعريف-   أ

)يكن ل     )D و ( ) و  مستقيمين متقاطعين∆( )Fو  شكلا من المستوى ( )'Fجزء من المستقيم ( )D 

)  نقول إن  )'F مسقط الشكل ( )Fإذا وفقط إذا تحقق :  

)سقط آل نقطة من م - )Fعلى ( )D بتواز مع ( ) ينتمي إلى ∆( )'F.  

)آل نقطة من  - )'F هي مسقط نقطة على الأقل من ( )Fعلى ( )D بتواز مع ( )∆.   
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   مسقط قطعة -ب

  
  ( مقبولة )  خاصية 
)ستقيم مسقطيهما على مB' و A' نقطتين مختلفتين و  B و A      لتكن  )D مستقيم بتواز مع( )∆  

]مسقط .    بالتوالي ]AB هو [ ]' 'A B  

  :ملاحظة
)     إذا آان  ) ( )//AB ' فان ∆ 'A B= ومنه مسقط  [ ]ABهي القطعة المنعدمة [ ]' 'A A.  

   مسقط منتصف قطعة- ج
    خاصية

) على مستقيمB و A مسقطي النقطتين B' و A' آانإذا   )D مستقيم بتواز مع(   : بالتوالي فان∆(

]  مسقط  منتصف القطعة  ]AB هو منتصف [ ]' 'A B.  

)الإسقاط على:  نعبر عن هذا بقولنا )D بتواز مع (   .يحافظ على المنتصف ∆(

   ومعامل الاستقامية لمتجهتينالإسقاط –  مبرهن طاليس المباشرة و العكسية متجهيا- 5
  1 نشاط-أ    

)   ليكن  )D و(    مستقيمين متقاطعين ∆(

     ; ; ;D C B Aنقط من المستوى حيث A B≠.  
 ' ; ' ; ' ; 'D C B Aمساقطها على ( )D بتواز مع ( )∆ .   

;لنفترض أن  -1 ;C B A   نقط مستقيمية حيث  AC ABλ=  

      بين أن
' '
' '

AC A C
AB A B

'أن  و = ' ' 'A C A Bλ=  

ABترض أن لنف -2 CD=                       بين أن' ' ' 'A B C D=  
CDلنفترض أن  -3 ABα=                     بين أن' ' ' 'C D A Bα=  

   في المثلثتذآير لمبرهنة طاليس المباشرة  

)من  نقطتين N وMمثلثا و  ABC    ليكن    )AB   

)و  )ACعلى التوالي   

) إذا آان        ) ( )// 'BC MN فان 
AM AN
AB AC

=  

  تصحيح النشاط

بين أنن -1
' '
' '

AC A C
AB A B

'  و = ' ' 'A C A Bλ=  

) و الموازي لـ A'المستقيم المار من نعتبر  )ABويقطع   

( )'BB و ( )'CC في عل التوالي   E و F  

A'باعتبار المثلث  BE و التوازي ( )BE مع ( )CF  

س نحصل على  وتطبيق خاصية طالي
' ' '
' ' '
A F A C
A E A B

=  

    'ABEA و 'ACFA الأضلاع متوازيا   
'و منه  ; 'A E AB A F AC= =  

حسب طاليس فان
' '
' '

AC A C
AB A B

=   
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ACوحيث أن  ABλ= فان  
' '
' '

AC A C
AB A B

λ= =     

' ومنه ' ' 'A C A Bλ=    

;النقط و حيث أن  ;C B A و النقط ' ; ' ; 'C B Aفي نفس الترتيب و  AC ABλ=    

'  فان ' ' 'A C A Bλ=  
  
'بين أن ن -2  ' ' 'A B C D=  
  
  
  
 AB CD= تكافئ ABDCمتوازي الأضلاع   

) مسقطها على I' و ABDC مرآزI   ليكن )Dبتواز ( )'D  

IB;  لدينا  IC IA ID= − = −   

') 1(  ومنه  حسب  ' ' ' ; ' ' ' 'I B I C I A I D= − = −  

'  إذن  ' ' 'A B C D=  
'بين أن ن -3  ' ' 'C D A Bα=  
  

CD   لدينا  ABα= نعتبر E حيث AB CE=  
CD  ومنه  CEα=  

'نستنتج ) 2(و) 1(  وبالتالي حسب  ' ' 'A B C E=  
'       و  ' ' 'C D C Eα=  

'      إذن  ' ' 'C D A Bα=  
  
   متجهياالمباشرة طاليس مبرهنة  -ب

)  ليكن        )D و ( ; مستقيمين متقاطعين و ∆( ;C B A حيثمستقيمية نقط  A B≠   

' إذا آان        ; ' ; 'C B A مساقط ; ;C B A بالتوالي على ( )D بتواز مع (    و آان  ∆(

   AC ABλ= ن فا' ' ' 'A C A Bλ=  
   الإسقاط و تساوي متجهتين-ج

  مبرهنة

   ; ; ;D C B Aو  نقط من المستوى  ' ; ' ; ' ; 'D C B A  مساقطها بالتوالي   

CD    إذا آان  AB= فان ' ' ' 'C D A B=  
  الاستقامية لمتجهتين الإسقاط ومعامل -د  

  مبرهنة

   ; ; ;D C B Aو  نقط من المستوى  ' ; ' ; ' ; 'D C B A مساقطها بالتوالي   
) مستقيمعلى    )D مستقيم بتواز مع( )∆    

CD    إذا آان  ABα= فان ' ' ' 'C D A Bα=  
   يحافظ على معامل استقامية متجهتين     نعبر عن هذا بقولنا الإسقاط

  تمرين

 نقطتين حيث F وE مثلثا و ABC        ليكن 
1 1;
4 4

AF AC AE AB= ) نعتبر=   مستقيم يقطع∆(

  ( )ACو لا يوازي ( )BCلتكن 'Eو 'Fو 'Bو 'C المساقط العمودية بالتوالي Eو Fو Bو C على 

( )∆  

   بين أن 
1' ' ' '
4

E F B C=  
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  تمرين

]تصف   منI مثلثا  و ABC      ليكن  ]BC  و E و F   نقطتين حيث 
1

4
AE AB−

 و =
3
4

AF AC=  

) تقاطع J          نعتبر  )AI و ( )EF و 'B و 'C مسقطا B و C على ( )AI بتواز مع ( )EF  

]نتصف   مI  بين أن -1       ]' 'B C  

 بين أن  -2
1 '

4
AJ AB−

 و =
3 '
4

AJ AC= 

2 بين أن  -3 ' 'AI AB AC=  AJ بدلالة AI و استنتج +
 
   نتائج-ذ

   و المسافةالإسقاط
    نتيجة

)  ليكن        )D و ( ; مستقيمين متقاطعين و ∆( ;C B A حيثمستقيمية نقط  A B≠   

)   و  )AB لا يوازي ( )∆  

' إذا آان        ; ' ; 'C B A مساقط ; ;C B A بالتوالي على ( )D بتواز مع ( )∆    

     فان 
' '
' '

AC A C
AB A B

=  

' يمكن أن يكونملاحظة  'AB A B≠ نعبر عن هذا بقولنا الإسقاط لا يحافظ على المسافة  
  الإسقاط و المحور

       نشاط
)  ليكن        )D و ( ) مستقيمين متقاطعين  و ∆( );L O I محور حيث ( )L و (    غير متوازيين∆(

)على بالتوالي I وO مسقطي I' و O'   و  )D بتواز مع ( )∆    

  xأفصول نقطة M في المحور ( );L O I و 'M على مسقطها( )D بتواز مع ( )∆  

) في المحور M'   حدد  )'; 'O I∆  

  
  نتيجة

)  ليكن        )D و ( ) مستقيمين متقاطعين  و ∆( );L O I محور حيث ( )L و (    غير متوازيين∆(

)على بالتوالي I وO مسقطي I' و O'   و  )D بتواز مع ( )∆ .   

   M نقطة من ( )L و 'M على مسقطها( )D بتواز مع ( )∆ .  

) في المحور M أفصول xن آا إذا   );L O I فان x هو أفصول النقطة 'M في المحور ( )'; 'O I∆  

  متجهيا لعكسيةاطاليس رهنة مب - ر
        نشاط

)  ليكن        )D و ( ; مستقيمين متقاطعين و ∆( ;C B Aقط من مستقيم  ن( )L  

AC     حيث  ABλ=   و ' ; 'B Aي مسقطA و Bبالتوالي على ( )D بتواز مع ( )∆  

'       و  ' ' 'A C A Bλ=  
)على C مسقط 1C      لتكن  )D بتواز مع ( )∆.  

1       بين أن  'C C=  
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   العكسيةةالمبرهن

)  ليكن        )D و ( ; مستقيمين متقاطعين و ∆( ;C B A حيثمستقيمية نقط  A B≠   

'     إذا آان ; 'B Aي مسقطA و Bبالتوالي على ( )D بتواز مع ( AC و آان∆( ABλ=و  

' ' ' 'A C A Bλ= فإن'Cمسقط Cعلى   ( )'D بتواز مع ( )∆  

   و مجموع متجهتينالإسقاط - 6
      نشاط
)  ليكن              )D و (    مستقيمين متقاطعين∆(

    ; ; ; ; ;F E D C B A  حيث  نقط من المستوى   AB CD EF+ =  

 ' ; ' ; ' ; ' ; ' ; 'F E D C B Aمساقطها على ( )D بتواز مع ( )∆  

CD نقطة حيث S  لتكن  BS= و 'S على مسقطها( )D بتواز مع ( )∆  

'بين أن  -1 ' ' 'C D B S= و ' ' ' 'E F A S=  

'استنتج أن  -2 ' ' ' ' 'A B C D E F+ = 

 
  رهنةمب  

) ليكن      )D و ( ;     و  مستقيمين متقاطعين∆( ; ; ; ;F E D C B A  قط من ن  

' و المستوى  ; ' ; ' ; ' ; ' ; 'F E D C B Aمساقطها على ( )D بتواز مع ( )∆  

ABن  إذا آا CD EF+ ' فان = ' ' ' ' 'A B C D E F+ =  
   أفصول المسقط العمودي لنقطة على محور- 7
  

  
    خاصية

) على المحور M المسقط العمودي لنقطة H آان إذا    );D O I حيث ( )1OI  قياس الزاوية α  و =

( )IOM فان أفصولHهو :  

*                 - cosOM α 0   إذا آان 90α≤ ≤ °  
*                 - ( )cos 180OM α− ° 90   إذا آان − 180α° ≤ °≺  
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 تمارين
   1تمرين

DAB( متوازي الأضلاع ABCD    ليكن  
 و)  زاوية منفرجةEو F نقطتين   

    حيث 
2 1
3 3

AF AD AE AB= = −  

) تقاطعK  ليكن  )ACو ( )EF . نعتبر'Bو 'DمسقطاBو  Dعلى ( )AC بتواز مع( )EF  

]بين أن  -1 ]AC و [ ]' 'B Dلهما نفس المنتصف   

بين أن -2
2 1' '
3 3

AK AD AK AB= = −   

 AK بدلالة ACعبر عن  -3
  2تمرين

]  قاعدتيه  شبه منحرفABCD      ليكن  ]ABو [ ]CD 2 حيثCD AB= و Iتقاطع قطريه .  

) على I مسقط E    نعتبر  )CD بتواز مع ( )BC و F مسقط I على ( )CD بتواز مع ( )AD  

 بين أن -1       
1
3

AI AC= و   
1
3

BI BD=  

EC بين أن -2        DF= استنتج أن [ ]EF و [ ]CDلهما نفس المنتصف   

 
  3تمرين

AM نقطة بحيث M مثلثا و ABC       ليكن  ABα= } و ⋅ }* 1α ∈  على M مسقط Nنعتبر  . −

( )AC بتواز مع ( )BC و H المسقط العمودي للنقطة A على ( )BC.  

) تقاطع I       ليكن  )MN و ( )AH   

MNبين أن  -1 BCα= AI و ⋅ AHα= ⋅  

2بين أن  -2

'
S
S

α= حيث  S و 'S  مساحتا المثلثين AMN و ABCعلى التوالي   
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 I.:الإسقاط على مستقیم بتواز مع مستقیم

تعریف:   1-I  لیكنD و   مستقیمین متقاطعین في المستوى وMن المستوى.نقطة م  

على Mمسقط النقطة D  بتواز مع ھو النقطةM  تقاطع المستقیمین D و المستقیم المار منM لمستقیمو الموازي ل .  

Mمن المستوى بمسقطھا  Mالعلاقة التي تربط كل نقطة على D بتواز مع  تسمى الإسقاط على المستقیم D تواز معب .

  

نعتبر الإسقاط علىملحوظة: D بتواز مع .  

M  --- مسقطMیعني أن M D و   MM  .  

Mقط- المس   للنقطةM  لا تتغیر إذا عوضنا المستقیم  بأي مستقیم

  یوازیھ.

تنتمي إلى  M- إذا كانت Dفان مسقطھا على D واز مع مستقیم بت

 .(نقول ان نقطة صامدة) ھي نفسھا  

  مثال:
و  Oمتوازي أضلاع مركزه ABCDلیكن مستقیما یوازي AB.  

- بما أن  B BCو   AB  فانB ھي مسقطA على BC 

بتواز مع .

  

I-2 الإسقاط العمودي:

لیكن  D مستقیما

  نقطة من لمستوى. Mو

علىM- المسقط العمودي للنقطة  D  ھي النقطة

M تقاطع المستقیم D و المستقیم المار منM

 

و العمودي على D.  

من المستوى M- العلاقة التي تربط كل نقطة 

بمسقطھا العمودي على  D تسمى الإسقاط

العمودي على D. 

 
 

  

 

 

 D

 

  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

:
  TCS - TCT ����ى ا��را#�:        ا������
 ا��ه���
05:+�د ا���+�ت    : ا-#��ذ  رشيد بلمو رشيد بلمو

 وادي الذھب
الاسقـاط
درس

الإسقاط العمودي علىملحوظة:   D  ھو حالة خاصة للإسقاط على

المستقیم  Dبتواز مع مستقیم  عمودي على



D

.  

تعریف:

نعتبر مستقیمین D و   منسوبین إلى

معلمین ,A B و ,A C  على التوالي و لتكنM .نقطة من المستوى

علىMھي مسقط 1Mإذا كانت  D بتواز مع 2.وM  ھي

على Mمسقط  بتواز مع D1.فانAM x AB
 

و 

2AM y AC
 

في المعلم 1Mھو أفضول xحیث   ,A Bو

y 

في المعلم2Mھو أفصول  ,A C:1. لدینا 2AM AM AM 
  

أي  

AMأن x AB y AC 
  

.  

I-3 الإسقاط على محور:

** تمرين تطبيقي : (01 - س)

** تمرين تطبيقي : (03 - س)

** تمرين تطبيقي : (02 - س)
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II. :مبرھنة طالیس و مبرھنتھا العكسیة

  
باشرة:II-1 مبرھنة طالیس الم

 1و 2 مستقیمان متوازیان و مختلفان و 1D و 2D .مستقیمان حیث: یقطع و في و على التوالي

  
 1یقطع 1D و 2D  فيAوA  .على التوالي 2یقطع 1D و 2D  فيBوB  .على التوالي  

إ

ذا كان مستقیم 1  یوازى 1و 2 و یقطع 1D و 2D  فيMوM  :على التوالي فان
AM A M

AB A B

 


 
  

شبھ منحرف قاعدتاه ABCDمثال: AB و CD احسب .BC:علما أن   AB MN  

لیكن بتعبیر لخر: D و  مستقیمین متقاطعین  

AوB وC ة حیث:ثلاث نقط مستقیمی AB لا یوازي 
.  

Aإذا كانت  وB  وC   على التوالي مساقط النقطAوB و
C .  

على D بتواز مع  فان
AB A B

AC A C

 


 
.  

II-2 مبرھنة طالیس العكسیة:

 1Dو 2D  قطعا.مستقیمان متوازیان 

 1 و 2 مستقیمان بحیث 1  

یقطع 1D و 2D فيA وB على التوالي و 2  یقطع

 1Dو 2D فيA   وB .على التوالي  

نقطة من Mإذا كانت 1 وM  نقطة من 2 

Aبحیث: M AM

A B AB

 


 
  

و

A وM وB مرتبة على المستقیم 1  بنفس ترتیب النقطA  وM 
 

و

B على 2  فان   1MM D  ;    2MM D  .  

لیكن  بتعبیر لخر: Dو D  مستقیمین غیر موازیین لمستقیم ثالث .AوB
 

نقطتان مختلفتان من D وA  وB  مسقطیھما على D  بتواز مع  إذا كانت.

C نقطة من DوC   نقطة من D :بحیث A B AB

A C AC

 


 
مرتبة  Cو Bو Aو

على المستقیم D  النقط بنفس ترتیبA وB  وC  على D   فانC  ھي مسقط

Cعلى D  بتواز مع .  

III. :الحفاظ على معامل استقامیة متجھتین  

لیكنخاصیة: D  و  مستقیمین متقاطعینA وB وC وD نقطا من المستوى وA  وB  وC  وD   ھي على التوالي مساقطھا

على D بتواز مع إذا كانت.AB k AC
 

Aفان  B k A C   
 

CD. إذا كانت  k AB
 

Cفان  D k A B   
 

.  

AD= 4 ; AN=1 ; BM=2 و 
.

** تمرين تطبيقي : (04 - س)

** تمرين تطبيقي : (05 - س)
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 المستقيم في المستوى
  القدرات المنتظرة

  دسة التالفية و الهندسة المتجهية بواسطة الاحداثياتنترجمة مفاهيم و خاصيات اله  - *
  . الأداة التحليلية في حل مسائل هندسيةل استعما- *
I-شرط استقامية متجهتين–تين  متجهتساوي  – احداثيتا نقطة –  معلم مستوى    
  ا نقطة إحداثيت– معلم -1  

   مسقطها على P نقطة من المستوى و M غير مستقيمية و  ثلاث نقطO و J و Iلتكن    نشاط    
              ( )OI بتواز مع ( )OJ و Q مسقطها على ( )OJ بتواز مع ( )OI   

    أنشئ الشكل -1       
)النسبة للمعلم بP أفصول x  باعتبار -2        );O I و  y أفصول Q بالنسبة للمعلم ( );O J  

  OJ و OI  وy و x بدلالة OM        أآتب 
      --------------------------  
   الشكل-1      

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)علىM مسقط P   لدينا-2        )OI بتواز مع ( )OJ و Qمسقط M على( )OJ بتواز مع ( )OI   

)              ومنه  )OPMQ متوازي الأضلاع و بالتالي OM OP OQ= +  

) بالنسبة للمعلمP أفصول x           و حيث أن );O I و  y أفصول Q بالنسبة للمعلم ( );O J  

OP            فان  xOI= و OQ yOJ=  

OM              ومنه  xOI yOJ= +  
) ثلاث نقط غير مستقيمية فاننا نقول ان الزوج O و J و I           و بما أن  );x y  زوج احداثيثيM  

)         بالنسبة للمعلم  ); ;O I J أو المعلم ( ); ;O OI OJ نكتب ( );M x y  

  1تعريف
)تحدد معلما في المستوى نرمز له بـ O و J و Iآل ثلاث نقط غير مستقيمية      *   ); ;O I J أو 

( ); ;O OI OJ  

  ترميز و مصطلحات 
)المستقيم  - )OIيسمى محور الأفاصيل   

)المستقيم  - )OJيسمى محور الأراتيب  

)إذا آان  - ) ( )OI OJ⊥ فان ( ); ;O OI OJيسمى معلما متعامدا  

)إذا آان  - ) ( )OI OJ⊥ و OI OJ= فان ( ); ;O OI OJيسمى معلما متعامدا ممنظما . 

  2تعريف
)         نقول ان الزوج );x y زوج إحداثيتي النقط M في المعلم ( ); ;O OI OJ إذا وفقط إذا آان 

OM xOI yOJ= )     نكتب + );M x y  

  M يسمى أفصول x         العدد 
  M يسمى أرتوب y         العدد 
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   تساوي متجهتين– إحداثيتا متجهة -2  
   احداثيتا متجهة- أ  

   نشاط        
)       نعتبر المستوى  )P معلم إلى منسوب ( ); ;O OI OJ و  u متجهة معلومة .  

u حيث M       أنشئ  OM=  
)       باعتبار  );M x y بالنسبة للمعلم ( ); ;O OI OJ أآتب u بدلالة x و y  

     -----------------------  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

OM        لدينا  xOI yOJ= u   ومنه + xOI yOJ= +  
)         الزوج  );x y زوج احداثيثي u نكتب   ( );u x y  

  تعريف
)   في المعلم u        زوج احداثيثي  ); ;O OI OJ هو زوج إحداثيتي النقط M في المعلم ( ); ;O OI OJ   

OMحيث  u= نكتب     ( );u x y  

)    اذا آان  );M x y في المعلم ( ); ;O OI OJ فان زوج احداثيثي u هو   ( );x y نكتب ( );u x y  

  خاصية
)   المستوى منسوب إلى معلم  ); ;O OI OJ.  

   ( );u x y و ( )' '; 'u x y متجهتان و α و β عددان حقيقيان   

u     زوج إحداثيتي المتجهة  vα β+ هو ( )'; 'x x y yα β α β+ +  

  متجهتين  تساوي -ب 
  خاصية

)   في مستوى منسوب إلى معلم  ); ;O OI OJ   نعتبر،( );u x y و ( )' '; 'u x y متجهتين   

     'u u= اذا وفقط اذا آان   'x x= و 'y y=  

  AB احداثيتا - د 
  خاصية 

)   في مستوى منسوب إلى معلم     ); ;O OI OJ،آان   إذا ( );A x y و ( )'; 'B x y فان ( )' ; 'AB x x y y− −  

   تمرين
)  في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم          ); ;O i j،  

) نعتبر  النقط    )1;2A و ( )3; 1B − ) و − )3; 2C ) ومتجهتين − )2;3u ) و− )2;4v.  

  v وu و المتجهتين C وB وAأنشئ النقط  -1

 و AC وABحدد زوج إحداثيتي آل من  -2
12
2

u v− 

AB حيث Dحدد زوج إحداثيتي -3 BD= 
] منتصفIحدد زوج إحداثيتي -4 ]AB 

www.adirassa.com



3

  تمرين   
3    متجهتين غير مستقميتين حيث j و i و  متجهتين غير مستقميتينv و uلتكن            2u i j= −  

4و  3v i j= − +  

) الأساس في v و u داثيتيإح   حدد  );i j  

) الأساس في j و i إحداثيتي   حدد  );u v  

   شرط استقامية متجهتين-3 
   محددة متجهتين-أ    

    تعريف
)لتكن      );u x yو ( )'; 'v x yمتجهتين   

'      العدد  'xy x y− يسمى محددة المتجهين uو v) نرمز له بـ) الترتيب في هذا( )det ;u v أو 
'
'

x x
y y

 

'     نكتب 'xy x y−=
'
'

x x
y y

=( )det ;u v  

   
)   نعتبر مثال     )2;3u ) و− )2;4v و  ( )5;0w −  

)           حدد  )det ;u v و ( )det ;u w  

) لتكن -   ب );u x yو ( )'; 'v x yغير منعدمتين   

  *     uو v مستقيميتان تكافئ u kv=  
x'                                  تكافئ  kx= و 'y ky=  

'         ومنه ' ' ' ' ' 0xy x y kx y kx y− = − =  
'     نفترض  ' 0xy x y− ' و= 0x ≠   

نضع      *   
'
x k
x

x' ومنه = kx=  

'         و بالتالي  ' 0xy x y− y' تكافئ = ky=  
u         إذن  kv=  
' منعدما فانv أوu     إذا آان  ' 0xy x y− =  

  خاصية   
)=0 مستقيميتين إذا وفقط إذا آان v وu    تكون  )det ;u v  

)  غير مستقيميتين إذا وفقط إذا آان  v وu   تكون  )det ; 0u v ≠  

  مثال
)      لتكن  )2 1;1u ) و+ )1; 2 1v )  و − )1; 2w −  

  w وu ثم v وu      أدرس استقامية 
  تمرين 

)       في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  ); ;O i j، 

 نعتبر النقط   
1 ;3
2

A  
 
 

) و  )2; 2B − ) و − )1;4C  ومتجهة ( )1;3u   

  u و المتجهة C وB وAأنشئ النقط  -1
) و u حيث xحدد  -2 )2;5v x   مستقيميتان−

 ية مستقيمC وB وAبين أن النقط  -3
   منظم متجهة-4   

  ى معلم متعامد ممنظم      في مستوى منسوب ال

) آان إذا - );u x y 2 فان 2u x y= +  
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) آان إذا - );A AA x y  و ( );B BB x y فان( ) ( )2 2
B A B AAB x x y y= − + −  

 
 II-المستقيم في المستوى   

  مستقيم معرف بنقطة ومتجهة - 1
  ة غير منعدمة  متجهu نقطة وA   لتكن 
)  نحدد  )D مجموعة النقط M حيث ;t AM tu∈ =   

   
          

AB     لنضع  u=  
  *     ( )D ≠ ) لان ∅ )B D∈  

t;علم أن ن     *  AM tAB∈ ) تكافئ = )M AB∈  

            ( ) ( )D AB=  

      ( )D يسمى المستقيم المار من Aو الموجه بـ u  

  تعريف      
   متجهة غير منعدمةu نقطة وAكن          لت

t; حيث M    مجموعة النقط  AM tu∈   بـ   نرمز له u و الموجه بـA من المستقيم المار  هي=
   ( );D A u  

  ملاحظة       
   غير منعدمتين v وu      لتكن 

) مستقيميتين فان v وuإذا آان       *  ) ( ); ;D A u D A v=  

) إذا آان       * );B D A u∈فان ( ) ( ); ;D A u D B u=   

 *      AB موجهة للمستقيم ( )AB  

  2- تمثيل بارامتري لمستقيم
)     في مستوى منسوب إلى معلم  ); ;O i jنعتبر ،( )Dمستقيم   

)   مار من النقطة  )0 0;A x y و( );u α βموجهة له   

     
     ( )M D∈ تكافئ توجد t حيث  من AM tu=  

0      تكافئ              

0

x x t
t

y y t
α
β

= +
∈ = +

  

0    النظمة 

0

x x t
t

y y t
α
β

= +
∈ = +

   تسمى تمتيل بارامتري 

)   للمستقيم  )D المار من( )0 0;A x y والموجه بـ( );u α β   

  مبرهنة وتعريف   
          

)لى معلمالمستوى منسوب ا ); ;O i jو ( );u α β متجهة  غير منعدمة و ( )0 0;A x yنقطة .  

)  آل مستقيم  )D مار من( )0 0;A x y وموجه بـ( );u α β0   له نظمة على شكل

0

x x t
t

y y t
α
β

= +
∈ = +

   

0   النظمة 

0

x x t
t

y y t
α
β

= +
∈ = +

) تسمى تمتيل بارامتري للمستقيم  )D المار من( )0 0;A x yه والموج 

)بـ     );u α β  
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  تمرين   
)      في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  ); ;O i j ، 

)نعتبر النقط   )2;1A ) و − )0; 2B ) و − )1;4Cومتجهتين  ( )2;3u ) و− )4; 6v −.  

   لتكن 
2
1

x t
t

y t
= −

∈ = +
) تمثيلا بارامتريا لمستقيم  )∆  

)أنشئ المستقيم -1 )D المار من Aو الموجه بـ u  و  المستقيم ( )∆  

) حدد تمثيلا بارامتريا للمستقيم-أ -2 )D 

) أعط ثلاث نقط تنتمي إلى المستقيم-       ب )D  

) تنتميان الى المستقيمC و B هل النقطتين - ج       )D   

   مستقيميتانv وu بين أن - أ-3 
) حدد تمثيلا بارامتريا لـ -    ب );D C v .ماذا تلاحظ  

) حدد تمثيلا بارامتريا للمستقيم -4   )AC  

  ملاحظة  
    آل مستقيم يقبل ما لا نهاية من التمثيلات البارامترية

   معادلة ديكارتية لمستقيم-3 
   مستقيم معرف بنقطة و متجهة-   أ

) في مستوى            )P منسوب إلى معلم( ); ;O i j ، 

)نعتبر  )Dقطة  مستقيم مار من الن( )0 0;A x y و( );u α βموجهة له .  

)   لتكن  );M x y نقطة من ( )P  

    ( )M D∈ تكافئ AM و uمستقيميتان   

0 تكافئ                 

0

0
x x
y y

α
β

−
=

−
  

0 تكافئ                  0 0x y y xβ α α β− + − =  
0    نضع  0 ; ;c y x a bα β β α= − = − =  

   ( )M D∈ 0 تكافئax by c+ + ) حيث = ) ( ); 0;0a b ≠  

  مبرهنة   
  وب إلى معلم     في مستوى منس

)     آل مستقيم    )D 0 له معادلة على شكلax by c+ + )      حيث = ) ( ); 0;0a b ≠.  

   العكس  *
) اعداد حقيقية حيث c و b و a لتكن                ) ( ); 0;0a b ≠  

)  لنحدد              )D مجموعة النقط ( );M x y0 حيثax by c+ + =  

0a   لنفرض أن  ≠   

    ( )Dن   غير فارغة لأ( );0cC D
a
− ∈ 

 
  

)   لتكن  )0 0;A x y تنتمي الى ( )D 0 ومنه 0 0ax by c+ + =  

0   وبالتالي   0c ax by= − −  

        ( ) ( );M x y D∈0 تكافئax by c+ + =  

0                     تكافئ           0 0ax by ax by+ − − =  

)                              تكافئ  ) ( )0 0 0a x x b y y− + − =  

0                              تكافئ 

0

0
x x b
y y a
− −

=
−
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) و AM                              تكافئ  );u b a−مستقيميتان   

)                              تكافئ  );M D A u∈  

     مبرهنة 
) في مستوى منسوب إلى معلم مجموعة النقط        );M x y   0     حيثax by c+ + =   

)   و ) ( ); 0;0a b )مستقيم  هي ال≠ )Dالموجه بـ ( );u b a−  

0ax المعادلة  by c+ + ) حيث = ) ( ); 0;0a b ) تسمى معادلة ديكارتية للمستقيم ≠ )D الموجه 

)بـ );u b a−  

 
  تمرين

)مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم        في  ); ;O i j نعتبر  النقطة ،( )2;1A )  و − )1;2u.   

2   لتكن  3 1 0x y− + ) معادلة ديكارتية لمستقيم = )Dو  
1 5
2 2

x t
t

y t
= +

∈ = −
تمثيل بارامتري  

 لمستقيم 
  ( )'D  

)حدد معادلة ديكارتية لمستقيم  -1   u و موجه بـA مار من ∆(

)أعط ثلاث نقط من المستقيم  -2 )Dو متجهة موجهة له . 

) معادلة ديكارتية للمستقيم حدد -3 )'D .أنشئ الشكل. 

  ملاحظة   
0ax ، المعادلتان kلكل عدد حقيقي غير منعدم   *  by c+ + 0akx و = bky kc+ +   متكافئين، فهما =

 معادلتان 
  لنفس المستقيم     
   .ستقيم مالا نهاية من المعادلات المتكافئةللم  * 

   حالات خاصة -ب  
  المستقيم القاطع لمحوري المعلم   * 

)    يقطع مستقيم )Dمحوري معلم في نقطتين مختلفتين ( );0A a و ( )0;B b آان إذا و فقط إذا 

)للمستقيم  )D 1 معادلة ديكارتية  على شكلx y
a b
+ 0a حيث = 0b و ≠ ≠  

  المستقيم الموازي لمحور الأراتيب  * 
  خاصية     

x      يكون مستقيم مواز لمحور الأراتيب اذا و فقط آان له معادلة من   نوع c=  
     
  
  

) ليكن ملاحظة     ) ( ); 0;0a b ≠  

0ax    تكون  by c+ +    معادلة مستقيم مواز لمحور =
0bالأراتيب إذا و فقط إذا آان      =  

  * المستقيم الموازي لمحور الأفاصيل
     خاصية
y مستقيم مواز لمحور الأراتيب اذا و فقط آان له معادلة من   نوع     يكون c=.  
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  المستقيم غير الموازي لمحور الأراتيب * 
   ( )P مستوى منسوب إلى معلم ( ); ;O i j   

    ( ) : 0D ax by c+ + =  

    ( )D 0 غير مواز لمحور الأراتيب تكافئb ≠  

)      إذن معادلة )D تصبح 
b cy x
a a
−

= −  

c;      نضع  ap m
b b
− −

= ) معادلةنإذ    = )D تكتب y mx p= +   

y    بالعكس  نعتبر  mx p= )  معادلة+ )D  

)    ومنه  )1;u m موجهة لـ ( )D و لدينا ( )det ; 0u j ≠  

)    إذن  )Dزي محور الأراتيب لا يوا.  

  خاصية   
   ( )Pمستوى منسوب إلى معلم   

)     يكون المستقيم  )D آانت معادلة إذا وفقط إذا غير مواز لمحور الأراتيب ( )D على شكل 
y mx p= +  

) يسمى المعامل الموجه للمستقيم m      العدد  )D  

)      المتجهة )1;u m موجهة للمستقيم ( )D  

y      المعادلة mx p= ) تسمى المعادلة المختزلة للمستقيم + )D  

  ةملاحظ    

)    اذا آان  );u α β موجهة لمستقيم غير مواز لمحور الأراتيب فان المعامل الموجه له هو العدد 
β
α

  

  تمرين     
)           في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  ); ;O i j ،  

)بر  النقطة      نعت )2;1A )  و − )
1 3

:
2

x t
t

y t
= +

∆ ∈ = − +
.   

)حدد المعادلة المختزلة للمستقيم  -1 )D المار من Aالموجه   و معامله
1

2
−

.  

) حدد المعامل الموجه للمستقيم-2        .  ثم معادلته المختزلة∆(

 III - الأوضاع النسبية لمستقيم 
 التوازي - 1

       ( ) ( )1 2: 0 ; : ' ' ' 0D ax by c D a x b y c+ + = + + =  

      ( );u b a−موجهة لـ ( )1Dو ( )' '; 'u b a−موجهة لـ ( )2D  

       ( ) ( )1 2//D Dتكافئ ( )det ; ' 0u u =  

'                            تكافئ  ' 0ab a b− =  
  1مبرهنة    
)   ليكن         )P مستوى منسوب إلى معلم ( ); ;O i j    و ( ) ( ); 0;0a b ) و≠ ) ( )'; ' 0;0a b ≠ .   

)نعتبر              ) ( )1 2: 0 ; : ' ' ' 0D ax by c D a x b y c+ + = + + =  

     ( ) ( )1 2//D D اذا و فقط اذا آان ' ' 0ab a b− =  

  2مبرهنة    
)      ليكن  )P مستوى منسوب إلى معلم ( ); ;O i j   و ( ) ( )1 2: ; : ' 'D y mx p D y m x p= + = +  

       ( ) ( )1 2//D Dاذا و فقط اذا آان 'm m=  
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8

  مثال     
    ( ) ( )1 2: 2 3 4 0 ; : 4 6 1 0D x y D x y− + = − + + =  

)     هل )1D و ( )2Dمنفصلا أم منطبقان   

   اطعالتق -2   
  1مبرهنة   

)     ليكن  )P مستوى منسوب إلى معلم ( ); ;O i j     و ( ) ( ); 0;0a b ) و≠ ) ( )'; ' 0;0a b ≠.   

) نعتبر          ) ( )1 2: 0 ; : ' ' ' 0D ax by c D a x b y c+ + = + + =  

     ( )1D و ( )2D متقاطعان  اذا و فقط اذا آان ' ' 0ab a b− ≠  

      و زوج  إحداثيتي تقاطعهما هو حل النظمة    
0

' ' ' 0
ax by c
a x b y c

+ + =
 + + =

  

  2مبرهنة    
)      ليكن  )P مستوى منسوب إلى معلم ( ); ;O i j  و ( ) ( )1 2: ; : ' 'D y mx p D y m x p= + = +  

        ( )1D و ( )2Dمتقاطعان   اذا و فقط اذا آان'm m≠  

         و زوج  إحداثيتي تقاطعهما هو حل النظمة
' '

y mx p
y m x p

= +
 = +

  

)   مثال ) ( )1 2: 3 5 0 ; : 2 1 0D x y D x y+ − = + − =  

)    تأآد أن  )1D و ( )2D  متقاطعان  وحدد تقاطعهما  

   التعامد- 3
     نشاط
)     ليكن           )P مستوى منسوب إلى معلم ( ); ;O i j     و ( ) ( ); 0;0a b ) و≠ ) ( )'; ' 0;0a b ≠.   

) نعتبر          ) ( )1 2: 0 ; : ' ' ' 0D ax by c D a x b y c+ + = + + =  

)       ليكن  ) الموازي لـ ∆1( )1D و المار من O و  ( ) الموازي لـ ∆2( )2Dر من  و الماO  

)حدد معادلة ديكارتية لكل من  -1 ) و ∆1( )  ثم تأآد أن ∆2( ) ( )1;A b a− ∈ ) و ∆ ) ( )2' '; 'A b a− ∈ ∆  

)اذا آان  -2 ) ( )1 2D D⊥ ما طبيعة المثلث ، 'OAA 

)بين أن  -3 ) ( )1 2D D⊥ آان إذا وفقط إذا ' ' 0aa bb+ = 

)*تذآير  ) ( )2 2
B A B AAB x x y y= − + −  

 *        ABC مثلث   
           ABC قائم الزاوية فيA2ذا وفقط اذا آان  ا 2 2BC AB AC= +  

  
  خاصية   

  م نعتبر.            في مستوى منسوب إلى معلم م
    ( ) ( ): 0 ' : ' ' ' 0D ax by c D a x b y c+ + = + + )   حيث = ) ( ) ( ) ( ); 0;0 ; '; ' 0;0a b a b≠ ≠  

              ( ) ( )'D D⊥ إذا و فقط إذا آان ' ' 0aa bb+ =  

  نتيجة   
      ' 1mm = −( ) ( ): ' : ' 'D y mx p D y m x p= + = +  

                   ( ) ( )'D D⊥ إذا و فقط إذا آان   

) نعتبرمثال ) ( ): 2 3 1 0 ' : 3 2 5 0D x y D x y− + − = + + =    

)بين أن  ) ( )'D D⊥  
   تمرين

)منظم نعتبر       في مستوى منسوب إلى معلم متعامد م )2;1A و    ( )1;3B −  
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)و  )D مستقيم مار من Aو موجه بـ ( )2;3u  

)بين أن  ) ( )D AB⊥  
  

------------------------------------------------------------------------  
  

  تمرين

] منتصف I نقط حيث K و J وI مثلثا و ABC         ليكن  ]BC و 
1 3;
4 2

CK AC AJ AB= − = .  

)    ننسب المستوى إلى معلم  ); ;A AB AC  

  K و J وI حدد إحداثيات النقط-1  
   مستقيمية K و J وI بين أن النقط -2  
) حدد تمثيلا بارامتريا للمستقيم -3   )IJثم حدد معادلة ديكارتية  له .  

  تمرين 
)      في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  ); ;O i j نعتبر النقطتين ،( )2;1A ) و− )2;4B و  

( )5;2u   

)و       ) : 2 3 1 0D x y− + ) و= ) ( ): 1 2 3 0mD m x my− − + =  

)حدد معادلة ديكارتية للمستقيم  -1   u و الموجه بالمتجهةA المار من∆(

)تأآد أن  -2 )D و (  . متقاطعان و حدد تقاطعهما∆(

) حيث m حدد -أ -3 ) ( )// mD D 

) حيثm حدد -ب ) ( )mD D⊥  

)قيمات  أنشئ المست- أ-4     ) ( ) ( )2 1 0; ;D D D  

 بين أن جميع المستقيمات تمر من النقطة –        ب 
33;
2

C  
 
 

  

  تمرين 
)   نعتبر  ) ( ) ( )0;2 ; 6.7 ; 10;3C B A  

  ABC   حدد معادلة ديكارتية لكل متوسط للمثلث
  .ABC مرآز ثقل G   حدد زوج إحداثيتي 

  تمرين 
] متوازيي الأضلاع حيث    EFGH و ABCD       ليكن  )E AB∈ و [ )G AD∈  

)    أثبت أن المستقيمات  )BGو ( )ED و ( )CFيمكن اعتبار المعلم  (  اما متوازية   إما متقاطعة

( ); ;A AB AD(   
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uتوى ونقطة من المس Aلتكنتعریف:


  متجھة غیر منعدمة. 

AMمن المستوى التي تحققMمجموعة النقط  tu
 

tحیث  .  

uو الموجھ بالمتجھة Aھي المستقیم المار من


.و نكتب ;D A u


.  

  تمثیل بارامتري لمستقیم: .2

لیكن تعریف: , ,O i j
 

معلما للمستوى P و لتكن 0 0;A x y نقطة من P و ;u a b


  عدمة.متجھة غیر من 

النظمة  0

0

;
x x at

t
y y bt

 


 
للمستقیم  اتسمى بارا متری Dالمار من 0 0;A x y و الموجھ بالمتجھة ;u a b


.  

نعتبر النقطةمثال: 3; 5A  و المتجھة 2;3u 


  

تمثیل بارامتري للمستقیم ;D A u


 ھو:  
3 2

;
5 3

x t
t

y t

 


  
  

كل مستقیم ملحوظة: D.یقبل ما لا نھایة من التمثیلات البارامتریة  

III. :معادلة دیكارتیة لمستقیم في المستوى  

لیكن خاصیة: , ,O i j
 

قیممعلما.كل مست D  0في المستوى لھ معادلة على الشكلax by c  0حیثa  0أوb   تسمى معادلة

دیكارتیة للمستقیم D.  

.................برھان:

** تمرين تطبيقي : (07 - س)  

  

لیكن خاصیة: , ,O i j
 

0aأعدادا حقیقیة حیث cو bو aمعلما و  0 أوb .  

مجموعة النقط  ;M x y0بحیثax by c   ھي موجھ بالمتجھة ;u b a


.  

.................برھان:

** تمرين تطبيقي : (08 - س)  

** تمرين تطبيقي : (09 - س)  

** تمرين تطبيقي : (10 - س)  

  

IV. :الأوضاع النسبیة لمستقیمین  

قیمین باستعمال صیغتي معادلتیھما المختصرة.لقد تعرفت في السنة الفارطة على توازي مست

نعتبر المستقیمینخاصیة:   : 0D ax by c   و  : 0a x b y c       

 D  و :0متوازیان إذا و فقط إذا كانab a b  .  

برھان:

خاصیة:  :D y mx p و  : y m x p     

   D :یعني أنm m   

mیسمى میل المستقیم D أو المعامل الموجھ للمستقیم D.  

نعتبر في المعلم المتعامد الممنظم مثال:  , ,O i j    المستقیمین D  و 
   :  

  : 2 3 1 0D x y   و  : 4 6 7 0x y     

حدد المعامل المجھ لكل من المستقیمین  .1 D  و     

ھل  .2   D  ؟                                             

.................

** تمرين تطبيقي : (11 - س)  
www.adirassa.com
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  الهندسة  
  مع تمارين وأمثلة محلولة  ملخص لدرس: المستقيم في المستوى : 6مذكرة رقم  

��ة �� ا��رس : ا�ھ�اف �  وا���رات ا��
  
  
  
  

  

  

  
I.  !�  إ#�ا"��ت ��% :- إ#�ا"��ت �
'ى:-أ��س �)'ى .1(� *+,�  

iإذا ���� :1/,�.-
�

jو
��

)������� ��� ���������� ��ن ا�وج  ),i j
� ��

 

�ى.����  "��! أ���� 

�ى و  Oإذا ���� :�2.-/,���)��$# �� ا ),i j
� ��

�ى ��ن  ����أ��س 

( ), ,O i j
� ��

�ى.����'  �& ا(� �  ھ

                                                         *���� ���,� *+,�  

  
2. : %��*� :/,�.- إ#�ا"��ت �

( ), ,O i j
� ��

+�,- ���(�OI i=
��� �

 

OJو j=
���� ��

#$�� .*.M  ى������ ا

�2/ زوج و�0/"( ),x y  

:+�,-OM x i y j= +
����� � ��

ا�وج و  

( ),x y�4إ0/ا ��' �M& ا�5$#ھ(�)�& ا ), ,O i j
� و    ��

6�*�( ),M x y  

7�+�	�ل� &� :ABC ���� 3إذا 2AM AB AC= −
����� ���� �����

   
  #$�5�' ��Mن زوج إ0/ا��4& ا(�)�& ا ), ,A AB AC

�� ���� ������)ھ )3, 2−.  

3. : !�� �  إ#�ا"�
�*� �1�2  و /,�.-:( ),i j

� ��
#���� .*�ى. ����uأ���� 
�

�2/ زوج  "

)و�0/ ),x y +�,-u xi yj= +
� ��� ���

)وا�وج ),x y  &��4زوج إ0/ا !��"

#����uا
�

)و �*�6  ),u x y
�

إذا  

)��ن ),u x y
�

)و  ),u x y′ ′ ′
��

��ن:  

u u ′=
� ��

xت*��8 x ′= 
yو y ′=.  
  

AB#�ا"�� ا���! إ .4
����

:  
: �1�2 �*�( ), ,O i j

� ��
���.إذا ����(�( ),A AA x y و( ),B BB x y 

) ��ن: ),B A B AAB x x y y− −
����

  

)إذا ���� �	�ل: )1, 4A )و− )3,7B )��ن − ),B A B AAB x x y y− −
����

  

)أي أن )( )3 1,7 4AB − − − −
����

 &��) و -� )4,11AB −
����

  

4 و�5;: 11AB i j= − +
���� � �

  

5. ��!���:-إ#�ا"��ت ���'ع ���
�د # �5  !�  إ#�ا"��ت �7ب �
)�)�=� �& ا>��س �	�ل: ),i j

� ��
  �������)ا )3, 2u −

�
)و  )5,1v −

�
 

: #���u 0/د زوج إ0/ا��4& ا�����ت ا v+
� �

5uو  
�

3و    2u v−
� �

    

) ا�9'8  : )3, 2u −
�

 &5("3 2u i j= −
� � �

  

( )5,1v −
�

 &5("5v i j= − +
� � �

  

3و�5; :  2 5 2u v i j i j i j+ = − − + = − −
� � � � � � � �

)أي :   )2, 1u v+ − −
� �

  

 #����5uزوج إ0/ا��4& ا
�

�)ھ )( )5 3,5 2× )أي − )5 15, 10u −
�

  

3 2 9 6 10 2 19 8u v i j i j i j− = − + − = −
� � � � � � � �

)أي :   )3 2 19, 8u v− −
� �

 

6. : ,%: -;�� �  إ#�ا"�
)إذا ���� �1�2 : ),A AA x yو( ),B BB x y   

]�A�5@ ا�$)# Mو ]AB :ن��,
2 2

A B A Bx x y y
M

+ + 
 
 

  

]�A�5@ ا�$)# M 0/د زوج إ0/ا��4&�	�ل: ]AB   

( )3,1A و( )1,2B −  

; ا��'اب :
2 2

A B A Bx x y y
I

+ + 
 
 

  &5("3 1 2 1
;

2 2
I

− + 
 
 

  &5("3
1;

2
I  
 
 

  

7. :��%�  ا��)���8  5 �
: �1�2�*�( ), ,O i j

� ��
��� ��)��/ا ����B5. إذا ����: (�  

 ( ),A AA x yو( ),B BB x y :ن��( ) ( )2 2

B A B AAB x x y y= − + −  

)ا����# -�� ا�5$����	�ل: )3,1A و( )1,2B �' ��)��/ ��B5' ھ&: −(� &�  

( ) ( )2 2

B A B AAB x x y y= − + )أنأي − ) ( )2 2
1 3 2 1AB = − − + −  

 :&��17ABو -� = 

�.��/1:  'B5�� /��(�� '�(� !�5�ب إ��ى ا���)�& ا ); ;o i j
� �

 

  :D�5)�)�=� ا )1,2A,( )3, 1B − −,( )3, 2C − �������)وا )2,3u −
�

)و  )2, 4v
�

   

1.  #$�50D +�0AB/د زوج إ0/ا��4& ا BD=
���� ����

  
]�0I  @A�5/د زوج إ0/ا��4&  .2 ]AB  

3. :#��� BCو  ACو AB أ6�0 ا�����ت ا
/"�5 :1 ا�9'8  :( AB BD=

���� ����
 : �5"/) و  );B A B AAB x x y y− −

����
  

( )3 1; 1 2AB − − − −
����

  &5("( )4; 3AB − −
����

  

( );D B D BBD x x y y− −
����

  &5("( )3; 1D DBD x y+ +
����
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  : �5"/AB و BD=
���� ����

اذن :  
3 4

1 3
D

D

x

y

+ = −
⇔  + = −

7

4
D

D

x

y

= −
 = −

  

2( ;
2 2

A B A Bx x y y
I

+ + 
 
 

  &5("1 3 2 1
;

2 2
I

− − 
 
 

  &5("1
1;

2
I  − 
 

  

3( ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
3 1 1 2 16 9 25 5B A B AAB x x y y= − + − = − − + − − = + = =  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
3 1 2 2 4 16 20C A C AAC x x y y= − + − = − + − − = + =  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
3 3 2 1 36 1 37C B C BBC x x y y= − + − = + + − + = + =  

II. :��!��  ����  =�ط ا�
�*� �1�2  و /,�.-:( ),u x y

�
)و  ),v x y′ ′

�
 �������  

�5�ب إ! ا>��س ��ى ا���)�� ا ),i j
� ��

  

u
�

vو 
�

���������0xyن إذا و ��D إذا ��ن:  x y′ ′− =  

xyا)/د xy′ ′− �������u"��! �,/دة ا
�

vو 
�

G��س  #=�5�-( ),i j
� ��

  

)و �*�6:  )det ,
x x

u v xy x y
y y

′
′ ′= = −

′
� �

  

)�)�=� �& ا>��س �	�ل: : ),i j
� ��

  �������)ا )3, 2u −
�

)و  )6,4v −
�

  

uھ.
�

vو 
�

  ��������� ؟ 
  :  �,�6 ا�,/دة : 1ط�"�#  ا��'اب :

 ( ) ( ) ( )3 6
det ; 3 4 6 2 12 12 0

2 4
u v

−
= = × − − × − = − =

−

� �  

uو�5; 
�

vو 
�

 ���������  
) : 2ط�"�#  )3, 2u −

�
 &5("3 2u i j= −

� � �
  

( )6,4v −
�

 &5("6 4v i j= − +
� � �

  

( )6 4 2 3 2 2v i j i j u= − + = − − = −
� � � � � �

uو�5; 
�

vو 
�

 ���������  

�.��/2:   'B5�� /��(�� '�(� !�5�ب إ��ى ا���)�& ا ); ;o i j
� �

  

  :D�5�1)�=� ا
,3

2
A
 
 
 

,( )2, 2B − −,( )1,4C  #����)و ا )1,3u
�

  

0x  +�,-u/د  .1
�

)و   )2,5v x −
�

  ���������ن 

2.  D�5  �������#Cو  Bو A-�� أن ا

u) 1ا��'اب :
�

vو 
�

  : &5(" ���������( )det ; 0u v =
� �

  

 : &5("1 2
0

3 5

x −
=  : &5("( )5 1 3 2 0x× − − =   

 : &5("5 3 6 0x− + =  : &5("11

3
x =  

2( 1
2 ; 2 3

2
AB

− − − − 
 

����  &5("5
; 5

2
AB

 − − 
 

����  

   1
1 ;4 3

2
AC

 − − 
 

����  &5("1
;1

2
AC

 
 
 

����  

( )
5 1

5 5
det ; 02 2

2 2
5 1

AB AC
−

= = − + =
−

���� ����  

ABو�5; 
����

ACو
����

  : &��  ��������� و-�
 D�5  �������#Cو  Bو Aا
III. : !��%  و ����* �,�ف 8(�  

1. :*��(��  !9'�  !��  
:-.�,/ �*�( )D���J��K� ���$�� �� ��" �������A وB.  

#���� .�u
�

 #�������AB �5)/�# و �������# �L ا
����

  ت��!  
'������ #�2�� #����( )D.  

M أن N� ل���( )D�� ��"A �2; -�����#و �u
�

   MN� �5"/  و

AB
����

'������ #�2�� #����( )AB.  

)�)�=� ا�����'�	�ل: )D ;�1yاNي �)�د x= −  

) 0/د ����# ���2# ل )D  

)ا�5$��نا��'اب: )1;0A  و( )0; 1B −!)ت����5ن إ )D.  

)إذن:  )1; 1AB − −
����

'������ #�2�� #����( )D.  

:-.�,/�*�A ى و������u$# �� ا
�

 .#�/(5� ��� #����  

 D�5�P# ا���MQ�,ت &��ى ا�����AM ا tu=
����� �

 �0+t ∈ℝ.  

2; -�����# Aھ& ا�����' ا��ر ����uو ا
�

).و �*�6 );D A u
�

  

2. :*��  /�	�? �8را��ي ��)
)�)�=� ا�5$#�	�ل: )3; 5A و  −

#����)ا )2;3u −
�

  

'������)0/د ت�S�7 -�را���ي  );D A u
�

   

): ا��'اب )3 2
;

5 3

x t
t

y t

= −
∈ = − +
ℝ  

)�. �����' �+A'ظ : )D.#"را����=  "�=. �� U ���"# �� ا��T�7ت ا

�ى  :3/��.����)�& ا ); ;o i j
� �

  :D�5)�)�=� ا )2,1A −,( )3,7B 

������' �0/د ت�T�7 -�را����" .1 ( )AB 

2.  Lت��ط D�� 0/د'�����) ا )AB'�(��ري ا,� L�  

)  )1ا��'اب : )3 2;7 1AB + −
����

 
 : &5("( )5;6AB

����  

 #$�5)ا�����' "�� �� ا )2,1A ABو −
����

  ; #�2��  

)اذن : ) ( )2 5

1 6

x t
AB t

y t

= − +
∈ = +
ℝ  

2( :.�V��<ر ا�,� L� Lط���6 أ) ا 1 0y t⇔ = + =1

6
t = −  

5 2x t= − &5("17

6
x = −���17طL ھ& : و�5; ��$# ا

,0
6

C − 
 

  

�ر ا>رات�6 :,� L� Lط���5 أ) ا 2 0x t⇔ = − =2

5
t =  

6 1y t⇔ = + &5("2 17
6 1

5 5
y= × + 17و�5; ��$# ا���طL ھ& : =

0,
5

D 
 
 

  

IV. �5 ا *��'ى:�,�د�  د.�Bر/�  ��)(��  
: �1�2 �*�( ), ,O i j

� ��
'����� .�.���(�( )D  #�ى ; �)�د��� �& ا

 .*W�! اP0ax by c+ + =+�00a≠ 0أوb ≠  # ھ& �)�د

'������)د"*�رت�#  )D.( );u b a−
�

��2# ل  � #����( )D  

�' ا��)��/ ا��B5' : �1	�ل:4/��.�(�)�)�=� �& ا ), ,O i j
� ��

 D�5 ا

 ( )2;4A   و( )5; 1B −'������)0/د �)�د# د"*�رت�#  )AB. 

    1ط�"�#ا��'اب :

( ) ( ),M x y AB∈ &5("AM
�����

ABو  
����

 ����������  

 &5("( )det ; 0AM AB =
����� ����

  &5("2 3
0

4 5

x

y

−
=

− −
)>ن:  )2, 4AM x y− −

�����
)و  )3, 5AB −

����
  

 &5("( ) ( )5 2 3 4 0x y− − − − =  &5("5 10 3 12 0x y− + − + =  

 &5("5 3 22 0x y− − + =( )AB

�! اW*. ::2ط�"�#  P 6�*ت '����� #�' أن �)�د(�0ax by c+ + =( )AB

و�)�' أن :   
 

( )3, 5AB −
����

 :  ; #�2�� #����( ),AB b a−
����
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اذن  :

 
3b− 5aو = = اذن  : −

 
3b = 5aو − = −  

و�5;:
 ( )AB 5 3 0x y c− − + =  

  �P +,="�6 اXن ا
 
c    :أن '�(�( )A AB∈ Q�,اذن ا0/ا��4ت; ت  

  : #)ا�)�د )AB 5 2 3 4 0c− × − × + = : &5("

 

22c =  

و�5;:
 ( )AB 5 3 22 0x y− − + =  

�' ا��)��/ ا��B5' : �2	�ل:5/��.�(�)�)�=� �& ا ), ,O i j
� ��

 #$�5  ا

 ( )1;2A   #����)و ا )2;1u −
�

  

1. '������) 0/د �)�د# د"*�رت�#  )D  : #$�5)ا��ر �� ا )1;2A 

  #�����-  ;2��uو ا
�

  

2.  #$�5)ھ. ا )0;5B  '������)ت��5&  )D؟  

)0/د ��$# أ�Yى ت��5& ل  .3 )D    

):  1ط�"�#)1:ا��'اب  ) ( ),M x y D∈ &5("AM
�����

uو  
�

 ����������  

 &5("( )det ; 0AM u =
����� �

  &5("1 2
0

2 1

x

y

− −
=

−
)>ن:  )1, 2AM x y− −

�����
  

 &5("( ) ( )1 1 2 2 0x y− + − =  &5("1 2 4 0x y− + − =  

 &5("2 5 0x y+ − =( )D

�! اW*. ::2ط�"�#  P 6�*ت '����� #�' أن �)�د(�  

 ( )D

 

0ax by c+ + و�)�' أن : =
 

( )2,1u −
�

 :  ; #�2�� #����
 ( ),u b a−
�

اذن  :  
 

2b− = 1aو − اذن  : =
 

2b 1aو = =  
و�5;:

 1 2 0x y c+ + =    �P +,="�6 اXن ا
 
c

  
�' أن: (�( )A AB∈  : #2اذن ا0/ا��4ت; ت,�Q ا�)�د 4 0c+ + =  

: &5("

 

5c=−:;5و�
 ( )D 2 5 0x y+ − =

  2(
 ( )0,5 ????B  

  #$�5�ض -�0/ا��4ت ا(�B   '�����)�& �)�د# ا )D  

0 2 5 5 10 5 5 0+ × − = − = ≠

 

اذن :
 ( )B D∉

  
3��[��� &$(�(x �P +,=و� #��\y  #)�& �)�د )D]*(  أو ا

 L^� : T7�1x =
 

  &5("2 4y=   &5("2y و�5; :=
 ( ) ( )1;2C D∈  

: �1�2 �*�( ), ,O i j
� ��

��� و(�a وb وc  #����0 ادا/Pأ  

0+�0a 0b أو ≠ ≠ D�5�P# ا���.( );M x y+�,-0ax by c+ + =  
 #�����- ;2�)ھ& �����'  � );u b a−

�
.  

�' ا��)��/ ا��B5' �	�ل: :6/��.�(�)�)�=� �& ا ), ,O i j
� ��

  '�����  ا

( )D  :  ;�2اNي �)�د 5 4 0x y− + =  

1.   '������ #�����-  #�2�)0/د ����# � )D  

2.   '�����)أر�' ا )D 

0ax)1ا��'اب:  by c+ + =              2 5 4 0x y− + =  

اذن :
 

2a=5وa و�5;  : −=
 

( ) ( )5,2 ,u u b a⇔ −
� �

��2; ل �( )D  

����J ت����5ن ل  2�K� ���$�� �P +,=��' ا�����' "*J& ا(( )D  

V. :�����(��  �C(�  ا�و�7ع ا�
 &�[�V )��ل��ازي �������� -���! تP #رط�J�/ ت)��� �& ا�5# ا  

  �)�د����� ا��A�Kة.

 : �1�2�������)��)�=� ا ) : 0D ax by c+ + )و = ) : 0ax by c′ ′ ′∆ + + =  

( )D  و( ��0�از"�ن إذا و ��D إذا ��ن:∆(ab a b′ ′− =.  

)�8ھ�ن: )و ∆( )D  ��� ��������از"�ن ")5& أن ا������� ا��  

)�������ن أي أن:  ),U b a−
���

)و   ),V b a′ ′−
��

0ab ���������ن.")5& أن: ab′ ′− =  

)�)�=� ا�������� :�1	�ل ) : 2 6 0D x y− + )و = ) : 2 4 1 0D x y′ − + + =     

  ��-( ) ( )D D′�  
'ابا��

  ( ) ( )2 2 4 1 4 4 0− × − − × = − )اذن:   = ) ( )D D′�  

�.��/7:  /��(�� '�(� !�5�ب إ��ى ا��� �)�=��& ا
)��B5' ا�������ت: ) 0236:1 =++ yxD   و( ) 0123:2 =−− yxD      

     : #���)و اD�5 ا )2,1A      و( )2,3 −B  
)-�� أن  .1 )1D و( )2D    ���(ط)�ن و 0/د ��$# ت��ط����  

2.  '������)0/د �)�د# د"*�رت�#  )AB  .  
3.  ��������� &=�5�_L ا)0/د ا )1D  و( )AB      .  

������'    �0/د ت�T�7 -�را ���" .4( )ا��ر ��  ∆( )2,1C  

 '�������ازي �)و ا )1D   . 

ا��'اب
1(

:
  ( ) ( )6 2 3 3 12 9 21 0× − − × =− − =− )اذن:  ≠ )1D و( )2D ط)�ن����  

:#����,/"/ ��$# ا���طL �,. ا�B5# ا
 

6 3 2 0

3 2 1 0

x y

x y

+ + =
 − − =

  

6 3 2

3 2 1

x y

x y

+ = −
 − =

)1(  #�B5  و���)�. ا0/ى ا$�ق ,. ھNه ا

) #�B56) ھ&: �1,/دة ا 3
21 0

3 2
∆= =− ≠

−
�  و �5; ا�B5# ت�=. T0 و�0/ا:ھ

2 3

1 2 1

21
x

−
−

= =−
∆

و 

6 2

3 1 12 4

21 7
y

−

= = =−
∆ −

  : Lط���1و �5; ��$# ا 4
;

21 7
H
 − − 
   

2�' أن �)�د(�:( '����� #( )AB: .*W�! اP 6�*ت
 
 

0ax by c+ + =

و�)�' أن :  
 ( )2, 4AB −
����

 :  ; #�2�� #����
 ( ),AB b a−
����

اذن  :  
 

2b− اذن  : −=4aو =
 

2b=− 4وa=−:;5و�
 

4 2 0x y c− − + =  

  �P +,="�6 اXن ا
 
c   :أن '�(�( )A AB∈ :Q�,اذن ا0/ا��4ت; ت  

 : #4ا�)�د 4 0c− − + = : &5("

 

8c و�5;:=
 

4 2 8 0x y− − + =

  :&5("
 ( )2 2 4 0x y− + − = :&5(" ( )AB

 
2 4 0x y+ − =

  3( ( ) 0236:1 =++ yxD 2و 4 0x y+ − =( )AB
 

  

( ) ( )6 1 3 2 6 6 0× − × = − )اذن:  = )1D و( )AB ��"از���  

4( ( )∆  '�������ازي "( )1D �2# ل��)")5& ا����# ا )1D  

)ھ& أ"^� ���2; ل  )∆  

) اذن : ),u b a−
�

)أي   )3,6u −
�

��2; ل �( ) 0236:1 =++ yxD  

)و-�� أن )∆  �� ��"( )2,1C :ن��
 
( ) ( )1 3

2 6

x t
t

y t

= −∆ ∈ = +
ℝ

  
�.��/8: ��������)�)�=� ا ) :3 5 6 0D x y− + =      ( ) : 0D x y′ − =  

*. �� ا�����' �0/د ت�T�7 -�را����" .1( )D  و( )D′  

2.  '������)0/د �)�د# د"*�رت�#  )ا��ر ��  ∆( )1,0B 

�ازي ل�)و ا )EC  +�0( )3,3E  و( )4,0C  

3.  D�5)ت��ط0I  L/د إ0/ا��4ت ا )و∆( )D 0ا��4تو إ/ 

  #$�5)ت��طJ  Lا )و∆( )D  

]�J  @A�5-�� أن  .4 ]IB 

أ9'8 :
)) أ) ����# ���2# ل1 ) :3 5 6 0D x y− + ھ&: =

 ( ),u b a−
�

أي: 
 ( )5,3u
�

  
'�����)�,/د ��$# "�� ���5 ا )D:

  

: T7� L^� 
0x =

)اذن :  ) : 3 0 5 6 0D y× − + =  
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   &5("
6

5
y )و�5; = )6

0,
5

I D ∈ 
 

��ن: و�5; 
 
( ) ( )

0 5

6
3

5

x t
D t

y t

= +
 ∈ = +

ℝ
  

��2# لب)  ����� #( ) : 0D x y′ − ھ&: =
 ( ),u b a′ −
��

أي: 
 ( )1,1u′�

  
'�����)�,/د ��$# "�� ���5 ا )D′

  

: T7� L^� 
0x =

)اذن :  ) : 0 0D y′ − =  

 &5("
0y =

); و�5 ) ( )0,0O D′∈  

��ن: و�5; 
 
( ) ( )0 1

0 1

x k
D k

y k

= +′ ∈ = +
ℝ

  
2(( )∆  �� ��"Bازي ل�)و " )EC :اذن

 
EC
����

��2# ل � #����( )∆  
:�5"/)و )1; 3EC −

����
 :L� #ر����)و-� ),EC b a−

����
 :  /��1b=− 3وa=−  

و�5;:
 

3 0x y c− − + =  

)و�)�' أن:  )∆  �� ��"( )1,0B:Q�,اذن ا0/ا��4ت; ت  

 : #3ا�)�د 0 0c− + + = : &5("

 

3c ) و�5;:= )∆
 

3 3 0x y− − + =

)ت��طI  Lإ0/ا��4ت  )أ)3   )و∆( )D  

:#����,/"/ ��$# ا���طL �,. ا�B5# ا
 

3 5 6 0

3 3 0

x y

x y

− + =
− − + =

)1(   

 #�B5  و���)�. ا0/ى ا$�ق ,. ھNه ا

 ���L ا�)�د��� ط�ف $�ف ��5/:
3

6 9 0
2

y y= ⇔ − + =  

:/��  #�"d �& ا�)�د(� و-�
1

2
x = ⇔

3
3 3 0

2
x− − + =  

  : Lط���1و �5; ��$# ا 3
;

2 2
I  
 
   

)ت��طJ  Lإ0/ا��4ت  )ب)3 )و∆( )D′  

:#����,. ا�B5# ا
 

0

3 3 0

x y

x y

− =
− − + =  

0x y x y= ⇔ − �"d �& ا�)�د#  ا>�Yى ��/: =(�و-�

3 3 0x x− − + =3

4
x = ⇔3

4
y = ⇔  : Lط���3و �5; ��$# ا 3

;
4 4

j 
 
   

]�J  @A�5)�=�� أن 4 ]IB 

J*" IJ& أن �=�� أن  : JB=
��� ���

؟؟؟
        

 : �5"/1 3
;

4 4
IJ  − 
 

���  �5"/1و 3
;

4 4
JB
 − 
 

IJ: اذن��� JB=
��� ���

] �J@A�5و�5; ]IB

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
  
 

  
  
  

www.adirassa.com



1

 1 الجزء– الحساب المثلثي
  القدرات المنتظرة

استعمال المحسبة العلمية لتحديد قيمة مقربة ازاوية محددة بأحد نسبها     - *
 .المثلثية والعكس

 التمكن من النسب المثلثية للزوايا الاعتيادية وتطبيق مختلف العلاقات  - *

  الدورة الأولى
   ساعة15
  

I-و اضافات تذآير   
  ذآير أنشطة للت-1 

  1تمرين     
4OAنعتبر الشكل التالي حيث  3AB و =  H  و=

) على Aلـ المسقط العمودي  )OB :    

  OB أحسب -1       

)أحسب /  أ-2        )cos AOB ثم استنتج قيمة مقربة  

AOBلقياس الزاوية                
   

  OHاستنتج المسافة /           ب

) أحسب -3        )tan AOB ثم استنتج ( )sin AOB  

     
  2تمرين    

5AB بحيث              نعتبر الشكل التالي 4EF  و = =  
                                                                            B  

  
                                                               A                           

  
                             O    
                                                               E           F  

)       أحسب  )cos AOE ثم استنتج  ( )sin AOE  

   زاوية مرآزية–هندسية الس اقو الاووحدات قياس الزوايا  - 1
   أنشطة-1   

)       لتكن        )C دائرة مرآزها O و شعاعها  R .نعتبر A و B و C 

)نقط من Mو   B' و A' و )C   بحيثα قياس  للزاوية الهندسية 

AOM 
 بالدرجة  

 
   اتمم الجدول التالي-1      

AOA'  الزاوية المرآزية 
   AOB 

   AOC 
   'AOB

∨ 
 
 

  AOM 
   

  °α          قياس الزاوية المرآزية بالدرجة

طول القوس الهندسية المرتبطة 
  l          بها

و  Rπ متناسبة °270 و °135 و °90 و °180 بين أن -2         
2
Rπ

 و 
3
4
Rπ

 و 
3
2
Rπ

    على التوالي

  R و π و αبدلالة l حدد -3      
) من ةنقطM' لتكن -4       )C  سية حيث طول القوس الهند[ ]'AM هو R.  
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AOM' قياس الزاوية المرآزية β          حدد  
 بالدرجة .  

     وحدات قياس الزوايا  -2    
  .اد و الراديانلقياس الزوايا هناك ثلاث وحدات هي الدرجة و الغر               

          تعريف الراديان/ أ    
  .  R ، تحصر قوسا دائرية طولها R الراديان هو قياس زاوية مرآزية، في دائرة شعاعها              

   rad أو rdنرمز لها بـ       
200                ملاحظة     180rd grπ = =  )   gr : يرمز للغراد (    
       نتيجة / ب   

  قياسها بالغراد فان z قياسها بالدرجة و  y قياس زاوية بالراديان و  x إذا آان         
180 200

x y z
π
= =  

  .   قياس قوس هندسية هو قياس الزاوية المرآزية التي تحصرهقياس قوس هندسية/ ج    
   طول قوس هندسية /د     

  .Rα ، فان طول هذه القوس هو Rفي دائرة شعاعها  قياس قوس هندسية بالراديان، α  إذا آان        
     ملاحظة    

  .الزاوية المرآزية التي تحصرها هو قياس 1طول قوس هندسية، في دائرة شعاعها              
       تمارين تطبيقية

  1تمرين      
            اتمم الجدول التالي

  °0  °30  °45    °90           قياس زاوية بالدرجة

    قياسها بالراديان
3
π

        

  2تمرين      
5AB مثلثا متساوي الاضلاع حيث ABC ليكن              cm= و نعتبر ( )C الدائرة التي مرآزه Aو تمر   

BAC طول القوس الهندسية المحصورة بالزاوية المرآزية l      أحسب .B     من  
   

II- الدائرة المثلثية   
  توجيه مستوى -توجيه دائرة  -1    

)       لتكن  )Cمرآزها  دائرة O و شعاعها R و Iمن نقطة  ( )C.+                     

) لندور حول I       لو أردنا أن ننطلق من  )C لوجدنا أنفسنا أمام منحيين ، .  

)      توجيه الدائرة  )C أو مباشرا(  هو اختيار أحد المنحيين منحى موجبا ( 

  ).أو غير مباشر( و الآخر منحى سالبا       
  .      عادة نأخذ المنحى الموجب المنحى المعاآس لحرآة عقارب الساعة 

)  تسمى أصل الدائرةI      النقطة  )C.  

  .     عندما توجه جميع دوائر المستوى توجيها موحدا فإننا نقول إن المستوى موجه
   الدائرة المثلثية-2    

  . مزودة بنقطة أصل و موجهة توجيها موجبا1    الدائرة المثلثية هي دائرة شعاعهاتعريف       
  

                                                                      +  
                                                                       I     

  
  
 III–ةل المنحنييصا الأف.  

  لنقطة على الدائرة المثلثيةالرئيسي  الأفصول المنحني -1   
)تكن  ل           )C دائرة مثلثية أصلها I . نعتبر المجال] ];π π− أفصول 0 حيث I في المحور العمودي 

)على  )OI .حدد محيط الدائرة وشعاع الدائرة.  

[         إذا لففنا القطعة الممثلة للمجال ];π π− على الدائرة ( )C نلاحظ أن آل عدد α من] ];π π−  ينطبق

) من Mمع نقطة وحيدة   )C و آل نقطة M من ( )C تمثل عدد وحيد αمن ] ];π π−  

  
 1       O 
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  M لـ ي يسمى الافصول المنحني الرئيسα      العدد 
  
  

     خاصية و تعريف   
)تكن ل                 )C مثلثية أصلها  دائرةI.  

) من Mآل نقطة            )C تمثل عدد وحيد αمن ] ];π π− و آل 

[ منαعدد ];π π− يمثل  نقطة وحيدة   M من ( )C.      

  M لـ ي يسمى الافصول المنحني الرئيسα العدد 

IOM     قياس الزاوية الهندسية ملاحظة       
  هو αراديان  

  
                 1تمرين     

) مثلثية               على دائرة  )C أصلها I. أنشئ النقط A و B و C و 

D و E و F و G و H التي افاصيلها المنحنية الرئيسية هي 
6
π

 و 
4
π

 و 

3
π

 و 
3
4
π

 و 
6
π

 و −
4
π

 و −
3
π

 و −
3
4
π

   على التوالي−

  2تمرين    
        ( )C دائرة مثلثية أصلها I .  الرئيسيةحدد الأفاصيل المنحنية 

 يلي الممثلة في الشكل آما;A';A; J'; J; I';I  Bللنقط      
                                              
        

  
  
  
  
 
 
 
 
 

   لنقطة على الدائرة المثلثيةةل المنحنييصا الأف-2   
)نعتبر            )C دائرة مثلثية أصلها I . نعتبر المحور( ) ( ),D I E∆ = 

)حيث ) ( )OI ⊥ ∆ .  

) من M نقطة لتكن          )C أفصولها المنحني الرئيسي α.  

 اذا لففنا المستقيم العددي M         لنحدد آل الأعداد التي تنطبق مع 
)على  )C 

) على نلاحظ اننا اذا لففنا المستقيم العددي الممثل لـ )C النقطة M 
   الأعدادتنطبق مع 

........... 4 ; 2 ; ; 2 ; 4 ..............α π α π α α π α π− − + +  
 M لنقطة الأفاصيل المنحنية آل هذه الأعداد تسمى

2kα تكتب بشكل عام عل شكل الأعدادنلاحظ أن هذه  π+ حيث k ∈  
  تعريف      

) نقطة من دائرة مثلثية  M             لتكن  )C أصلها I . و ليكنα 
  رئيسيأفصولها المنحني ال

2kα             آل عدد يكتب على الشكل  π+ بحيث k عنصر من  
  .Mيسمى أفصولا منحنيا للنقطة 
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 ذات الافصولين المنحنيين الرئيسيين B و Aتين  للنقط حدد الأفاصيل المنحنية    تمرين     
5
π

 و 
2
3
π

− 

  على التوالي
)   تمرين     )C دائرة مثلثية أصلها I.  

 نعتبر       
34

3
π

  Mأنشئ  . M   أفصول منحني لنقطة 

   خاصيات -  ب  
) نقطة من دائرة مثلثية  Mلتكن         )C أصلها I . و ليكنα أفصولها المنحني الرئيسي  

2x  بحيث من λ فانه يوجد عنصر M أفصولين منحنيين للنقطة y و x      بين اذا آان y λπ− =  
  

2x بحيث  من λ فانه يوجد عنصر M أفصولين منحنيين للنقطة y و x  إذا آان -  خاصية         y λπ− =   
]                      و نكتب  ]2x y π≡ و نقرأ x يساوي y 2 بترديدπ.  

   تكتب على شكل M فان جميع الأفاصيل المنحنية للنقطة M أفصول منحني للنقطة x إذا آان -           
                      2x k π+ حيث k ∈.  

 الأفصول المنحني الرئيسي للنقطة التي إحدى أفاصيلها المنحنية   حدد تمرين    
227

6
πα −

=  

;   مثل على الدائرة المثلثية النقط تمرين      ;C B A التي أفاصيلها المنحنية على التوالي هي   

               
108 37; ; 7
12 3

π π π−
  

 التي أفاصيلها المنحنية kMأنشئ على الدائرة المثلثية النقط     تمرين     
4 3

kπ π
− k   حيث + ∈.   

IV–الزوايا الموجهة   
   الزاوية الموجهة لنصفي مستقيم -4    

     تعريف- أ       
] رنعتبفي المستوى الموجه                  [;O x و [ [;O yنصفي مستقيم لهما نفس الأصل     

]              الزوج  [ [ )( ); ; ;O x O y يحدد زاوية موجهة لنصفي مستقيم و يرمز لها بالرمز ( );Ox Oy  

  
  
  
  
  
  
 

   لنصفي مستقيم  قياسات زاوية موجهة-ب       
  تعريف وخاصية        

)         لتكن  );Ox Oy زاوية موجهة لنصفي مستقيم ، و ( )C 

)نقطتي تقاطع    B و O ، A مرآزها دائرة مثلثية   )C و نصفي 

]مستقيم  [;O x و [ [;O yعلى التوالي     

    . على  التوالي B و A أفصولين منحنيين للنقطتين β وα   ليكن 

β   العدد  α− الموجهة يسمى قياسا للزاوية( );Ox Oy.  

2kβقي يكتب على الشكل     آل عدد حقي α π− k حيث + ∈ 

)الموجهة  يسمى قياسا للزاوية );Ox Oy.  

) نرمز لقياسات الزاوية    );Ox Oy بالرمز ( );Ox Oy  نكتب ( ); 2Ox Oy k kβ α π= − + ∈  

) و نكتب أيضا      ) [ ]; 2Ox Oy β α π≡ −  
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  خاصية و تعريف    
[          لكل زاوية موجهة لنصفي مستقيم قياس وحيد ينتمي إلى المجال  ];π π− يسمى القياس   

  .   الرئيسي لهذه الزاوية الموجهة         
      
    خاصية   

) قياس للـزاوية الموجهة θ        إذا آان  );Ox Oy 2 فانkθ π+ حيث  k ) قياس للزاوية∋ );Ox Oy.  

)ية الموجهة  قياسين للزاوβ وα     إذا آان   );Ox Oy 0 فان 2α β π− ≡   

)                       أي )/ 2k kα β π∈ − =  

   ملاحظات   
   هي M فان الأفاصيل المنحنية للنقطة O و مرآزها I نقطة من دائرة مثلثية أصلها Mإذا آانت       * 

)       قياسات الزاوية الموجهة  );OI OM و أن الافصول المنحني الرئيسي لـ M هو القياس الرئيسي   

)لزاوية الموجهة        ل );OI OM  

)القيمة المطلقة للقياس الرئيسي للزاوية الموجهة       *  );Ox Oy هي قياس الزاوية الهندسية ( )xOy.  

  بعض الزوايا الخاصة   
)        الزاوية المنعدمة          ) [ ]; 0 2Ox Ox π≡  

)      ميةالزاوية المستقي          ) [ ]; 2Ox Oy π π≡    ( ) [ ]; 2Oy Ox π π≡  

                           

)  -    الزاوية القائمة          ) [ ]; 2
2

Ox Oy π π≡.      

)                         الزاوية   );Ox Oy                  زاوية قائمة موجبة           

  

                              -  ( ) [ ]; 2
2

Ox Oy π π≡ −.    

)                              الزاوية   );Ox Oyزاوية قائمة سالبة .  

  تمرين  

 بين  أن القياسات  التالية  تمثل قياسات نفس الزاوية   -1  
25 143 601; ;

6 6 6
π π π−

  

 ما هو القياس الرئيسي لزاوية موجهة قياسها أحد القياسات -2   
25 52; ; 36 ; 47
3 5
π π π π− −  

) أنشئ زاوية موجهة -3    );Ox Oy قياسها 
234

5
π−

.  

) مثلث متساوي الأضلاع حيث ABC       أنشئ تمرين       ) [ ]; 2
3

AB AC π π≡ −  

   علاقة شال ونتائجها- ج  
     علاقة شال       

]       إذا آانت  [;O x و [ [;O y و [ [;O z ثلاثة أنصاف مستقيم لها نفس الأصل فان   

                                                         ( ) ( ) ( ) [ ]; ; ; 2Ox Oy Oy Oz Ox Oz π+ ≡  

     نتائج    
]اذا آان  *      [;O x و [ [;O y نصفي مستقيم فان ( ) ( ) [ ]; ; 2Ox Oy Oy Ox π≡ −  

]اذا آانت  *      [;O x و [ [;O y و [ [;O z ثلاثة أنصاف مستقيم تحقق ( ) ( ) [ ]; ; 2Ox Oy Ox Oz π≡  

]        فان  [;O x و [ [;O yنصفي مستقيم منطبقان .  
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]        و هذا يعني أنه اذا آان  [Ox نصف مستقيم و α عددا حقيقيا فانه يوجد نصف مستقيم وحيد   

                 [ [;O y بحيث ( ) [ ]; 2Ox Oy α π≡. 

   زاوية زوج متجهتين غير منعدمتين - د   
  تعريف       

 منعدمتين من المستوى  متجهتين غيرv و u         لتكن 
]و  .الموجه  [;O x و [ [;O y  نصفي مستقيم موجهين على

  .v و u بالمتجهتين التوالي

)    زاوية زوج المتجهتين  );u vموجهة  هي الزاوية ال( );Ox Oy 

) و يرمز لها بالرمز  );u v.   

  ملاحظة       
)مجموعة قياسات الزاوية        );u v هي مجموعة قياسات 

)الزاوية );Ox Oy.    

     علاقة شال ونتائجها
     علاقة شال       
   فان متجهات غير منعدمة ثلاثة w و v و u إذا آانت       

                                                         ( ) ( ) ( ) [ ]; ; ; 2u v v w u w π+ ≡  

     نتائج    
)فان متجهتين غير منعدمتين  v و uاذا آان  *      ) ( ) [ ]; ; 2u v u v π≡ −  

) تحقق متجهات غير منعدمة ثلاثة w و v و uاذا آانت  *      ) ( ) [ ]; ; 2u v u w π≡  

  .مستقيميتين ولهما نفس المنحى  w و v        فان 
        تمرين    

)          لتكن  )C دائرة مثلثية مرآزها O و أصلها I . نعتبر على( )C  النقط التالية المعرفة بأفاصيلها  

)          المنحنية           )17 23 3
3 4 2

F E B Aπ π π π−     
     
     

  

          أعط قياسا لكل من الزاويا التالية ، ثم حدد القياس الرئيسي لكل منهن

                 ( ) ( ) ( ) ( ); ; ; ; ; ; ;OE OF OA OE OB OA OA OA  

V - النسب المثلثية  
  ظم  المرتبط بالدائرة المثلثية المعلم المتعامد الممن- 1     

)    لتكن  )C دائرة مثلثية مرآزها O و أصلها I .  

) من J ولتكن  )C بحيث  ( );OI OJاوية قائمة موجبة ز 

)المعلم   ); ;O OI OJ يسمى المعلم المتعامد الممنظم 

) المرتبط بالدائرة المثلثية   المباشر )C.  

) من J'    لتكن  )C بحيث  ( ); 'OI OJائمة سالبة  زاوية ق.  

)  المعلم  ); ; 'O OI OJ يسمى المعلم المتعامد الممنظم 

)الغير المباشر المرتبط بالدائرة المثلثية  )C. 
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   النسب المثلثية-2    
        تعاريف  2-1   

)       لتكن  )C دائرة مثلثية و ( ); ;O OI OJ المعلم المتعامد 

) نقطة منMلتكن . الممنظم المرتبط بها )C   

 M المسقط العمودي لـCنعتبر .  أفصولا منحنيا لها x       و 
)على  )OI و  Sالمسقط العمودي لـ M   

)        على  )OJ  

) في المعلمM العدد الحقيقي أفصول النقطة-   * ); ;O OI OJ 

cos    نرمز له بـ   xيسمى جيب تمام العدد الحقيقي  x     
) في المعلم M العدد الحقيقي أرتوب النقطة-   * ); ;O OI OJ 

sin    نرمز له بـ   .  xيسمى جيب  العدد الحقيقي  x   
) المماس لـ ∆ ليكن -*     )C عند I  و النقطة( )1;1P .  

) نقطة تقاطع Tلتكن              )OM أي ∆ و  

2
k x kπ π∈ ≠ +  

) في المعلم Tأفصول          العدد الحقيقي   );I Pيسمى 

tan نرمز له بـ xظل العدد الحقيقي  x.  
     
  ملاحظة و اصطلاحات     

) فان M أفصول منحني لنقطةxإذا آان  - )cos ;sinM x x  

  

الدالة  -
cosx x

→
→

 cosيرمز لها بـ      تسمى دالة جيب التمام  حيز تعريفها 

الدالة  -
sinx x

→
→

 sin يرمز لها بـ     تسمى دالة الجيب حيز تعريفها 

الدالة  -
tanx x

→
→

/    تسمى دالة الظل حيز تعريفها 
2
k kπ π − + ∈ 

 
 tan يرمز لها بـ 

   خاصيات -2-2   
) نقطة منM آيفما آان وضع  -*            )C  أفصولها منحيx النقطة C تنتمي الى القطعة [ ]'II  

] تنتمي الى S      و  ]'JJ حيث ( ) ( ) ( ) ( )1;0 ; ' 1;0 ; ' 0; 1 ; 0;1I I J J− −  

x∈   1             لكل  cos 1 1 sin 1x x− ≤ ≤ − ≤ ≤      

x∈     2 لكل -           * 2cos sin 1x x+ =  

/ لكل   -      *     
2

x k kπ π ∈ − + ∈ 
 

           
sintan
cos
xx
x

=  

2x  نعلم أن  جميع الأعداد الحقيقية التي تكتب -           * k π+ حيث k    ، أفاصيل منحنية لنفس∋
  M النقطة                 

)     ∋xلكل                      ) ( )cos 2 cos ; sin 2 sinx k x x k xπ π+ = + =  

)  مهما آانت-               )M x k π+أفصــــول   لدينا T هو  tan x  

/لكل                  
2

x k kπ π ∈ − + ∈ 
 

          ( )tan tanx k xπ+ =  

/لكل     حالة خاصة          
2

x k kπ π ∈ − + ∈ 
 

          ( )tan tanx xπ+ =  

 
 

www.adirassa.com



8

 
  

   بتوظيف الدائرة  المثلثية نحصل على -       *
 ( ) ( )cos cos ; sin sinx x x x− = − =  ∋xلكل  −

  . فرديةsinو أن الدالة      زوجية cosنعبرعن هذا بقولنا ان الدالة     

   ( )tan tanx x− = /آل −
2

x k kπ π ∈ − + ∈ 
 

           

 . فرديةtanلة عن هذا بقولنا ان الدا  نعبر      
 ( ) ( )sin sin ; cosx x cos x xπ π− = − =  ∋xلكل  −

 ( ) ( )sin sin ; cosx x cos x xπ π+ = − + =  ∋xلكل  −

 sin cos ; sin
2 2

x x cos x xπ π   − = − =   
   

 ∋xلكل  

 sin cos ; sin
2 2

x x cos x xπ π   + = + = −   
   

  ∋xلكل  

  نسب مثلثية اعتيادية- 2-3      
                                                 

 
π  

5
6
π

  
3
4
π

  
2
3
π

  
2
π

  
3
π

  
4
π

  
6
π

  0  x  

0  
1
2

  2
2

  
3

2
  1  3

2
  

2
2

  
1
2

  0  sinx 

-1  3
2

-  
2

2
-  

1
2

-  0  
1
2

  2
2

  
3

2
  1  cosx 

0  3
3

  غير  -3  1-  -
3  1  3 معرف

3
  0  tanx 

  
    تمارين       

  أحسب 1تمرين       
34 37 53 7cos ;cos ;sin ;sin

3 4 6 2
π π π π− −

  

 حدد -أ    2تمرين       
2 111 cos cos .... cos

6 6 6
π π π

+ + + +  

) بسط   -                     ب ) ( )7 27sin cos sin 3 cos 7
2 2

x x x xπ π π π   + + − + + − −   
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 ا��
ع ا�����ك
ا	��ب ا	�����درس   

 

1/8 – 3/2017 

  الحساب المثلثي

 و�دات 	��س ا�زوا��
  

  

180	��س زاو�� �������� ھو  �
أ�� 	�����  �

( طول  �ف دا�رة ������  ���πرد��ن ��و 
1 ( 

 

�و)د  و�دة 	��س أ'رى ����س ا�زوا�� و ھ%  �
ا�(راد و 	��س زاو�� �������� ���(راد ھو 

 *راد 200

 
ھ% 	����ت زاو��  γو  βو  αإذا +� ت  �

' د��� �/. ا��وا�% ���در)� و ا�رد��ن و 
 ا�(راد �1ن :

180 200

α β γ
π

= =  

  

  

  
  

  ا�دا�رة ا����2/2
  

)ا����وى � �وب إ�. ��/م �����د �� ظم  ), ,O i j
� �

  

  1أ�ل ا���/م و ������  Oا�دا�رة ا����2/2 ھ% دا�رة �ر+زھ� 

�% ا�� �. ا���9د  Iو �و)�� �و)��� �و)�� . ا��و)�7 ا��و)ب ھو � �. ا�دوران �ول ا�دا�رة ا ط6	� �ن  �Iزودة � �ط� أ�ل 
  ��ر+� ���رب ا�����

  
  
  

 � �ط� �ن دا�رة ���2/2ا:����ل ا�� � �� 
  

)��+ن  )C  رة ���2/2 و�  �ددا ������  αأ�/�� و  �Iر+زھ� و  Oدا

�  ���� %�0α )�ن  M،  ���ر ا� �ط�  < )C  ث ا����س ���رد��ن �طول ا��وس����IM  ھوα  ./� د ا�� �ل �

( )C ا�� �. ا��و)ب %� 

�  ���� %�0α )�ن  M،  ���ر ا� �ط�  > )C  ث ا����س ���رد��ن �طول ا��وس����IM  ھوα−  ./� د ا�� �ل �

( )C ا�� �. ا����ب %�  
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)�/.  ���M. أ��و= � � �� �/ �ط�  �α% +/�� ا������ن  � )C  و  +�ب( )M α  

[إذا +�ن  � ],α π π∈  و ھو و��د Mھو ا:��ول ا�� � % ا�ر���% �/ �ط�  α �ول إن  −

� 2kα π+  ول � � % �/ �ط��ھو أ��9 أ�M  ./�( )C  أي( )M α  و( )2M kα π+  ط����ن ��ث �

k ∈ℤ  
  

]و  +�ب  ��2πرد�د  �yوا�ق  x �ول أن  ]2x y π≡  2إذا و��ط إذا +�نx y k π= �k��ث  + ∈ℤ  

  
  

 ا�زاو�� ا��و)�� � �@% ��������ن ����  @س ا:�ل
  

]��+ن  ) [ )( ),ox oy  ل�ن ����  @س ا:������� %@� O   

]ا�زوج  • ) [ )( ),ox oy  @% �����م  ر�ز ��� ���ر�ز�دد زاو�� �و)�� � ���( ),ox oy 

]ا�زوج  • ) [ )( ),oy ox  دد زاو�� �و)�� � @% �����م  ر�ز ��� ���ر�ز���( ),oy ox  

  
  
  

  
  

)�ا�زوج  ),ox oy    @% �������ن�زاو�� �و)�� �  .���[ )ox و[ )oy   
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)�ا�زوج  ),u v
� �

���u. ا�زاو�� ا��و)�� �/��)���ن  
�

vو  
�

  
  
  

 

� ( ), 2u u k π=
� �

 

� ( ) ( ), , 2u v v u k π= − +
� � � �

 

)   �6	� ��ل � ) ( ) ( ), , , 2u v u w w v k π= + +
� � � � � �

      B�k ∈ℤ 

  
  
  

 ا� �ب ا����2/2 ��دد ����%
  

  

)��+ن  )C  ��/�رة ���2/2 أ�)ا� �ط� �ن  Jو  Iدا )C  ث���
2

π
ھو ا����س ا�ر���% �/زاو�� ا��و)��  

�
,OI OJ

 
 
 

��� ���
  

)�/. ا�دا�رة   Mأ��و= � � �� � �ط�  ��x+ن  )C  

  
  

)�% ا���/م ا������د ا��� ظم  Mأ��ول ا� �ط�   ), ,O OI OJ
��� ���

)و  ر�ز �7 ب   ���x. )�ب ���م  )cos x 

 

)�% ا���/م ا������د ا��� ظم  Mأر�وب ا� �ط�   ), ,O OI OJ
��� ���

)و  ر�ز �7 ب   ���x. )�ب   )sin x 
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�ددا ������ �'��ف  ��x+ن  
2

k
π π+  ث��k ∈ℤ 

ا��دد ا�����% 
sin

cos

x

x
و  +�ب  ���x. ظل  

sin
tan

cos

x
x

x
=  

    
  

  

  

  

  

  
π  5

6

π
  

3

4

π
  

2

3

π
  

2

π
  

3

π
  

4

π
  

6

π
  

0    

0  1

2
  2

2
  

3

2
  

1  3

2
  

2

2
  

1

2
  

0  sin x  

1−  3

2

−
  

2

2

−
  

1

2

−
  

0  1

2
  2

2
  

3

2
  

1  cosx  

0  3

3

−  1−  3−  
  

3  1  3

3
  

0  tan x  

  

( ) ( )
( ) ( )

sin sin

cos cos

x x

x x

− = −
 − =

  

( )tan tanx x− = −  

2
x

π +  
2

x
π −  

xπ +  xπ −    

cosx  cosx  sin x−  sin x  ( )sin  

sin x−  sin x  cosx−  cosx−  ( )cos  
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1

tan x
− 

1

tan x
 

tan x tan x− ( )tan
 

( ) ( )
( ) ( )

sin 2 sin

cos 2 cos

x k x

x k x

π
π

+ =
 + =

 ( )k ∈ℤ  

( ) ( )tan tank x k xπ∈ + =ℤ 

2

2

1
cos

1 tan
x

x
=

+
 

2 2
cos sin 1x x+ = 

2

2

2

tan
sin

1 tan

x
x

x
=

+ 

1 sin 1 1 cos 1x x− ≤ ≤ − ≤ ≤ 

  

   sinو  cosإ��رة 

  

  '����ت

  

  

  

www.adirassa.com



 

 ا��
ع ا�����ك
ا	��ب ا	�����درس   

 

6/8 – 3/2017 

  

  

  

  

)ا�دا�رة =�� ��ج : � @س ا�طر��� ��+ن ا��C(�ل �/.  )cos xπ )و  − )sin xπ cosو  −
2

x
π − 
 

sinو  
2

x
π − 
 

  

  

 ���د=ت ���2/2
  

  
cosx a=  

  

]إذا +�ن  • ]1,1a ∉ − 

  1�ℝن ا����د�� = ��6 �6 �% 
1aإذا +�ن  • = 

cos 1x =  D��+�

( ) 2k x k π∈ =ℤ  

1aإذا +�ن  • = − 

cos 1x = −  D��+�

( ) 2k x kπ π∈ = +ℤ  

[إذا +�ن  • [1,1a ∈ − 

  

sin x a=  

 

]إذا +�ن  • ]1,1a ∉ − 

  1�ℝن ا����د�� = ��6 �6 �% 
1aإذا +�ن  • = 

sin 1x =   D��+�

( ) 2
2

k x k
π π∈ = +ℤ  

1aإذا +�ن  • = − 

sin 1x = −  D��+�

  
tan x a=  

  
aإذا +�ن  • ∈ℝ  1 7 �و)د �دد�

� ��% إ�.  α����% و��د 

,
2 2

π π− 
  

���ث :  

tan x a= D��+�
tan tanx α=  

       D��+�  

      ( )k x kα π∈ = +ℤ  
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� ��% إ�.  �αو)د �دد ����% و��د 

] [0,π  ث���cosx a=  D��+�

cos cosx α=  
: D��+�  

( ) 2

2

x k
k

x k

α π
α π

= +
∈  = − +
ℤ  

���' ����  
cos 0x =  D��+�

( )
2

k x k
π π∈ = +ℤ  

( ) 2
2

k x k
π π∈ = − +ℤ  

[إذا +�ن  • [1,1a ∈ − 

� ��% إ�.  �αو)د �دد ����% و��د 

,
2 2

π π− 
  

�sin��ث   x a=  D��+�

sin sinx α=  
: D��+�  

( ) 2

2

x k
k

x k

α π
π α π
= +

∈  = − +
ℤ  

���' ����  
sin 0x =  D��+�

( )k x k π∈ =ℤ  
  
  

  
sin    �دا� .� � 

  

  
  

cos   � � . دا�� 
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tan  � � . دا�� 

  

  
  

    

x

y
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 2                                       
  

 
 

.  

  خاصیات:
   1من xلكل cos 1x    ,1 sin 1x    

            من xلكل cos 2 cosx k x   

kلكل                sin 2 sinx k x           

sinCoالدالة us  :زوجیة cos cosx x لكل منx من.  

 فردیة: Sinusالدالة sin sinx x    

من xلكل
2
k




 
  
 

 حیثk  :لدینا  

sin
tan

cos

x
x

x
  

 tan tanx k x   

c. المثلثیة لعدد: العلاقة بین النسب  

                     2من xلكل 2cos sin 1x x   

2منxلكل 

2

1
1 tan

cos 2
x k

x




 
    

 
  

  

   2
x


  

2
x


  x   x   x    

sin x  sin x  cos x  cos x  cos x  cos x  
cos x  cos x  sin x  sin x  sin x  sin x  

1

tan x


  

1

tan x
  tan x  tan x  tan x  tan x  

        تعاريف  2-1   
)       لتكن )Cدائرة مثلثية و ( ); ;O OI OJالمعلم المتعامد 

) نقطة منMلتكن. الممنظم المرتبط بها )C  

M المسقط العمودي لـCنعتبر.  أفصولا منحنيا لهاx       و
)على )OIو  Sالمسقط العمودي لـ M  

)        على )OJ  

) في المعلمM العدد الحقيقي أفصول النقطة-   * ); ;O OI OJ

cos    نرمز له بـ   xيسمى جيب تمام العدد الحقيقي x     
) في المعلمM العدد الحقيقي أرتوب النقطة-   * ); ;O OI OJ

sin    نرمز له بـ   .  xيسمى جيب  العدد الحقيقي x  
) المماس لـ∆ ليكن-*     )Cعند Iو النقطة( )1;1P .  

) نقطة تقاطعTلتكن             )OMأي∆ و  

2
k x kπ π∈ ≠ +  

) في المعلمTأفصول         العدد الحقيقي   );I Pيسمى

tanنرمز له بـxظل العدد الحقيقي x.  

   b-النسب المثلثية   
        تعاريف  

)       لتكن )Cدائرة مثلثية و ( ); ;O OI OJالمعلم المتعامد 

) نقطة منMلتكن. الممنظم المرتبط بها )C  

M المسقط العمودي لـCنعتبر.  أفصولا منحنيا لهاx       و
)على )OIو  Sالمسقط العمودي لـ M  

)        على )OJ  

) في المعلمM العدد الحقيقي أفصول النقطة-   * ); ;O OI OJ

cos    نرمز له بـ   xيسمى جيب تمام العدد الحقيقي x     
) في المعلمM العدد الحقيقي أرتوب النقطة-   * ); ;O OI OJ

sin    نرمز له بـ   .  xيسمى جيب  العدد الحقيقي x  
) المماس لـ∆ ليكن-*     )Cعند Iو النقطة( )1;1P .  

) نقطة تقاطعTلتكن             )OMأي∆ و  

2
k x kπ π∈ ≠ +  

) في المعلمTأفصول         العدد الحقيقي   );I Pيسمى

tanنرمز له بـxظل العدد الحقيقي x.  

  
 بتوظيف الدائرة  المثلثية نحصل على-       *

** تمرين تطبيقي : (05 - س)

** تمرين تطبيقي : (10 - س)

(2-4)
(3)

(5-1)** تمرين تطبيقي : (7 - س)
www.adirassa.com



 3                                       
  

 
 

 

  
  
  
  
  

  

  
  
  
  
  
  

  
  

d-نسب مثلثية اعتيادية 
                                                 

π  
5
6
π

  
3
4
π

  
2
3
π

  
2
π

  
3
π

  
4
π

  
6
π

  0  x  

0  
1
2

  2
2

  
3

2
  1  3

2
  

2
2

  
1
2

  0  sinx

-1  3
2

-  
2

2
-  

1
2

-  0  
1
2

  2
2

  
3

2
  1  cosx

0  3
3

  غير  -3  1-  -
3  1  3معرف

3
  0  tanx

                                               

** تمرين تطبيقي : (6 - س)
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  الهندسة  
  مع تمارين وأمثلة محلولة 1المثلثي ملخص لدرس: الحساب : 9مذكرة رقم  

��ة �� ا��رس : ا�ھ�اف �  وا���رات ا��
  
  
  

  
  

  

  

  

  
����( )C ى���	دا��ة �� ا�( )P  ھ�����O���� و ,I وM  ������

��( )C �������� �!� �ل إ�� ا�"�� ��#$�.M�� �&'ا��I  �	أ)$ھ .

   ��.* و ا-,� +��*.
� ا�	/�د �"��"�� ا�	�.* ھ� ا�	"�� 45��3 ا����3 ��$ 12 ا,���ر ا�	

� ا�	6!46."�� + ا�	�9ر إ��; :4 ا�8�9) و #�	� ا�	"�  (ا�	
 ا��ا"�ة ا��	!	� : .1

��ودة A5 8 و ��.<� �2.�<�  1ا�$ا��ة ا�	6!��6 ھ4 �8 دا��ة @?�3<� 
.�B.��  

  
))'�$& ا��اد$�ن :  .2 )C  دا��ة �6!��6 ����ھ�O 

� ا�$ا��ة!3 �C"2 4#� ا�����	ا��اد#�ن ھ� &��س ا��او#� ا� ( )C �+�&

&��س زاو#� �����	�  �')rad     : �Hو���� �; ���5�� :  1ط��; 
  πو ���5اد#�ن   200و ا��Jاد ° ��5180$ر.� 

و#	�� ( ا�$ر.� و ا��Jاد وا��اد#�ن) و)$ات ����س ا��وا#� اذن و.$�� L'ث 
 �O���ا+�?	�ل ا���#�� ا���L'6 �!�"�#8 �� و)$ة ا�� أ,�ى أو ا+�?	�ل ا�

�� ا������ : �  P��� اذا :α  وβ    وγ �5 �#ر.� و &��+�ت زاو$�

ا��Jاد وا��اد#�ن 3!� ا���ا�4 :�ن : 
180 200

α β γ
π

= =
°

  

�$��(1:    

)$د &��+<� ���5اد#�ن و )$د &��+<�  �����135 زاو#� &��+<� ��5$ر.�    .1
  �J��5اد

و )$د &��+<� )$د &��+<� ���5اد#�ن  �����120 زاو#� &��+<� ��5$ر.�    .2
 �J��5اد

135أ)���ب ا
��س ��
راد��ن: )1: أ+*( 

180

γ
π

=
°

����135 180π γ× = ×  

 ����135 27 3

180 36 4
rad

π π πγ × ×= = = 

�J��5: 135ادب)���ب ا
��س 

180 200

β=
°

����135 200 180β× = × 

����135 200

180
β× = ����150gradβ =  

120أ)���ب ا
��س ��
راد��ن: )2

180

γ
π

=
°

����120 180π γ× = ×  

 ����120 12 2

180 18 3
rad

π π πγ × ×= = = 

�J��5: 120ادب)���ب ا
��س 

180 200

β=
°

����120 200 180β× = × 

����120 200

180
β× = ����133,33gradβ =  

�� ا��"�-�: .3.��2  وا�01*ل ا����  ��.�  ا�3�4�1 ا��
 ����( )C�>! دا��ة �6!�6; أA و ����ھ�Oو ,M �� ����( )C .

 ����α ��+$��IMط�ل ا���س ا�< 
 

 0 2α π≤ ≤.  

���� αا�?$د!� ��"�� أ:�Cل �	�#M �����"3$اد ا�Qا.
2kα π+R�(k ∈ℤ ����!� ���"�. #�.$ أ:�Cل Mھ4 أ:� �8 �

����� و)�$ �!�"��M ل�O	ا� ���	4 إ�#] ],π π−  ل�C:Qا �	�#

����� ا�����4 �!�"�  .Mا�	

��S ا������ :     :�86 3!� ا�$ا��ة ا�	6!��6 ��6ل  وأ :2)��$�!�( )0A     و

2
B

π 
 
 

 و   
4

C
π 
 
 

و      
3

D
π 
 
 

و   
6

E
π 
 
 

5 و    

6
F

π 
 
 

و    

2
G

π − 
 

و  
4

H
π − 

 

7و   

2
M

π 
 
 

3و  

2
N

π 
 
 

2007و  

4
I

π 
 
 

    

7 أ+*( : 8 8
4

2 2 2 2 2

π π π π π ππ−= = − = و5	� أن :  −
2

ππ π− < − ≤  

:�ن : 
2

π− C:ھ� أ�����  ر���4 �!�"��ل  �
0M  

�����4 ا�����4 �!"�2007ا�C:Qل ا�	

4
I

π 
 
 

  

�   1���2007 ا�?$د :1ط�#��!34 $O�:501,75   
   502و�;:� أ�9ب 
�د 7�.4 �6 أي 

2007 2007 2008
502

4 4 4 4

π π π ππ− = − = − 

4�?#2007
502 2 251

4 4 4

π π ππ π= − + = − + ×  

و5	� أن : 
4

ππ π− < − :�ن :  ≥
4

π−  4ا�����  ��"�ھ� ا�C:Qل  ا�	

����!�I  
2007 :2ط�#��

2
4

k
ππ π π− < + k و ≥ ∈ℤ  4�?#2007

1 2 1
4

k− < + ≤  

4�?#2007 2007
1 2 1

4 4
k− − < ≤ − 4�?#2011 2003

2
4 4

k− < ≤ −  

I I 

M
+ 
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  4�?#2011 2003

8 8
k− < ≤− 

4�?#2011 2003
251,3 250,3

8 8
k− − < ≤− −≃ ≃

  

251kاذن :  = − ;�و�

( )2007
2 251

4 4

π πα π= + − = −  

: ;� و�
4

π−  ��"�ھ� ا�C:Qل  ا�	

����  Iا�����4 �!
�$��(3:  ��4 ا�����4 �!��S ا������ و�3 1>!6!"�  )$د ا�C:Qل ا�	

ا�$ا��ة ا�	6!��6 :  
0

9

2
M

π 
 
 

و  
1

11

3
M

π 
 
 

و  
2

67

4
M

π 
 
 

و    
3

19

3
M

π 
 
 

     

�4 ا����� )1أ.��5:"�����ا�C:Qل ا�	!� 4
0M  

9 :1ط�#�� 8 8
4 2 2

2 2 2 2 2 2

π π π π π π ππ π+= = + = + = × و5	� أن :  +
2

ππ π− < ≤  

:�ن : 
2

π �����  ا�����4 �!�"�ھ� ا�C:Qل  ا�	
0M  

9 :2ط�#��
2

2
k

ππ π π− < + k و ≥ ∈ℤ  4�?#9
1 2 1

2
k− < + ≤  

4�?#9 9 9 9
1 2 1

2 2 2 2
k− − < − + + ≤ − 4�?#11 7

2
2 2

k− < ≤ −  

4�?#11 1 1 7 1
2

2 2 2 2 2
k− × < × ≤− × 4�?#11 7

4 4
k− < ≤ − 

4�?#11 7
2,7 1,7

4 4
k− − < ≤− −≃ ≃

  

2kاذن :  = − ;�)و� )9 9 9 8
2 2 4

2 2 2 2

π π π π πα π π −= + − = − = =  

: ;� و�
2

π�����  ا�����4 �!�"�ھ� ا�C:Qل  ا�	
0M  

2�����4 ا�����4 �!"�) ا�C:Qل ا�	
1M  

67 :1ط�#�� 64 3 64 3 3 3
16 2 8

4 4 4 4 4 4

π π π π π π ππ π+= = + = + = × و5	� أن :  +

3

ππ π− < −  :�ن :≥
3

π− �����  ا�����4 �!�"�ھ� ا�C:Qل  ا�	
1M  

11 :2ط�#��
2

3
k

ππ π π− < + k و ≥ ∈ℤ  4�?#11
1 2 1

3
k− < + ≤  

4�?#11 11 11 11
1 2 1

3 3 3 3
k− − < − + + ≤ − 4�?#14 8

2
3 3

k− < ≤ −  

#4�?14 1 1 8 1
2

3 2 2 3 2
k− × < × ≤− × 4�?#7 4

3 3
k− < ≤ − 4�?#7 4

2,3 1,3
3 3

k− − < ≤− −≃ ≃
  

2kاذن :  = − ;�)و� )11 11 11 12
2 2 4

3 3 3 3

π π π π πα π π −= + − = − = = −  

: ;� و�
3

π−�����  ا�����4 �!�"�ھ� ا�C:Qل  ا�	
1M  

3�����4 ا�����4 �!"�) ا�C:Qل ا�	
2M  

67 :1ط�#�� 64 3 64 3 3 3
16 2 8

3 4 4 4 4 4

π π π π π π ππ π+= = + = + = × 3و5	� أن :  +

4

ππ π− < ≤  

3:�ن : 

4

π �����  ا�����4 �!�"�ھ� ا�C:Qل  ا�	
2M  

67 :2ط�#��
2

4
k

ππ π π− < + k و ≥ ∈ℤ  4�?#67
1 2 1

4
k− < + ≤  

4�?#67 67 67 67
1 2 1

4 4 4 4
k− − < − + + ≤ − 4�?#71 63

2
4 4

k− < ≤ −  

4�?#71 1 1 63 1
2

4 2 2 4 2
k− × < × ≤− × 4�?#71 63

8 8
k− < ≤− 

4�?#71 63
8,8 7,8

8 8
k− − < ≤− −≃ ≃

  

8kاذن :  = − ;�)و� )67 67 67 64 3
2 8 16

4 4 4 4

π π π π πα π π −= + − = − = =  

: ;�3 و�

4

π�����  ا�����4 �!�"�ھ� ا�C:Qل  ا�	
2M  

�����4 ا�����4 �!"�ا�C:Qل ا�	
3M  

19 18 18
6 2 3

3 3 3 3 3 3

π π π π π π ππ π+= = + = + = × +   

و5	� أن : 
3

ππ π− < ≤  

:�ن : 
3

π �����  ا�����4 �!�"�ھ� ا�C:Qل  ا�	
3M  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
4. :<��-� �=0�  ا�?او$  ا��*+<  �

]�8 زوج ) [ )( ),OA OB  ز���	.<� ا��	4 �����1 #"$د ا��او#� ا�UC� ��

 ا��<� ب:
,OA OB
∧ 

 
 

����   أ��H ا�8�9. ����

����α وβ ������!� ����"�� ����C:أA وB  3$ادQا���ا�4. ا �!3

2kβا�"�����  α π− +  

 R�(k ∈ℤ �>.�	ھ4 &��+�ت �!�او#� ا�
,O A O B
∧ 

 
 

� � �� � � ��  

)و ���*: ) [ ], 2OA OB β α π≡ −
���� ����.  

�!�او#� ا�	�.<�
,OA OB
∧ 

 
 

���� [&��س و)�$ :4 ا�	�Oل ���� ],π π−  ا����س �	�#

  ا�����4 �!�او#�.
��: ا��-� ا��	!	�  �'�د .5��@ 

����( )C  �>! دا��ة �6!��6 أA   

)���� �� Bو ����O����ھ� و   )C  

:R�( ( ) [ ], 2
2

OA OB
π π≡

���� ����  

( )0, ,OA OB
���� ا�	?!1 ا�	�?��$ ا�		�1H ا�	�SB2 ��5$ا��ة  ھ�����

)ا�	6!��6 )C ����.( )M C∈.R�( ( ) [ ], 2OA OM a π≡
���� �����  

 ����� .�* 2	�م Mأ:�Cل ا�	�#a*��# وcosa.  
 ����� .�* Mأر�2ب ا�	�#a*��# وsina.  

إذا ��ن
2

a k
π π≠ + R�(k ∈ℤ.ATأوAT−8ظ:a *��# وtana.  

   :���4ت:
8��x ��ℝ   1 cos 1x− ≤ ≤  ,1 sin 1x− ≤ ≤  
8��x ��ℝ            ( )cos 2 cosx k xπ+ =  

 8��k ∈ℤ              ( )sin 2 sinx k xπ+ =          

8��x ��
2

k
π π − + 
 

ℝ
 R�(k ∈ℤ :��#$� sin

tan
cos

x
x

x
=  

( )tan tanx k xπ+ =  

• P��� اذا  
2 2

x
π π− ≤ cos:�ن  ≥ 0x ≥  

• P��� 3  اذا

2 2
x

π π≤ cos:�ن  ≥ 0x ≤  

• P��� 0  اذا x π≤ sin:�ن  ≥ 0x ≥  
• P��� 2  اذاxπ π≤ sin:�ن  ≥ 0x ≤ 
 ا�'�9Aت (�� ا��-� ا��	!	�  �'�د: .6

• 8��x ��ℝ       2 2cos sin 1x x+ =  
��5x��2 أن :   ��8  :4)��$�

2

1
1 tan

cos 2
x k

x

π π + = − + 
 

ℝ
  

) ا��Oاب: ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 22
2

2 2

sin cos sinsin
1 tan 1 1

cos cos cos

x x xx
x

x x x

+ + = + = + = 
 

  

2 و�?!1 أن: 2cos sin 1x x+   �اذن=
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  ( )
( )

2

2

1
1 tan

cos
x

x
+ =  

��  و��2* 3!� @��B� 8ھ
3!	� أن :  :5)��$�

2 2
x

π π− < 4و   >
sin

5
x = −    

  tanxو   cosxأ)�*   
�Oب 1:ابا���((cosx  

2 �?!1 أن: 2cos sin 1x x+ =4�?#( ) ( )2 2
cos sin 1x x+ =   

4�?#( )2 16
cos 1

25
x + = 4�?#( )2 16

cos 1
25

x = − 4�?#( )2 9
cos

25
x =  

4�?#9
cos

25
x 9أو=

cos
25

x = − 4�?#3
cos

5
x 3أو=

cos
5

x = −  

 و�?!1 أن:
2 2

x
π π− < <  4�?#cos 0x ≥ :Y,A� ;�3 و�

cos
5

x =  

��:     tanx))��ب 1$�� sin
tan

cos

x
x

x
=  

�?#44
si n 4 5 45t a n

3c o s 5 3 3
5

x
x

x

−
= = = − × = −

  

3!	� أن : :6)��$�
2

x
π π< 1و >

tan
3

x    cosx)1أ)�*   =

2( sin x  
) ) �?!1 أن:1:ا��Oاب )

( )
2

2

1
1 tan

cos
x

x
+ =   

�4 أن : ?#
2

2

1 1
1

3 cos x
 + = 
 

   4�?#
2

1 1
1

9 cos x
+ =    

4�?#
2

10 1

9 cos x
=   4�?#210cos 9x =   4�?#2 9

cos
10

x =  

 4�?#9
cos

10
x 9أو=

cos
10

x = −  

 و�?!1 أن:
2

x
π π< <  4�?#cos 0x ≤:$,A� ;�9 و� 3 10

cos
10 10

x =− =−  

�sin?!1 أن: )2
tan

cos

x
x

x
=  :4�?#sin tan cosx x x= ×  :4�?#

1 3 10 10
sin

3 10 10
x =− × =−  

  
  �!�9A'!� BCت (�� ا��-� ا��	!	� 

  
 

2
x

π +  
2

x
π −  xπ+  xπ −  x−    

sinx−  sinx  cosx−  cosx−  cosx  cosx  
cosx  cosx  sinx−  sinx  sinx−  sin x  

1

tanx

−  1

tanx
  tanx  tanx−  tanx−  tanx  


��د$ : .7Dا <�� ا��-� ا��	!	�  �!
  S�5 و أ)�* ا��?���5 ا������ :     :7)��$�
3

cos
4

π3 و
sin

4

π 7 و
cos

6

π 7و
sin

6

π  10و
cos

3

π   

13
cos

6

π 53و
sin

6

π  34و
cos

3

π  3و
tan

4

π  37و
tan

4

π   

3 أ.��5: 4 4 2
cos cos cos cos cos

4 4 4 4 4 4 2

π π π π π π ππ−       = = − = − =− =−       
       

  

3 4 4 2
sin sin sin sin sin

4 4 4 4 4 4 2

π π π π π π ππ−       = = − = − = =       
       

  

7 6 6 3
cos cos cos cos cos

6 6 6 6 6 6 2

π π π π π π ππ+       = = + = + =− =−       
       

  

7 6 6 1
sin sin sin sin sin

6 6 6 6 6 6 2

π π π π π π ππ+       = = + = + =− =−       
       

  

10 9 9
cos cos cos cos 3 cos 2

3 3 3 3 3 3

π π π π π π ππ π π+       = = + = + = + +       
       

  

10 1
cos cos cos

3 3 3 2

π π ππ   = + =− =−   
   

  

13 12 12 3
cos cos cos cos 2 cos

6 6 6 6 6 6 2

π π π π π π ππ+       = = + = + = =       
       

  

53 54 54
sin sin sin sin 9 sin 8

6 6 6 6 6 6

π π π π π π ππ π π−       = = − = − = + −       
       

  

53 1
sin sin sin

6 6 6 2

π π ππ   = − = =   
   

  

34 33 33 3
cos cos cos cos 11 cos 10

3 3 3 3 3 3 2

π π π π π π ππ π π+       = = + = + = + + =       
       

  

34 1
cos cos cos

3 3 3 2

π π ππ   = + =− =−   
   

  

3 2sin
3 4 2tan 1

34 2cos
4 2

π
π

π

 
 
 = = = −
 

− 
 

  

37 36 36
tan tan tan tan 9 tan 1

4 4 4 4 4 4

π π π π π π ππ+       = = + = + = =       
       

  

  S�5 ا��?���5 ا������ :    :8)��$�

1. ( ) ( )sin cos sin cos
2 2

A x x x x
π ππ π   = − × − − − × −   
   

  

2. ( )
( )

sin sin

cos

x x
B

x

π
π

+ −
=

−
  

3. 5 5 5
cos sin tan

6 6 6
C

π π π     = + −     
     

  

4. ( ) ( ) ( )sin 11 cos 5 cos 14D x x xπ π π= − + + + −  

5. ( ) ( )tan tanE x xπ π= − + +  

6. 3
cos ² sin ²

5 10
F

π π   = +   
   

  

7. 2 3 4 5 6
cos cos cos cos cos cos

7 7 7 7 7 7
G

π π π π π π           = + + + + +           
           

  

8. 3 5 7
sin ² sin ² sin ² sin ²

8 8 8 8
H

π π π π       = + + +       
       

 

) )1أ.��5: ) ( )sin cos sin cos
2 2

A x x x x
π ππ π   = − × − − − × −   
   

  

( ) ( ) ( ) 2 2sin sin cos cos sin cos 1A x x x x x x= × − × − = + =  

2( ( )
( )

sin sin sin sin 2sin
2tan

cos cos cos

x x x x x
B x

x x x

π
π

+ − += = = − = −
− −

  

3( 5 5 5 6 6 6
cos sin tan cos sin tan

6 6 6 6 6 6
C

π π π π π π π π π− − −           = + − = + −           
           

  

cos sin tan cos sin tan
6 6 6 6 6 6

C
π π π π π ππ π π           = − + − − − = − + +           

           

  

1sin
3 1 3 1 3 1 3 3 3 3 2 36 2

2 2 2 2 2 2 3 6 6 63cos
6 2

C

π

π

 
 
 = − + + = − + + = − + + = − + +
 
 
 

  

3 3

6
C

−=  

4( ( ) ( ) ( )sin 11 cos 5 cos 14D x x xπ π π= − + + + −  

( ) ( ) ( )sin 10 cos 4 cos 2 7D x x xπ π π π π= + − + + + + × −  

( ) ( ) ( )sin cos cosD x x xπ π= − + + + −  

( ) ( ) ( ) ( )sin cos cos sinD x x x x= − + =  

5( ( ) ( ) ( ) ( )tan tan tan tan 0E x x x xπ π= − + + = − + =  

6( 3
cos ² sin ²

5 10
F

π π   = +   
   

  

2

π  
3

π  
4

π  
6

π  0  

   1  3

2

 
2

2

 1

2

 0 sinx  

0 1

2

 2

2

 3

2

 1 cosx 
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3 �')] أنُ:   2 3 5

5 10 10 10 10 2

π π π π π π+ = + = =   

3

5 10 2

π π π+ =4�?#3

10 2 5

π π π= −  

:;�cos و� ² sin ² cos ² cos ² 1
5 2 5 5 5

F
π π π π π       = + − = + =       
       

 

7( 2 3 4 5 6
cos cos cos cos cos cos

7 7 7 7 7 7
G

π π π π π π           = + + + + +           
           

 

6 �')] أنُ:

7 7

π π π+ = :4�?# 6

7 7

π ππ= −  

2 أن: و 5

7 7

π π π+ = :4�?# 5 2

7 7

π ππ= −  

3 أن: و 4

7 7

π π π+ = :4�?# 4 3

7 7

π ππ= −  

:;�2 و� 3 3 2
cos cos cos cos cos cos

7 7 7 7 7 7
G

π π π π π ππ π π           = + + + − + − + −           
           

  

:4�?# 2 3 3 2
cos cos cos cos cos cos 0

7 7 7 7 7 7
G

π π π π π π           = + + − − − =           
           

  

8( 3 5 7
sin ² sin ² sin ² sin ²

8 8 8 8
H

π π π π       = + + +       
       

  

7 �')] أنُ:

8 8

π π π+ = :4�?# 7

8 8

π ππ= −  

3 أن: و 5

8 8

π π π+ = :4�?# 5 3

8 8

π ππ= −  

:;�3 و� 3
sin ² sin ² sin ² sin ²

8 8 8 8
H

π π π ππ π       = + + − + −       
       

  

:4�?# 3 3 3
sin² sin² sin² 2sin² 2sin²

8 8 8 8 8
H

π π π π π         = + + + = +         
         

  

3 �')] أ#/� أن:

8 8 2

π π π+ = :4�?# 3

8 8

π ππ= −  

:;�2sin² و� 2sin²
8 2 8

H
π π π   = + −   
   

  

�?#:4 
2sin² 2cos² 2 sin² cos² 2 1 2

8 8 8 8
H

π π π π        = + = + = × =        
        

  

 S�5 ا��?���5 ا������ :    :9)��$�
1(

10

3
cos

5

4
sin2

5

4
cos

5
sin

5
cos

πππππ +−++=A  

2(  
8

5
cos

8

7
cos

8

3
cos

8
cos 2222 ππππ +++=B  

3( 2 2 2 2 2 23 5 7 9 11
sin sin sin sin sin sin

12 12 12 12 12 12
C

π π π π π π= + + + + +  

  ا�+*(  :
1( 

10

3
cos

5

4
sin2

5

4
cos

5
sin

5
cos

πππππ +−++=A  

3 �')] أنُ:

5 10 2

π π π+ = :4�?# 3

10 2 5

π π π= −  

4

5 5

π π π+ = :4�?# 4

5 5

π ππ= −  

cos sin cos 2sin cos
5 5 5 5 2 5

A
π π π π π ππ π     = + + − − − + −     

     

  

cos sin cos 2 sin sin 0
5 5 5 5 5

A
π π π π π     = + − − + =     

     

  

2( 2 2 2 23 5 7
cos cos cos cos

8 8 8 8
B

π π π π= + + +  

7 �')] أنُ:

8 8

π π π+ = :4�?# 7

8 8

π ππ= −  

3 أن: و 5

8 8

π π π+ = :4�?# 5 3

8 8

π ππ= −  

:;�2 و� 2 2 23 3
cos cos cos cos

8 8 8 8
B

π π π ππ π   = + + − + −   
   

  

:4�?# 2 2
2 2 3 3

cos cos cos cos
8 8 8 8

B
π π π π   = + + − + −   

   

  

2 2 2 2 2 23 3 3
cos cos cos cos 2cos 2cos

8 8 8 8 8 8
B

π π π π π π= + + + = +  

2 2 3
2 cos cos

8 8
B

π π = + 
 

  

3 و�')] أ#/� أن:

8 8 2

π π π+ = :4�?# 3

8 2 8

π π π= −  

:;�2 و� 2 2 22 cos cos 2 cos sin 2 1 2
8 2 8 8 8

B
π π π π π      = + − = + = × =      

      

  

3(2 2 2 2 2 23 5 7 9 11
sin sin sin sin sin sin

12 12 12 12 12 12
C

π π π π π π= + + + + +  

11 �')] أنُ:

12 12

π π π+ = :4�?# 11

12 12

π ππ= −  

3 أن: و 9

12 12

π π π+ = :4�?# 9 3

12 12

π ππ= −  

5 أن: و 7

12 12

π π π+ = :4�?# 7 5

12 12

π ππ= −  

:;�2 و� 2 2 2 2 23 5 5 3
sin sin sin sin sin sin

12 12 12 12 12 12
C

π π π π π ππ π π     = + + + − + − + −     
     

  

2 2 2 2 2 23 5 5 3
sin sin sin sin sin sin

12 12 12 12 12 12
C

π π π π π π     = + + + + +     
     

  

2 2 2 2 2 23 5 5
2sin 2sin 2sin 2sin 2sin 2sin

12 12 12 12 12 4
C

π π π π π π= + + = + +  

2

2 2 2 2 23 5 5 2
2sin 2sin 2sin 2 sin sin 2

12 12 12 12 12 2
C

π π π π π   = + + = + +        

  

5 و�')] أ#/� أن:

12 12 2

π π π+ = :4�?# 5

12 2 12

π π π= −  

:;�2 و� 2 2 22 sin sin 1 2 sin cos 1 2 1 1 3
12 2 12 12 12

C
π π π π π      = + − + = + + = × + =      

      

  

�$��(10:  S�5أ)�* و   

( ) ( )sin cos sin cos
2 2

A x x x x
π ππ π    = + − − − − − +   
   

  

( ) ( ) 3
sin 6 cos 3 sin cos

2 2
B x x x x

π ππ π    = + − − + − − − +   
   

  

( ) ( )5 3
sin 7 cos sin 11 cos

2 2
C x x x x

π ππ π −   = − − + + + + −   
   

  

)أ.��5: ) ( )sin cos sin cos sin cos cos sin 0
2 2

A x x x x x x x x
π ππ π    = + − − − − − + =− + − + =   
   

  

( ) ( ) 3
sin 6 cos 3 sin cos

2 2
B x x x x

π ππ π    = + − − + − − − +   
   

  

( ) ( ) 4
sin 2 3 cos 2 sin cos

2 2
B x x x x

π π ππ π π   −   = × + − + − + − + − +    
    

  

( ) ( ) ( ) ( )sin cos cos cos 2 sin cos
2 2

B x x x x x x
π ππ     = + − − − + = − − −    

    

  

( ) ( ) ( )sin cos sin sin 0
2

B x x x x
π = − − = − = 
 

  

( ) ( )5 3
sin 7 cos sin 11 cos

2 2
C x x x x

π ππ π −   = − − + + + + −   
   

  

( ) ( )4 4
sin 6 cos sin 1 10 cos

2 2
C x x x x

π π π ππ π π π+ − +   = − − − + + + + + −   
   

  

( ) ( )sin cos sin cos
2 2

C x x x x
π ππ π   = − − + + + + −   
   

  

( )( ) ( )sin cos sin sin
2

C x x x x
ππ π = − − − + + + + 
 

  

( ) ( )sin cos sin sin
2

C x x x x
ππ π = − − − + + + + 
 

  

( ) ( ) ( ) ( )sin sin sin sin 0C x x x x= − + − + =  

  ��5 أن :     :11)��$�
1. ( ) ( )2 2

cos sin cos sin 2x x x x+ + − =    

2. 4 2 2 4cos cos sin sin 0x x x x− + − =  
3. 4 4 2 2cos sin 1 2cos sinx x x x+ = − ×  
4. 4 4 2cos sin 2 sin 1x x x− + × = 
5. 6 6 2 2cos sin 3cos sin 1x x x x+ + × =,  
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) )1أ.��5    ) ( )2 2
cos sin cos sinx x x x+ + − =  

2 2 2 2cos 2cos sin sin cos 2cos sin sinx x x x x x x x= + × + + − × +  

( )2 2 2 22cos 2sin 2 cos sin 2 1 2x x x x= + = + = × =  

2( ( ) ( )2 24 2 2 4 2 2 2 2cos cos sin sin cos sin cos sinx x x x x x x x− + − = − − +  

( )( )2 2 2 2 2 2cos sin cos sin cos sinx x x x x x= − + − +  

( )2 2 2 2 2 2 2 2cos sin 1 cos sin cos sin cos sin 0x x x x x x x x= − × − + = − − + =  

3( 4 4 2 2cos sin 1 2cos sinx x x x+ = − ×  
)�?!1 أن : ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2 2 2cos sin cos 2cos sin sinx x x x x x+ = + × +  

: 4�?# ( )22 2 4 4 2 2cos sin cos sin 2cos sinx x x x x x+ = + + ×  

: 4�?# ( )2 4 4 2 21 cos sin 2cos sinx x x x= + + ×  

: 4�?# 2 2 4 41 2cos sin cos sinx x x x− × = +  
4( 4 4 2cos sin 2 sin 1x x x− + ×   ؟؟؟؟=

( ) ( )2 24 4 2 2 2 2cos sin 2 sin cos sin 2 sinx x x x x x− + × = − + ×  

( )( )2 2 2 2 2cos sin cos sin 2 sinx x x x x= − + + ×  
2 2 2 2 2cos sin 2 sin cos sin 1x x x x x= − + × = + =  

) �?!1 أن:)5 )32 2 6 4 2 4 6cos sin cos 3cos 3cos sin sinx x x x x x x+ = + + × +  

: 4�?# 6 6 2 4 2 41 cos sin 3sin cos 3cos sinx x x x x x= + + + ×
: 4�?# ( )6 6 2 2 2 21 cos sin 3sin cos sin cosx x x x x x= + + +  

: 4�?# 6 6 2 2cos sin 3sin cos 1x x x x+ + =  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
  
  

  

« c’est en forgeant que l’on devient forgeron » dit un 
proverbe.  

c’est en s’entraînant régulièrement aux calculs et 

exercices que l’on devient un mathématicien  

www.adirassa.com



1

 تحويلات في المستوى

  القدرات المنتظرة
 .تماثلل وا التحاآيالتعرف على تقايس وتشابه الأشكال استعمال الإزاحة و -*
  . هندسيةمسائلتماثل في حل لا التحاآي و  استعمال الإزاحة و-*

 
I –  الإزاحة– التماثل المرآزي –التماثل المحوري   
 :أنشطة-1

] منتصفي J و I ، و O معين مرآزه ABCD  ليكن  ]AB و [ ]AD     

  أنشئ الشكل - 1
) على التوالي استنتج مماثل O بالنسبة للنقطة O و B و Aحدد مماثلة آل من  - 2 )AB بالنسبة لـ O 

) بالنسبة للمستقيم I و O و Bحدد مماثلة آل من  - 3 )AC على التوالي استنتج  مماثل ( )IO بالنسبة 

)لـ )AC 

 BC بالإزاحة ذات المتجهة Aحدد صورة  - 4
  IJ بالإزاحة ذات المتجهة Bحدد صورة 
]حدد صورة  ]BO بالإزاحة ذات المتجهة IJ  

--------------------------------------------------  
 الشكل - 1

  
  

  بالنسبة O و B و Aحدد مماثلة آل من ن - 2
)ستنتج مماثل  على التوالي و نOللنقطة    )AB بالنسبة لـ 

O  
 

  ا هي نفسهO لـ  بالنسبةO مماثل -*     
 ا

] منتصف القطعتان Oبما أن  - * ]AC و [ ]BD فان   C و 

D مماثلا A و B على التوالي بالنسبة لـ O  
)و منه مماثل  )AB بالنسبة لـ O هو المستقيم ( )DC 

 بالنسبة للمستقيم I و O و Bحدد مماثلة آل من ن - 3
( )AC نستنتج مماثل على التوالي و ( )IOبالنسبة لـ ( )AC 

) معين فان  ABCDبما أن  - * )AC واسط [ ]BD و منه مماثل B بالنسبة للمستقيم ( )AC هو D  

)لدينا  - * )O AC∈ و منه مماثل O بالنسبة للمستقيم ( )ACهي نفسها   

)ليكن  - * )ACS التماثل المحوري الذي محوره ( )AC  

) :   تذآير ) ( ) 'ACS M M= تقرأ 'M مماثل M بالنسبة للمستقيم ( )AC  

)   بما أن  ) ( )ACS A A= و ( ) ( )ACS B D= فان مماثل [ ]AB  هو [ ]ADبالنسبة للمستقيم   

    و نعلم أن مماثل منتصف قطعة هو  منصف مماثل القطعة
] ا منتصفJ و I  و حيث أن  ]AB و [ ]AD على التوالي فان   ( ) ( )ACS I J=  

)نستنتج مماثل   *   )IOبالنسبة لـ ( )AC 

) لدينا ) ( )ACS I J=   و ( ) ( )ACS O O= ومنه مماثل ( )IOبالنسبة لـ ( )AC هو المستقيم ( )JO 

 BC بالإزاحة ذات المتجهة Aحدد صورة ن - 4
AD معين فان ABCDبما أن  BC=  

) نكتب BCبالإزاحة ذات المتجهة D هي النقطة A و منه صورة  )BC  t A D= 

  IJ بالإزاحة ذات المتجهة Bحدد صورة ن - *
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] منتصفا J و I لدينا ABDي المثلث ف  ]AB و [ ]AD ومنه   
1
2

IJ BD=  

] منتصف Oحيث أن و  ]BD فان 
1
2

OD BO BD= BO    وبالتالي = IJ= إذن    ( )IJ  t B O=  

]حدد صورة ن - * ]BO بالإزاحة ذات المتجهة IJ  

ODمما سبق نستنتج أن  IJ= إذن ( )IJ  t O D=  

)و حيث أن  )IJ  t B O= فان صورة [ ]BOهي [ ]OD بالإزاحة ذات المتجهة  IJ  

  طلحات تعاريف و مص-2

     المماثل المرآزي-   أ

   نقطتين من المستوىM' و M نقطة معلومة و I      لتكن  
  : اذا و فقط اذا تحقق ما يليIالنسبة للنقطة  بM هي مماثلة النقطة M'نقول إن النقطة      * 

Mإذا آان  -  I= فان 'M I=  
Mإذا آان  -  I≠ فان I منتصف [ ]'MM 

) من المستوى Mتي تربط آل نقطة العلاقة ال     *  )P بمماثلتها 'M بالنسبة للنقطة I تسمى التماثل   

  IS نرمز له بالرمز I       المرآزي الذي مرآزه 

) نكتب IS بالتماثل المرآزي M صورة M'       نقول إن النقطة  ) 'IS M M= أو  : 'IS M M→  

  . تحويل في المستوىIS  لذا نقول إن التماثل المرآزي M' إلى M يحول IS       نقول آذلك إن  
  

  :ملاحظات

    *   ( ) 'IS M M= تكافئ 'IM IM= −                           

*     ( )IS I I= النقطة إن نقول I صامدة بالتماثل المرآزي IS  

 *   ( ) 'IS M M= تكافئ ( )'IS M M=  

     المماثل المحوري-  ب  
)      ليكن   )D  مستقيما وM و 'Mنقطتين من المستوى   

) بالنسبة للمستقيمM هي مماثلة النقطة M'نقول إن النقطة      *  )Dإذا و فقط إذا تحقق ما يلي :  

)آان إذا  -  )M D∈ فان 'M M=  

)إذا آان  -  )M D∉ فان ( )D واسط [ ]'MM 

) من المستوىMالعلاقة التي تربط آل نقطة      *  )Pبمماثلتها 'Mبالنسبة للمستقيم ( )D تسمى   

)       التماثل المحوري الذي محوره  )D نرمز له بالرمز ( )DS  

) بالتماثل المحوري M صورة M'       نقول إن النقطة  )DS نكتب ( ) ( ) 'DS M M= أو  ( ) : 'DS M M→  

)       نقول آذلك إن   )DS يحول M إلى 'M نقول إن التماثل المحوري   لذا( )DSتحويل في المستوى .  

  
  

  :ملاحظة
*   ( ) ( ) 'DS M M= يكافئ ( )D واسط [ ]'MM  

) من Nلكل نقطة    *  )D :  ( ) ( )DS N N=  

)    نقول إن جميع نقط المستقيم  )Dصامدة بالتماثل  المحوري ( )DS  

 *    ( ) ( ) 'DS M M= تكافئ ( ) ( )'DS M M= 
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    الإزاحة-  ب

   نقطتين من المستوىM' و M متجهة و u      ليكن  

MM'  إذا و فقط إذا u ذات المتجهةبالإزاحة M صورة M'نقول إن النقطة      *  u=  
) من المستوىMالعلاقة التي تربط آل نقطة      *  )Pبصورتها 'M ذا المتجهة بالإزاحة uتسمى الإزاحة   

  ut لها  نرمزu       ذات المتجهة

)       نكتب  ) 'ut M M= أو  : 'ut M M→  

  . تحويل في المستوىut لذا نقول إن الإزاحة M' إلى M يحول ut       نقول آذلك إن  

  :ملاحظة
*   ( ) 'ut M M= يكافئ 'MM u=  

 *   ( )ABt A B= لكل          M من المستوى ( )Ot M M=  

 *   ( )ut M M=0  تكافئMM =  

*   ( ) 'ut M M= يكافئ ( )'ut M M− =  

   الخاصية المميزة للإزاحة-2
)ن المستوى  نقط مN' وM' وN و M لتكن -     * )P حيث       ( ) ( )' ; 'u ut M M t N N= =  

'   ومنه     ; 'MM u NN u= ' و بالتالي       = 'MM NN= إذن ' 'MN M N=  

)إذا آان  ) 'ut M M= و ( ) 'ut N N=فان ' 'MN M N=  

'     حيث  من المستوىN و M التحويل حيث لكل نقطتين T ليكن - *     'MN M N= و 
( ) ( )' ; 'T M M T N N= =  

  T   نحدد طبيعة 
   نقطة ما من المستوىM نقطة معلومة و A  لتكن 

)  لنعتبر  ) 'T A A=  

 ( ) 'T M M= تكافئ ' 'MA M A=  

'                        تكافئ  'MM AA=  
)                        تكافئ  )' 'AAt M M=  

AAT'  إذن  t=  

    الخاصية المميزة
   تحويل في المستوى T  ليكن 
   حيث N' و M' من المستوى إلى نقطتينN  و M تحول آل نقطتين T إزاحة إذا و فقط إذا آانت T يكون

   ' 'MN M N=    
  الاستقامية و التحويلات -3
  نشاط  

;      لتكن  ; ;D C B A نقط من المستوى حيث CD ABα= .نعتبر' ; ' ; ' ; 'D C B A  
   T بتحويل صورها على التوالي

'بين أن ن    ' ' 'C D A Bα= في الحالتين  uT t= و  T SΩ=  

uT الحالة  - * t=  

 ( ) ( )' ; 'T A A T B B= 'ومنه= 'AB A B=  

( ) ( )' ; 'T C C T D D= 'ومنه= 'CD C D=   

CDوحيث أن  ABα= فان ' ' ' 'C D A Bα=  
T   الحالة- * SΩ=  

( ) ( )' ; 'T A A T B B= B'ومنه= BΩ = −Ω و  'A AΩ = −Ω و بالتالي  ' 'AB A B= −  

( ) ( )' ; 'T C C T D D= C' ومنه= CΩ = − Ω و  'D DΩ = − Ω  و بالتالي   ' 'CD C D= −   
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CDوحيث أن  ABα= فان ' ' ' 'C D A Bα=  
) نقبل الحالة )DT S=  

  خاصية
   التماثل المحوري –التماثل المرآزي –الإزاحة :  أحد التحويلات التالية T  ليكن    
   ; ; ;D C B Aنقط من المستوى   

; يحول النقطT إذا آان ; ;D C B A بالتوالي إلى النقط ' ; ' ; ' ; 'D C B A حيث  CD ABα= 

'فان  ' ' 'C D A Bα=  
  تحويلات تحافظ على معامل  استقامية متجهتين  المرآزي و التماثل المحوري نعبر عن هذا بقولنا الإزاحة و التماثل

  نتيجة
   التماثل المحوري –التماثل المرآزي –الإزاحة :  أحد التحويلات التالية T  ليكن    

; ;C B A نقط مستقيمية حيث A B≠منه يوجد  وα حيث AC ABα=  

' ; ' ; 'C B A صورها بالتحويل T ومنه ' ' ' 'A C A Bα= اذن' ; ' ; 'C B Aمستقيمية .  
  محوري  تحافظ على استقامية  النقطالإزاحة و التماثل المرآزي و التماثل ال    

   التحويل و المسافات -4
    خاصية

  B و A صورتيB' و A'      الإزاحة و التماثل المرآزي و التماثل المحوري تحويلات تحافظ على المسافة أي إذا آان 

'بأحد هذه التحويلات فان 'AB A B=  

  

   التماثل المحوري–التماثل المرآزي – الإزاحة :صورة أشكال بتحويل -5

    أنشطة  -أ  
)نشئ صورة الشكلن  )Fبالتحويلات الإزاحة و التماثل المرآزي و التماثل المحوري   

  
  
  

                                                                     
  

  تعريف
)      ليكن  )Fشكلا   

)   مجموعة صور نقط الشكل )F بتحويل Tتكون شكلا ( )'F يسمى صورة شكل ( )Fبالتحويل T 

)نكتب )( ) ( )'T F F=  

  خاصية
)    صورة تقاطع شكلين )1Fو ( )2Fبتحويل  T   هو تقاطع ( )1 'Fو ( )2 'Fصورتي هذين الشكلين بهذا التحويل   

   ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2  F FT F T T F∩ = ∩  

  صور أشكال اعتيادية بتحويل - ب
   صورة قطعة– صورة نصف مستقيم – صورة مستقيم

   التماثل المحوري –التماثل المرآزي –الإزاحة :  أحد التحويلات التالية Tليكن 
) آان إذا    ) 'T A A= و ( ) 'T B B= فان ( )( ) ( )' 'T AB A B= و  [ )( ) [ )' 'T AB A B= و [ ]( ) [ ]' 'T AB A B=  

   صورة مستقيم-أ
) صورة مستقيم-     * )Dبتماثل محوري ( )S ) هو مستقيم∆ )'D  

)إذا آان         +  )D يقطع ( ) فانI في نقطة∆( )'D   

)يقطع                      I في نقطة∆(

  
  

)إذا آان          +  )D//( ) فان∆( )'D// ( )∆   
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)إذا آان         +  ) ( )D ⊥ ) فان ∆ ) ( )'D D=  

  
)تقيم صورة مس-  * )Dهو مستقيم أو تماثل مرآزي بإزاحة ( )'Dيوازيه      

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ملاحظة   
) صورة مستقيم-     * )D مرآزه ينتمي إلىبتماثل مرآزي ( )Dهو  المستقيم نفسه   

) صورة مستقيم-     * )Dبإزاحة متجهتها موجهة لـ ( )Dهو المستقيم نفسه   

   صورة منتصف قطعة - ب

  

  

  

  

  

  

  

   التماثل المحوري –التماثل المرآزي –الإزاحة :  أحد التحويلات التالية Tليكن 
] منتصف Iإذا آان     ]ABو ( ) 'T A A= و ( ) 'T B B= و ( ) 'T I I= فان 'I منتصف [ ]' 'A B  

   صورة دائرة-ج

 و O صورةO' أو تماثل محوري أو تماثل مرآزي هو دائرة مرآزهابإزاحة r و شعاعهاOصورة دائرة مرآزها       

  rشعاعها

   صورة زاوية-د

  

  

  

  

  

  

  

   التماثل المحوري –التماثل المرآزي –الإزاحة :  أحد التحويلات التالية T    ليكن 
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)إذا آان     ) 'T A A= و ( ) 'T B B= و ( ) 'T C C= فان ( ) ' ' 'T BAC B A C= و ' ' 'BAC B A C=  

   الهندسيةاثل المرآزي و التماثل المحوري تحافظ على قياس الزوايا   الإزاحة و التم

  صورة مثلث-6
   التماثل المحوري –التماثل المرآزي –الإزاحة :  أحد التحويلات التالية T    ليكن 

)إذا آان     ) 'T A A= و ( ) 'T B B= و ( ) 'T C C= فان صورة المثلث ABC  هو المثلث ' ' 'A B Cالذي يقايسه  

  و التوازي و التعامد  التحويلات-7
  خاصية

   تحافظ على التعامد و التوازيلات ي تحوالإزاحة التماثل المرآزي و التماثل المحوري       

   مراآز تماثل شكل–تماثل شكل  محاور -8
   تعريف-أ

)  نقول إن المستقيم  )D محور تماثل شكل ( )F إذا و فقط إذا آان ( ) ( )( ) ( )DS F F=  

  .محاور تماثل مستقيم هو المستقيم نفسه و جميع  المستقيمات  العمودية عليه  + : أمثلة

  محاور تماثل زاوية هو حامل منصفها   +         محاور تماثل دائرة هي حاملات أقطارها   +          
  ب تعريف

) مرآز تماثل شكل I    نقول إن النقطة  )F اذا و فقط اذا آان ( )( ) ( )IS F F=  

  مرآز تماثل دائرة هي دائرته   +                             تماثل مستقيم  جميع نقطهمرآز    + :أمثلة

  مرآز تماثل متوازي الأضلاع هو مرآزه +      

II – التحاآي  
  نشاط-1 

  توى نقط من المسB و A و O     لتكن 

' حيث B' و A' و O' أنشئ  2OA OA= ' و − 2OB OB= −   
  -2 ونسبته O على التوالي بالتحاآي الذي مرآزه B و A صورتي B' و A'نقول ان             

  -2 ونسبته O بالتحاآي الذي مرآزه M صورة M'أنشئ 

'بين أن  ' 2A B AB= )  و استنتج أن − ) ( )// ' 'AB A B  

)ما هو الوضع النسبي للمستقيمين  )AM و ( )' 'A M  

   تعريف- 2
) نقطة معلومة من المستوى I     لتكن  )P و kعددا حقيقا غير منعدم   

I حيث M' بالنقطة M    العلاقة التي تربط النقطة  'M kIM= تسمى التحاآي الذي مرآزه I و نسبته k  
)   ونرمز له بالرمز   );h I k أو h  

) و نكتب M بالتحاآي M صورة  النقطة M'    نقول ان النقطة  ) 'h M M= أو : 'h M M→  

  M' إلى M يحولh    نقول آذلك 
   تحويل في المستوىh     التحاآي 

  مثال
  h بالتحاآي M صورة M' أنشئ 3 نسبته  وI تحاك مرآزh  -    أ

  

 و نسبته I تحاك مرآزh -   ب
1

2
−

  h بالتحاآي M صورة M' أنشئ 

  
  ملاحظات

)    ليكن  );h I k 0 تحاك حيثk ≠  

1k إذا آان -   *  ) فان = );1h Iآل نقطة إلى نفسها يحول   

) نقول إن 1k إذا آان -       );h I k " تكبير"  
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1k إذا آان -       ) نقول إن ≻ );h I k " تصغير"  

) إذا آان -  * );h I k يحول M إلى 'M فان I و M و 'Mنقط مستقيمية   

)إذا آان   *  ) 'h M M= فان I 'M kIM= أي  
1 I 'M IM
k

  I بالتحاآي الذي مرآزه M' صورة Mبالتالي  و =

      و نسبته 
1
k

  

 *   - ( )h I I= نقول إن I بالتحاآي ( );h I k  

   مرآز التحاآي هو النقطة الوحيدة الصامدة بهذا التحاآي-      
   خاصيات-2
   أنشطة-   أ

  1     نشاط
)    ليكن  );h I k 0 تحاك حيثk ) حيث N' و M' و N و M و ≠ ) 'h M M= و ( ) 'h N N=  

' بين أن - 1     'M N kMN= و أن ' 'M N k MN=  

M بين أن اذا آان - 2     N≠ فان ' 'M N≠ و ( ) ( )// ' 'MN M N  

  2     نشاط
}         ليكن  }* 1k ∈ ' نقط  حيث N' و M' و N و M و− 'M N kMN=  

)ن المستقيمين  بين أ-1      )'MM و ( )'NN متقاطعين في نقطة I  

I بين أن -2      'M kIM= و I 'N k IN= و استنتج أه يوجد تحاك يحول M و N على التوالي الى 'M و 'N  
  3     نشاط

;      لتكن          ; ;D C B A نقط من المستوى حيث CD ABα= .   

'نعتبر        ; ' ; ' ; 'D C B Aبالتحاآيي صورها على التوال ( );h I k 0 حيثk ≠  

'   بين أن    ' ' 'C D A Bα=    
  
  
  
  

  الخاصية المميزة-    ب

 

  

 

 

  1ف  عدد حقيقي غير منعدم   يخالk تحويل في المستوى و T      ليكن 
 N' و M' من المستوى إلى نقطتينN  و M تحول آل نقطتين T إذا و فقط إذا آانت k تحاك نسبته T يكون

'حيث    'k MN M N=    

     نتيجة

   غير منعدمة فانk صورتيهما على التوالي بتحاك نسبته N' و M' من المستوى و آان N  و M   اذا آان 

    ' 'M N k MN=  

   المحافظة على معامل الاستقامية: خاصية-ج

;تكن    ل ; ;D C B Aو  نقط من المستوى ' ; ' ; ' ; 'D C B Aصورها على التوالي  

)بالتحاآي );h I k 0 حيثk ≠  

CD اذا آان  ABα= فان ' ' ' 'C D A Bα=  
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    نعبر عن هذا بقولنا التحاآي يحافظ علة معامل استقامية متجهتين

  نتيجة

     التحاآي يحافظ على استقامية النقط  

 

  نتيجة

   تحاك hليكن 

)إذا آان     ) 'h A A= و ( ) 'h B B= فان ( )( ) ( )' 'h AB A B= و  [ )( ) [ )' 'h AB A B= و [ ]( ) [ ]' 'h AB A B=  

  نتيجة

   تحاك hليكن 
] منتصف Iإذا آان     ]ABو ( ) 'h A A= و ( ) 'h B B= و ( ) 'h I I= فان 'I منتصف [ ]' 'A B  

   صور بعض الأشكال بتحاك-3

  1  خاصية

)صورة مستقيم        )D قيمتحاك هو مستب( )'Dيوازيه      

  
) صورة مستقيم:ملاحظة  )Dبتحاك مرآزه ينتمي إلى ( )Dهو  المستقيم نفسه   

  2  خاصية
  h    ليكن 

)إذا آان     ) 'h A A= و ( ) 'h B B= و( ) 'h C C= فان ( ) ' ' 'T BAC B A C= و ' ' 'BAC B A C=  

   الهندسيةحافظ على قياس الزواياي التحاآي   

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  3خاصية 

  حافظ على التعامد و التوازيي  التحاآي       
  يمان متعامدان     أي صورتا مستقيمان متعامدان هما مستق

           صورتا مستقيمان متوازيان هما مستقيمان متوازيان
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  4 خاصية

   بهذا التحاآيO صورةO' هو دائرة مرآزهاkبتحاك نسبته r و شعاعهاOصورة دائرة مرآزها       

k و شعاعها  r  

 
صورة مثلث:  5خاصية  

0k نسبته h    ليكن     ≠  
)إذا آان     ) 'h A A= و ( ) 'h B B= و ( ) 'h C C= فان صورة المثلث ABC  هو المثلث ' ' 'A B C  

  :  ملاحظة و اصطلاح 
'   إذا آان المثلث  ' 'A B Cصورة المثلث ABC بتحاك نسبته kالمثلث ان غير منعدمة ف ABCصورة المثلث ' ' 'A B C 

بالتحاآي نسبته 
1
k

  

' وABC  نقول إن المثلثين  ' 'B A C   
     متحاآيان

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  6خاصية

'       إذا آان المثلثان  ' 'B A Cو ABC متحاآيان فان 
' ' ' ' ' '
AB AC BC
A B A C B C

= =   

'      و  ' 'BAC B A C= و  ' ' 'ABC A B C= و   ' ' 'ACB A C B=  
)      و  ) ( )// ' 'AB A B و ( ) ( )// ' 'AC A C و ( ) ( )// ' 'CB C B  
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 ا��
ع ا�����ك

د����ا ت�
	���ادرس �  

 

1/7 – 3/2017 

  عتياديةالتحويلات الا

 ا����
ل ا��ر�زي

  
 ����I  و ��	��� ����M و'M .ى	���  ������ �� ا�

�&� ������  Mھ$ ���#�� ا�����  M'��	ل إن ا�����  ����'I : $�
 إذا و ,�+ *��( �� 

Mإذا .�ن  � I=  ن/,'M I= 

Mإذا .�ن  � I≠  ن/,I  01���[ ]'MM 

��	ى  Mا����4 ا��$ *3'+ .2 ����  ��)�� ا� )P  �5��#���''M  ������ �&����'I  7.3ي ا�9ي �7.3ه��: ا����#2 ا��*

I  7�3��' ;� 7�3�
I

S   <��� و( ) '
I

S M M= 

• ( ) '
I

S M M=  ����I 'M IM= −
uuuur uuur

 

• ( )I
S I I=  ول إن ا���ط���I  دة���


ل ا��ر�زي ������
I

S 

• ( ) '
I

S M M=  ����( )'I
S M M=  

  

  

    
  
  

  ا����
ل ا���وري

  

 ����( )D  و �������M و'M .ى	���  ������ �� ا�

����=  Mھ$ ���#�� ا�����  M'��	ل إن ا�����  ���� �&����'( )D : $�
 إذا و ,�+ *��( �� 

)إذا .��<  � )M D∈  : ن/,'M M= 

)إذا .�ن  � )M D∉  : ن/,( )D  ������ +?وا[ ]'MM 

��	ى  Mا����4 ا��$ *3'+ .2 ����  ��)�� ا� )P  �5��#���''M  =������� �&����'( )D  ري ا�9ي	���: ا����#2 ا��*

)��	ره  )D  7�3��' ;� 7�3�( )D
S  <��� و( ) ( ) '

D
S M M= 

 

  

• ( ) ( ) '
D

S M M=  ����( )D  ��وا�ط ا��ط

[ ]'MM 

)�ن  ��Nل ��ط�  • )D : ( ) ( )
D

S N N= 

)��ول إن !��  ��ط ا������م  )D  دة���


ل ا���وري ������( )D  

• ( ) ( ) '
D

S M M=   ����( ) ( ) '
D

S M M=  

    
  
  

www.adirassa.com



 

 ا��
ع ا�����ك

د����ا ت�
	���ادرس �  

 

2/7 – 3/2017 

  

 ا"زا��

  

 ����u
r

��	ى. M'و ��M@�5 و  �  ������ �� ا�

E�'uزا�C ا��$ ��@M  �5�5ھ$ B	رة  ا�����  M'��	ل إن ا�����  �
r

MM'إذا و,�+ إذا :   u=
uuuuuur r

 

��	ى  Mا����4 ا��$ *3'+ .2 ����  ��)�� ا� )P  �5*ر	1''M  �5@��E�'uزا�C ذات ا�
r

  �5@���: اEزا�C ذات ا��*

u
r

و �7�3 ��5 ب :  
u

t r  <��� و( ) '
u

t M M=r 

 

  

  

• ( ) '
u

t M M=r  ����'MM u=
uuuuuur r

 

0uإذا ���ت  • =
rr

)�%ن    )u
t M M=r 

• ( ) '
u

t M M=r  ����( )'u
t M M− =r  

  

  
� �CزاG� 7��� ا���B�H ا�

��	ى  N'و  M'و  Nو  Mإذا .��< �)��+ �� ا� )P  : I�C( ) '
u

t M M=r  و( ) '
u

t N N=r   

' ,/ن : 'M N MN=
uuuuuuur uuuuur

  

  
  

 ا"������� و ا���و�&ت

  

  ا����
ل ا���وري –ا����
ل ا��ر�زي  –أ�د ا���و�&ت ا������ : ا"زا��  ���Tن 

A  وB  وC  وD  وى��  ��ط �ن ا��

��CDث  D'و  C'و  B'و  A',(+ ا��وا�* �(��ط  Dو  Cو  Bو  ��Aول ا���ط  Tإذا ��ن  ABα=
uuur uuur

�%ن :  

' ' ' 'C D A Bα=
uuuuuur uuuuur

   

  ��ول ,ن ھذه ا���و�&ت أ�.� ����ظ ,(+ ����ل ا������� ��!.��ن

  ا"زا��  و ا����
ل ا��ر�زي و ا����
ل ا���وري ����ظ ,(+ ا������� ا���ط 

  

  

 ا������ و ا���و�&ت

  

  ا����
ل ا���وري –ا����
ل ا��ر�زي  –أ�د ا���و�&ت ا������ : ا"زا��  ���Tن

)إذا ��ن  ) 'T A A=  و( ) 'T B B=  ن%�' 'A B AB=  

  

  

 ���و�ل ا,���د��  �ور أ�2�ل

  

  ا����
ل ا���وري –ا����
ل ا��ر�زي  –أ�د ا���و�&ت ا������ : ا"زا��  ���Tن

)إذا ��ن  ) 'T A A=  و( ) 'T B B=  ن%�( )( ) ( )' 'T AB A B=  و[ )( ) [ )' 'T AB A B=  و[ ]( ) [ ]' 'T AB A B=  
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 ا��
ع ا�����ك

د����ا ت�
	���ادرس �  

 

3/7 – 3/2017 

  
   �ورة �����م

  

)�ورة �����م � )D  ل ��وري
����( )S )ھو �����م  ∆ )'D : ث��� 

o  ن�إذا �( )D   ط��( )�%ن  �I* ��ط�  ∆( )'D   ط��(  �I* ا���ط�  ∆(

 

  

o  ن�إذا �( ) ( )//D )�%ن  ∆ ) ( )' //D ∆ 

  

  

o  ن�إذا �( ) ( )D ⊥ )�%ن  ∆ ) ( )'D D= 

  

 �ورة �����م ����
ل �ر�زي أو �%زا�� ھو �����م �واز�3 �
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 ا��
ع ا�����ك

د����ا ت�
	���ادرس �  

 

4/7 – 3/2017 

��    �ورة ����ف 4ط

  

  

  ا����
ل ا���وري –ا����
ل ا��ر�زي  –أ�د ا���و�&ت ا������ : ا"زا��  ���Tن

] ����ف 4ط��  Iإذا ���ت  ]AB  ن�و �( ) 'T A A=  و( ) 'T B B=  و( ) 'T I I=  ن%�'I  ��] ����ف 4ط ]' 'A B  

  

  

  

    

  

  �ورة دا6رة

  

  

  ا����
ل ا���وري –ا����
ل ا��ر�زي  –أ�د ا���و�&ت ا������ : ا"زا��  ���Tن

)��ث  O' و �ر�زھ� rھ* دا6رة �.� �9س ا�2��ع  �T����و�ل  rو 2��,.�  �Oورة دا6رة �ر�زھ�  )'O T O= �.,��   و 2

  
  

  �ورة زاو��

  

  

  ا����
ل ا���وري –ا����
ل ا��ر�زي  –أ�د ا���و�&ت ا������ : ا"زا��  ���Tن

)إذا ��ن  ) 'T A A=  و( ) 'T B B=  و( ) 'T C C=  ن%��( ) �' ' 'T B AC B A C=  �و �د��� �' ' 'B AC B A C=  
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 ا��
ع ا�����ك

د����ا ت�
	���ادرس �  

 

5/7 – 3/2017 

  

  �ورة �
(ث

  

  

  ا����
ل ا���وري –ا����
ل ا��ر�زي  –أ�د ا���و�&ت ا������ : ا"زا��  ���Tن

)إذا ��ن  ) 'T A A=  و( ) 'T B B=  و( ) 'T C C=  ث)
'ھو ا��
(ث  �ABC%ن �ورة ا�� ' 'A B C 3�  ا�ذي ����

    
  

  
  ا���و�&ت و ا��وازي و ا�����د

  

  ��و�&ت ����ظ ,(+ ا��وازي و ا�����د ا����
ل ا���وري –ا����
ل ا��ر�زي  –ا"زا�� 
  
  

 ا�����*

  

)��ط� ��(و�� �ن ا����وى  �I��ن  � )P  وk دم�  ,دد ����* :�ر ��

)�ن ا����وى  Mا��&�4 ا��* �ر�ط �ل ��ط�  )P  ط������'M  ث�� 'IM k IM=
uuuur uuur

��+ ا�����* ا�ذي �ر�زه  �I  3���و �

k  ر�ز��و �ر�ز �3 �( ),h I k  أوh  

)و ���ب   kو ����I  3ا�ذي �ر�زه  �h�������M  *ورة  M'��ول أن ا���ط�  � ) 'h M M=  

  

: �)
  أ�

  

� 'M  ورة�M  *�������h  ا�ذي �ر�زهI  3���  : 3و �

  

� 'M  ورة�M  *�������h  ا�ذي �ر�زهI  3���و �
1

2

−
 :   

 
  

}��ث  kو ����I  3����* �ر�زه  ���hن  :ا�>���� ا����زة  }\ 1k
∗∈ℝ  

)��ط �ن ا����وى  N'و  M'و  Nو  Mإذا ���ت              )P  : ث��( ) 'h M M=  و( ) 'h N N=   

'�%ن :                          'M N k MN=
uuuuuuur uuuuur
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 ا��
ع ا�����ك

د����ا ت�
	���ادرس �  

 

6/7 – 3/2017 

��kث  kو ����I  3����* �ر�زه  ���hن 
∗∈ℝ  

)إذا ��ن  ) 'h M M=  و( ) 'h N N=  : ن%�' 'M N k MN=  

  
  

�������  ا�����* ����ظ ,(+ ����ل ا"

  

  

A  وB  وC  وD  وى��  ��ط �ن ا��

��CDث  D'و  C'و  B'و  A',(+ ا��وا�* �(��ط  Dو  Cو  Bو  A����*  ��ول ا���ط  ���hن  ABα=
uuur uuur

�%ن :  

' ' ' 'C D A Bα=
uuuuuur uuuuur

   

    
  

  

  

    ا�����* ����ظ ,(+ ا������� ا���ط

  

  

  

  
  

  ����*    ���hن 

)إذا ��ن  ) 'h A A=  و( ) 'h B B=  ن%�( )( ) ( )' 'h AB A B=  و[ )( ) [ )' 'h AB A B=  و[ ]( ) [ ]' 'h AB A B=  

  
  

  ����* ���hن 

] ����ف 4ط��  Iإذا ���ت  ]AB  ن�و �( ) 'h A A=  و( ) 'h B B=  و( ) 'h I I=  ن%�'I  ��] ����ف 4ط ]' 'A B  

  
  

)�ورة �����م  )D  م����)����ك ھو � )'D 3واز��  
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 ا��
ع ا�����ك

د����ا ت�
	���ادرس �  

 

7/7 – 3/2017 

  

  ����* ���hن 

)إذا ��ن  ) 'h A A=  و( ) 'h B B=  و( ) 'h C C=  ن%��( ) �' ' 'h B AC B A C=  �و �د��� �' ' 'B AC B A C=  

  ا�����* ����ظ ,(+ ��س ا�زوا��

  

  

  
  
  

  
 �ورة �������ن �����دان �����* ھ�� �������ن �����دان �

  �ورة �������ن ��واز��ن �����* ھ�� �������ن ��واز��ن �

    
  

  

����h  3���ك  rو 2��,.�  �Oورة دا6رة �ر�زھ� �k  �ھ* د6رة �ر�زھ'O  ورة�O  *�������h  �.,����ث  r'و 2
'r k r=  

  

  
  
  

  

�����   3�����h *ن �k  ث��k
∗∈ℝ  

)إذا ���ت  ) 'h A A=  و( ) 'h B B=  و( ) 'h C C=   ث)
'ھو ا��
(ث  �ABC%ن �ورة ا�� ' 'A B C  

    
  

www.adirassa.com



���� ����	
  ا���ذ: 
  

  

  الهندسة
  مارين وأمثلة محلولةمع ت  في المستوى  التحويلات الاعتيلدية ملخص لدرس:  
  وا�)�رات ا��&%$ة #" ا��رس : ا�ھ�اف  
 

 

 

 

 

  
  
  

 
  

I. :0/ر�*�  
  ا���BV ا��-�ري: .1

$4!�( )D  .ى��&� �$ ا�!'�&�  

 ا���e+ ا�1�ري ا�Gي �1�ره 

( )D ي��&)ھ� ا��1��+ ا� )DS يGا�


 �$ ا�&��ىC'K +; a%��( )P 


C'6��%M )S!D �4�ن ′ )D  �Cوا�


�C'��[ ]MM ′.  

nK�; إذا :
hD]�M �!'�&�65* إ�� ا�( )D ن�<( ) ( )DS M M=.  

( ) ( )DS M M ′=    ( ) ( )DS N N ′=   

   ا���BV ا��$2Gي .2
$4��O  $� 
C'K

)ا�&��ى )P +e�. ا��

ا�Gي  OSھ� ا��1��+ ا�&��ي Oا��;#ي ا�Gي ��;#ه


C'K +; a%��M ى��&)�$ ا� )P 
C'6��%M S!D 45�ن  ′


C'6ا�O 
�C'�6(: ا��[ ]MM ′.  

:
hD]� ( )OS O O=  

( )OS M M ′=   *6�5O 
�C'�6(: ا��[ ]MM ′.  

   ا`زا�4: .3
$4��u
�

 
J��
 ذات ا�Dزاlى. ا��&
 �$ ا����6� �!O 
J���u
�

 
ھ* ا��1��+ ا�&��ي ا�Gي 


C'K +; a%��M  $�

)ا�&��ى )P 
C'6��%M ′ 

S!DMM u′ =
������ �

.  
( )t M M )و      =′ )t N N′=  

 "/$��1:  $4!�ABCD  �6 ��;#ه!��O, وI  :)�6�[ ]AB 

]�J  :)�6و ]AD  

 أj9K ا�49+. )1
�د  )2D( )OS A  و( )OS B  و( )OS O  و( )( )OS AB 

3( ( ) ( )ACS B  و( ) ( )ACS A و( ) ( )ACS O و( ) [ ]( )ACS AB 

)و ) ( )ACS Iو( ) ( )( )ACS OI 

�د  )4D( )BC
t A����   و( )IJ

t B���  و[ ]( )IJ
t OB���  


 :أ%�"  
1(  
 
2(  
• ( )OS A C= 

 ن : 
OA OC=  

• ( )OS B D=   

OB ن :  OD=  
• ( )OS O O=   

  
C'6ل ا��'KO  
��2�ة  

• $� S1%( )( )OS AB�&� :2�رة ا�!'( )AB  

 : �6���( )
( )

O

O

S A C

S B D

 =


=

)اذن :   )( ) ( )OS AB CD=  

W�از�� �5�e+ ��;#ي ھ� �&�'! 
Cا��% �  oD]K أن 2�رة ��'!
3(  
• ( ) ( )ACS B D= : ن ( )AC 
�C'�� �Cوا�[ ]BD.  

• ( ) ( )ACS A A=   ا�� *) ن : ;+ ا�a'6 ا��* �65 )ACة���2  

• ( ) ( )ACS O O=: ن ( )O AC∈ ا�� *و;+ ا�a'6 ا��* �65

( )ACة���2  

• 
( ) [ ]( ) [ ]ACS AB AD=: ن ( ) ( )

( ) ( )
AC

AC

S A A

S B D

 =


=

  

• ( ) ( )ACS I؟؟؟؟؟؟  

 �6���I   :)�6�[ ]AB    و( ) [ ]( ) [ ]ACS AB AD=     اذن

( ) ( )ACS I  :)�6� �ھ[ ]AD   
C'6أي ا�J   W6و�( ) ( )ACS I J=  

• ( ) ( )( )ACS OI؟؟؟؟؟  
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                               ا���ذ : 
	���� ����                                                                                     64 ص
 

    �6���( ) ( )
( ) ( )
AC

AC

S O O

S I J

 =


=

)اذن  ) ( )( ) ( )ACS OI OJ=  

4(  
• ( )BC

t A؟؟؟؟����  

   �6���ABCD  اذن $!��AD BC=
���� ����

 : W6و�( )BC
t A D=����  

• ( )IJ
t B؟؟؟؟���  

: S�I����KABD    �6.� ا�� :I  :)�6�[ ]AB وJ  :)�6�

[ ]AD : 2اذنBD IJ=
���� ���

� أن  ��KوO  :)�6�[ ]BD  

2BDاذن  BO=
���� ����

  : W62و� 2BO IJ=
���� ���

BOأي :   IJ=
���� ���

  
)و%�����* :  )IJ

t B O=���  

• [ ]( )IJ
t OB؟؟؟؟���  

   �6���BO IJ=
���� ���

]�O  :)�6و   ]BD   : اذنBO OD=
���� ����

  

 W6و�OD IJ=
���� ���

)أي   :    )IJ
t O D=���  : أن ���Kو( )IJ

t B O=���  

]اذن :  ]( ) [ ]IJ
t OB DO=���  

4.  :�G�-  ا�
$4��Ω ى و��&
 �$ ا�C'Kk م��6� �!O �!'!'D دا��  

ھ� ا��1��+ ا�&��ي ا�Gي  kو ΩW�.&Kا�Gي ��;#ه hا���1;*  


C'K +; a%��M �&)�ى�$ ا� )P 
C'6��%M ′ 

S!DM k M′ ′Ω = Ω
������ ������

.  
:
hD]� nK�; 1إذاk ھ� 5�e+ ��;#ي  h>�ن ا��1��+ −=

   .��Ω;#ه
( )h M M Mو MوΩن ا�a'6��6* أ=′ ′.
!!'�&�  

( )h M M ′= *6��M k M′Ω = Ω
������ �����

  

( )h N N′= *6��N k N′Ω = Ω
����� ����

  

 "/$��2:  $4��A و M  
C'6ا� ��C'K!$  �$ ا�&��ى , أر�

M ′  
C'62�رة ا�M *;�1���%h #;�و A  W�.&Kذا ا�
3

4
  

)ا���اب : )h M M ′= *6��3

4
AM AM′ =
����� �����

  

  

 "/$��3:  : 
!J���.� �$ ا��[�
 ا�
2

3
IC IB= −
��� ���

  %��1ك 

 ��$+
و IW�.&Kا���1;*  ا�Gي ��;#ه hا���اب :اذا ا
2

3
k = −   

2أي : 
,

3
h I
 − 
 

2>�ن : 

3
IC IB= −
��� ���

 *6��( )h B C=  

"/$��
 و ��;# ا��4:  *;�1.&K د�Dh 1�ل�ي Gا�A  إ��B  *<
: 
  ا�Z�1ت ا����!

1. 2 3 0IA AB+ =
��� ���� �

             S!DI 
����� 
C'K  
2. 2 B BAΩ = −

���� ����
                  S!DΩ 
����� 
C'K 

3. 3 5 0IA AB− =
��� ���� �

             S!DI 
����� 
C'K 

)ا���=� : ),h I k        ( )h A B= *6��IB k IA=
��� ���

  

  
  

1(2 3 0IA AB+ =
��� ���� �

  

*6��( )2 3 0IA AI IB+ + =
��� ��� ��� �

*6��2 3 3 0IA AI IB+ + =
��� ��� ��� �

  

*6��2 3 3 0IA IA IB− + =
��� ��� ��� �

*6��3 0IA IB− + =
��� ��� �

  

*6��1

3
IB IA=
��� ���

     W61 و�
,
3

h I
 
 
 

  

2(2 B BAΩ = −
���� ����

  
*6��2 B ABΩ =

���� ����
*6��2 B A BΩ = Ω + Ω

���� ���� ����
  

*6��2 B B AΩ − Ω = −Ω
���� ���� ����

*6��B AΩ = −Ω
���� ����

  
    W6و�( ), 1h Ω −  

3(3 5 0IA AB− =
��� ���� �

  
*6��( )3 5 0IA AI IB− + =

��� ��� ��� �
*6��3 5 5 0IA AI IB− − =

��� ��� ��� �
  

*6��3 5 5 0IA IA IB+ − =
��� ��� ��� �

*6��8 5IA IB=
��� ���

  

*6��8

5
IB IA=
��� ���      W68و�

,
5

h I
 
 
 

  

II.  2يG$ا�� BV�� ا��i?��ت ا����2ة �BE #" ا�-��G و اZزا�4   وا�

 $4!�T  ى و��&}15��[ ا��!�د�� >* ا� }1k ∗∈ −ℝ  

 "/$��5:  $4!�h  *;�1ي ��;#ه ا��Gا�ΩW�.&K وk  
Mإ��  Mو�1�ل   ′Nإ��  N�1�لو  ′

M%!$ أن  :  N kMN′ ′ =
������ �����

    
  ا���اب :

( )h M M ′= *6��M k M′Ω = Ω
������ �����

  

( )h N N′= *6��N k N′Ω = Ω
����� ����

  

M N M N M N′ ′ ′ ′ ′ ′= Ω + Ω = −Ω + Ω
������ ������ ����� ������ �����

  

( )M N k M k N k M N′ ′ = − Ω + Ω = −Ω + Ω
������ ����� ���� ����� ����

  

( )M N k M N kMN′ ′ = Ω + Ω =
������ ����� ���� �����

 
:

 ا����!!2�b$ ا��1(+ Kو 
� ا��6!�!�5 $4�  

(�G�-  @�?��:(ا��i?�� ا����2ة ��
Mاذا و>'a اذا ;�ن : T  W�.&K �!;�15k�4�ن ا��1��+  N kMN′ ′ =

������ �����
 

!1% : S( )T M M )و    =′ )T N N ′= 

 "/$��6:  $4!�ut � 
J��
 ذات ا�Dزاlاu
�

إ��  S!1%M 15�ل 

M   ′Nإ��  Nو  15�ل′

M%!$ أن  :  N MN′ ′ =
������ �����

   

)ا���اب : )u
t M M′=�*6��MM u′ =

������ �
)و )u

t N N′=�*6��NN u′ =
����� �

 

: W6و�NN′
�����

MM ′ =
������

MMاذن :    N N′   ���ازي ا k[ع  ′

Mو%�����*: N MN′ ′ =
������ �����

 
:

 ا����!!2�b$ ا��1(+ Kو 
� ا��6!�!�5 $4�  

  @�?��:(ا��i?�� ا����2ة �5زا�4)

 اذا و>'a اذا ;�ن :  T�4�ن ا��1��+ DازاM N MN′ ′ =

������ �����
  : S!1%

( )T M M )و    =′ )T N N ′= 

:
hD]� W�.&K *;�15 �ي ھ#;�%1� أن ا���e+ ا�k = −  +)1K
: 

 ا����!!2�bا� ���  

  @�?��:(ا��i?�� ا����2ة ����BV ا��$2Gي)
  ا ;�ن : 5�e[ ��;#�� اذا و>'a اذ T�4�ن ا��1��+ 

M N MN′ ′ = −
������ �����

  : S!1%( )T M M )و    =′ )T N N ′=  

  
  

www.adirassa.com



               ا���ذ : 
	���� ����                                                                                     65 ص
 

  III. ت��?�@ 
)�9Kط :   );2h O   �)أر� )h M M )و  =′ )h N N′=   

  ��ذا oD]5؟
� % 
<�&����6Iء ا���1;* ا�Gي ;+ ھGه ا��1��[ت o<�15 ��� ا�

W�.&Kk S!1%1k ≠.  

� .:)�6  ;+ ھGه ا��1��[ت o<�15 ��� ا�

 و ا���ازي و ا������ و  �!��'��Zا ��� o<�15 [ت�ه ا��1�Gھ +;

.
!��6Jا� ��س ا�#وا�!�  
IV. :ل�EQا� r*= ر�?  
� �)2�رة �&�'! 
 أو 5�e+ ��;#ي أو �15ك   ∆(Dازا 
Cا��%

�)ھ� �&�'! )��ازي ∆′( )∆.  

�  
�C� 2�رة[ ]AB
�C� *ھ[ ]A B′ ′ Q��'5[ ]AB  إذا ;�ن


 أو 5�e[. أ�� إذا ;�ن D+ إزا�ا��1�W�.&K �!;�15 +��1ا��k 
A>�ن B k AB′ ′ =.  

)2�رة دا�Eة � )E #;�ھ* دا�Eة  rو ا���9ع cذات ا�


 أو 5�e[ و rو ��Y�c  �Jا 2�رة′��c;#هD+ إزا�إذا ;�ن ا��1�

�J���Yk r⋅W�.&K �!;�15 +��1إذا ;�ن ا�� .k.  

� 
2�AOB�رة ا�#او� 
 

 
�Aھ* ا�#او� O B ′ ′ ′
 

       

� �AOB AOB′ ′ ′ =  
S!DA′ وB′ وO′ ھ* 2�رA وB وO .+��1���% *ا���ا� ���  

 "/$��7:$4!�ABCD ع و���ا]k زي اI وJ  $!�C'K

���2>�!$ ب

3
CI CB=
��� ����

 ,IJ DC=
��� ����

.  

  أj9K ا�49+. )1
)%!$ أن )2 )BJ 2�رة( )AI 
Dزاl�%ABt و��ذا. 
.&6��% V�6�&5

 $!!'�&��( )BJ و( )AI؟  

  .Cإ��  Bو ا�Gي ��1ول Iذا ا��;# ��Kh.� ا���1;* )3
)%!$ أن ) أ )( ) ( )h AB CD=.  


 ) ب.&K أن n.eأh  د�  .-2ھ* ا��
4( $4��K S!D 
C'K2KI AB=

��� ����
.  

)%!$ أن ) أ )h J K=.  

1أn.e أن ) ب

2
AI CK=.  

  )1ا���=� :

  
):)K.!$ أن : 2 )AB

t I J=؟؟؟؟؟����  

�� �6�ABCD  ع  اذن]k ازي ا���DC AB=
���� ����

  

IJو���M&D �6 ا��C!�ت : DC=
��� ����

  

 W6و�IJ AB=
��� ����

)أ ي:   )AB
t I J=����  

: �6��ABو� AB=
���� ����

)اذن  )AB
t A B=����  

���6 اذن : �
( )
( )

AB

AB

t I J

t A B

 =


=

����

����

)و%�����* :    )( ) ( )AB
t AI BJ=����  


 ھ� �&�'!�  ا��6��Zج: �Dازا 
Cا��% �� أن 2�رة �&�'!��K

)��از�W اذن  ) ( )AI BJ�  

))  أ) ���M&D �6 ا��C!�ت :3 )h B C=  

�!'�&� أن 2�رة ا���Kو( )AB  W�از�� �
 �15ك ھ� �&�'!Cا��%

  Cأي �� �$  Bو�� �$ 2�رة 
 �!'�&)اذن ھ� ا� )CD  

)و%�����* : )( ) ( )h AB CD=  

))  ب) 3 )h B C=  *6��IC k IB=
��� ���

  

� M&D ا��C!�ت أن:��Kو
2

3
CI CB=
��� ����

 *6��3 2CI CB=
��� ����

  

 *6��( )3 2CI CI IB= +
��� ��� ���

 *6��3 2 2CI CI IB= +
��� ��� ���

  

 *6��3 2 2CI CI IB− =
��� ��� ���

 *6��2CI IB=
��� ���

  

 *6��2IC IB= −
�� ���

  W62 و�k = −  
)أ)  )5 )h J K=؟؟؟؟؟ 

� M&D ا��C!�ت أن:��KوIJ DC=
��� ����

2KIوأن :   AB=
��� ����

  

2KIاذن : IJ=
��� ���

 *6��2IK IJ= −
��� ���

  
)وھGا ��6* أن : )h J K=  

K�)� اذن : أ) و" )
( )

h J K

h B C

 =


=

2CKاذن :    BJ= −
���� ����

  

!#ة ����1;*)
 ا�!2�bا� M&D)  
: ��K �h6�ور ا�� ا���% W6و�  

2CK BJ= −
���� ����

2CKاذن :   BJ= −
���� ����

  

2CKاذن :  BJ=    

  �K�IJو" AB=
��� ����

���ازي ا k[ع  اذن  ABJIادن :  

BJ AI=   : 2اذنCK AI= *6��
1

2
AI CK=  

V. :"�K�# ��#�( ا�-�1ظ 
�; #*�#B ا�
 $4!�T  ى و��& Dو    Cو    Bو   15A��[ ا��!�د�� >* ا�

  2T�رھ� �1���%�D′  +و    ′Cو    ′Bو   ′a'KA  و   

CD اذا ;�ن : k AB=
���� ����

C>�ن :      D k A B′ ′ ′ ′=
����� �����

  
 "/$��8: $4!�ABCو �I�I�I  :)�6�[ ]BC  

 $!�C'6ا� �.��KB′ وC′  : S!1%2

3
AB AB′ =
���� ����

2و   

3
AC AC′ =
����� ����

  

]�J  :)�6و �!$4  ]B C′ ′
 

A W�.&Kا���1;*  ا�Gي ��;#ه  hو�!$4 
2

3
k = 

: %!$ أن)1 2

3
B C BC′ ′ =
����� ����

  

�ل ا���1;* )2����%h  a'6أن ا� $!%J  وA  وI  
!!'�&� a'K  
2)1ا���=� :

3
AB AB′ =
���� ���� :  *6��( )h B B′=    

2

3
AC AC′ =
����� ����

 :  *6��( )h C C′=  

 

2اذن :   

3
B C BC′ ′ =
����� ����  

!#ة ����1;*)
 ا�!2�bا� M&D)  
2 �6��� (I  :)�6�[ ]BC اذن

 :( )h I  :)�6�[ ]B C′ ′  
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]�J  :)�6و%� أن :  ]B C′ ′
)>�ن :  )h I J=  

: W6و�
 a'6ا�J  وA  وI  
!!'�&� a'K   ا��رس ;Kا�

  
 


�#� 4�ل ا��رس #45%�ت 
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 ا��
ع ا�����ك
ا	�اء ا	����درس   

 

1/3 – 3/2017 

  ميالجداء السل

  �	ظم �����
  

u ���ن
�

u	�ط��ن �ن ا����وى ���ث :  Bو  �����A و   AB=
�����

  

u	ر�ز ��	ظم ا������ 
�

��u�ر�ز  
�

 ��uو ا���رف ��� � AB=
�

  

  
  ا��داء ا����� �������ن

  

AB���ن 

����
ACو 

����
�# ا������م  Cا����ط ا���ودي ��	�ط�   Hو ���ن������ن !�ر �	�د���ن  $( )AB.  ا��داء ���ا��

�������ن �AB

����
ACو 

����
AB	ر�ز �' ب :   AC•

���� ����
  : ��ABو ھو ا��دد ا������ ا���رف ��� � AC AB AH• •=

���� ���� ���� ����
  

  

�������ن إذا ��	ت �AB

����
AHو  

����
�������ن إذا ��	ت   	-س ا��	�# �AB

����
AHو  

����
  �	���ن �������ن 

    
  
  

�����داء ا��� ��.� ا��0/� ا��.
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 ا��
ع ا�����ك
ا	�اء ا	����درس   

 

2/3 – 3/2017 

�������ن � ���ABا��داء ا��

����
ACو 

����
 : ��) ھو ا��دد ا������ ا���رف ��� � )cosAB AC AB AC x• = × ×

���� ����
  

ABھو ��3س ��زاو�� ا���0ورة ��ن  x( ��ث 

����
ACو 

����
 (    

  

���د ������ن�  
  

  

u���ن 
�

vو  
�

  ������ن �ن ا����وى 
  

0u v u v• = ⇔ ⊥
� � � �

  
  

  
  

  

u���ن 
�

vو  
�

wو  
�

  $دد�ن ������ن  βو α.5ث �����ت �ن ا����وى و ���ن  

� u v v u• •=
� � � �

 

� ( )u v w u v u w• • •+ = +
� � � � � � �

 

� ( ) ( ) ( )u v u vα β αβ• •= ×
� � � �

 

� 
22

u u u u• = =
� � � �

   ( ��� ( ا��ر�6 ا��

� ( )2 2 2 2

2u v u v u u v v•+ = + = + +
� � � � � � � �

 

� ( )2 2 2 2

2u v u v u u v v•− = − = − +
� � � � � � � �

 

� ( ) ( ) 2 2

u v u v u v•− + = −
� � � � � �

 

  
  
  

 8�3م ا�زاو��ا���35ت ا���ر�� �7 �.�ث 
  

  

�.� 8�3م ا�زاو�� ABC   �7���ن .�A  . ن�و �� H   ط��	��# ا������م  Aا����ط ا���ودي �$( )BC : �	د�� ،  

 
2 2 2

BC AB AC= + 

 
2

AH HB HC= × 

 
2

AB BH BC= × 

 2
AC CH CB= × 
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 ا��
ع ا�����ك
ا	�اء ا	����درس   

 

3/3 – 3/2017 

  
  ��رھ	� ا���و�ط

  

�.� ���ث  ABC���ن .�I  0ف�	�[ ]AB  : �	2�د� 2 2 21
2

2
AB AC AI BC+ = +  

  
  

  

 ��رھ	� ا���:�
  

  ، �د�	� :  �.�.� ABC���ن 

( )2 2 2
2 cosAB CA CB CA CB c= + − × ɵ  

( )2 2 2
2 cosAC BA BC BA BC b= + − × ɵ  

( )2 2 2
2 cosBC AB AC AB AC a= + − × ɵ  
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                                                                                     ���� ����	
                               ا���ذ : 

  

  الهندسة  
  مع تمارين وأمثلة محلولة  ملخص لدرس: الجداء السلمي : 14مذكرة رقم

  وا�)�رات ا��&%$ة #" ا��رس : ا�ھ�اف 
  
  
  
  
  
  
  
  

I. :0/ر�*� 0/$*�1:"�K�  : ا���اء ا�>��� ��
$4��u
�

vو
�

 :S!1% ى��&�J��� u!$ �$ ا� AB=
� ����

vو AC=
� ����

  


Hو C'6�� دي�� Cا�&'a ا��!'�&)��� ا� )AB.  

 $!�J���� *uا���اء ا�&�
�

vو
�

ا���د ا�1'!'* ا�Gي ���# �W  ھ� 

#����%u v⋅
� �

 :*�� �  و ا���وف %

� nK�; إذاAB
����

AHو 
����

� Q�K ا��16 >�ن: J�  

u v AB AH⋅ = ×
� �

  

� nK�; إذاAB
����

AHو 
����

� �16!�ن ����;&�ن >�ن: J�  

u v AB AH⋅ = − ×
� �

  

� M�4K وu v AB AH⋅ = ⋅
� �

uأو  v AB AC⋅ = ⋅
� �

  
 0/$*�  : ا�.��J ا��	�	�� ����اء ا�>���:2

nK�; إذاu
�

vو
�

�6���!$ و  � �!O $!�J���α
 �BACھ� �!�س ا�#او�

 S!Du AB=
� ����

vو AC=
� ����

  >�ن: 

cosu v u v α⋅ =
� � � �

             :���� cos
u v

u v
α ⋅=

� �

� �                         

"/$���!4$ :  1#	�ل أو 
4

π $!�J���u!��� �#او�
 ا�
�

vو 
�

 

:S!D5
2

2
u =
�

4vو =
�

  M&Dأu v⋅
� �

 

5ا���اب: 2
cos 4 5 2

4 2 2
u v u v

π ⋅ = × × = × × = 
 

� � � �
 

"/$��2 :$4!�ABC  وي�&� W��k ع ط�ل]k وي ا�&�� �I�I�
6cm   $4!و�H
C'6�� دي�� Cا�&'a ا��!'�&)��� ا� )AB.  

 M&DأAB AC⋅
���� ����

CHو      HB⋅
���� ����

  
S�I ��&�وي ا k[ع >�ن ;+ زوا��ه ��'��&
 و�!�س ;+ %� أن اا���اب:�
زاو�
 ھ�

3

π   

:W6و�cos cos
3

AB AC AB AC A AB AC
π∧  ⋅ = × × = ×  
 

���� ���� ���� ����

1
6 6 18

2
AB AC⋅ = × × =
���� ���� 

cos cos 0 0
2

CH HB CH HB H CH HB CH HB
π∧  ⋅ = × × = × = × × = 
 

���� ���� ���� ����   

"/$��3 :$4!�EFG :S!1% �I�I�5EF 3EGو = = 
6EFو EG⋅ = −

���� ����
      M&Dأ�( )cos FEG   

)�ا���اب: )cos 6EF EG EF EG FEG= × = −
���� ���� ���� ����
i  

  *6���( )cos 6EF EG FEG× = −  

  *6���( )5 3cos 6FEG× = −  

  *6���( ) 6 2
cos

15 5
FEG = − = −  

"/$��4 :$4!�ABC  S!1% �I�I�3AB 4ACو= = 

�و 2

3
BAC

π=          M&DأAB AC⋅
���� ����

.  

2ا���اب:
cos cos

3
AB AC AB AC A AB AC

π∧  ⋅ = × × = ×  
 

���� ���� ���� ����  

3 3
4 3cos 12cos 12cos

3 3 3 3
AB AC

π π π π ππ−     ⋅ = × = − = −     
     

���� ����  

3 3
4 3cos 12cos 12cos

3 3 3 3
AB AC

π π π π π−     ⋅ = × = − = −     
     

���� ����  

) ن :  )cos cosx xπ − =   اذن :   −
1

12 6
2

AB AC⋅ = − × = −
���� ����  

I I. :���<ت ا���اء ا���?�@  
 $4��u
�

vو
�

wو 
��

  e[ث ����Jت: 

� u v v u⋅ = ⋅
� � � �

  

� ( )u v w u v u w⋅ + = ⋅ + ⋅
� � �� � � � ��

  

� ( )u kv ku v⋅ = ⋅
� � � �

 $4� �J�k$�ℝ. 

:�%45#
2

u u u⋅ =
� � �

��Ku# ل u⋅
� �

ب 
2

u
�

,*  : و �&� ا��%] ا�&�

�  
22

u u=
� �

2اذن
u u=
� �

  

�  nK�; و اذاu AB=
� ����

>�ن
2

AB AB=
����

 
:�#�Kت ا��(=�,  ا��

( )2 2 2 2
2u v u v u u v v+ = + = + ⋅ +

� � � � � � � �
  

( )2 2 2 2
2u v u v u u v v− = + = − ⋅ +

� � � � � � � �
  

( )( ) 2 2
u v u v u v+ − = −
� � � � � �

  

"/$��5 : $4��u
�

vو 
�

1% $!�J���:S!5u =
�

3vو =
�

3و 

2
u v⋅ = −
� �

  

M&Dأ 
2

u
�

و 
2

v
�

)و   )2

u v+
� �

)و  )2
u v−
� �

) و  ) ( )u v u v− +
� � � �

و    

( ) ( )3 2 5u v u v− ⋅ +
� � � �

)و    ) ( )5 5u v u v− ⋅ +
� � � �

  

ا���اب:
22 25 25u u= = =

� �
22و    23 9v v= = =

� �  
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                                                                                     ���� ����	
                               ا���ذ : 
 

  ( ) ( )2 2 22 2 2 232 2 5 2 3 25 3 9 312u v u u v v u u v v+ = + ⋅ + = + ⋅ + = + − + = − + =
� � � � � � � � � �

( ) ( )2 2 22 2 2 232 2 5 2 3 25 3 9 372u v u u v v u u v v− = − ⋅ + = − ⋅ + = − − + = + + =
� � � � � � � � � �

2 22 2 2 25 3 25 9 16u v u v= − = − = − = − =
� � � �( ) ( )u v u v− +

� � � �  

( ) ( )3 2 5 3 3 5 2 2 5u v u v u u u v v u v v− ⋅ + = ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅
� � � � � � � � � � � �

  

( ) ( ) 2 2
3 2 5 3 15 2 10 3 25 13 10 9u v u v u u v u v v u v− ⋅ + = + ⋅ − ⋅ − = × + ⋅ − ×
� � � � � � � � � � � �

( ) ( ) 3 39 69
3 2 5 75 13 90 15

2 2 2
u v u v

 − ⋅ + = + − − =− − =− 
 

� � � �
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

5 5 5 25 25 25 9 616u v u v u v u v− ⋅ + = − = − = × − =
� � � � � � � �

  

45u�ن :@�?��
�

vو
�

�����0�5!$ إذا و >'a إذا ;�نu v⋅ =
� �

 M�4K وu v⊥
� �

  

:����( ) ( )AB CD⊥إذا ;�ن a'< 0إذا وAB CD⋅ =
���� ����

.  

I II. :�/6 ا�2اوW�7 \�	# �R �/$
�75ت # 
:��?�@$4!�ABC و �I�I�H  
C'6�� دي�)���Aا�&'a ا�� )BC.  

� >* ABCإذا ;�نE��A :ن�<  

1(  2 2 2AB AC BC+ )                             �.�ھ6
 >!��O�رس(    =
2     (AC AB AH BC× = ×             

3 ( 2BA BH BC= 2CAأو× CH BC= ×                                  

4   (2AH HB HC= ×  

))1%�اھ!$ :  )22 2 22 2BC BC BA AC BA BA AC AC= = + = + ⋅ +
���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

  

: �6���BA AC⊥
���� ����

� >* ABC ن  E��A:2اذن 2 2BC BA AC= +  

2  : S�I))  %���.�ر ا� )ABC :ˆsin
AC

B
BC

=      : S�Iو  %���.�ر ا�

( )ABH  :ˆsin
AH

B
AB

= W6و�AC AH

BC AB
=   :  W6و�AC AB AH BC× = ×  

3$4!� (ABC و �I�I� H  
C'6�� دي�)���Aا�&'a ا�� )BC  .

  : S�I)%���.�ر ا� )ABC    :ˆcos
AB

A
AC

=   

   : S�I)و  %���.�ر ا� )ABH :ˆcos
BH

B
AB

=      W6و�AB BH

AC AB
=  

    W62و�AC CH BC= ×  

"/$��� ا�#او�
  >*ABC #	�ل: : 6E��  S�I�A    وH  a'&ا�

 
C'6�� دي�)���Aا�� )BC : M&Dأ.AC    وBH  وAH   و

HC   : أن ���2AB cm=     5وBC cm=  
�2.��Yة >�ن :M&D �.�ھ6
 >!��O�رس اا���اب:  2 2BC AB AC= +  

: *6��2 2 2AC BC AB= −�: *6�2 2 25 2 21AC = − = 
�: *6�21AC cm=  

:�6��� 
���2ABوM&D ا��[��ت ا� BH BC= ×  
�: *6�

2 4

5

AB
BH cm

BC
= =  

:�6��2ACو� CH CB= ×�: *6�
2 21

5

AC
CH cm

BC
= =  

:�6��ABو� AC AH BC× = ×�: *6�2 21

5

AB AC
AH cm

BC

×= =  

IV.:�Q�Eھ&� ا�$+#  
:��?�@ $4!�ABC �I�I�

:�6����( )2 2 2 2 cosBC AB AC AB AC BAC= + − × ×  

:jW��  

1. �( )
2 2 2

cos
2

AB AC BC
BAC

AB AC

+ −=
×

  

2. 2 2 2 2BC AB AC AB AC= + − ⋅
���� ����

 

W6� و( )2 2 21

2
AB AC AB AC BC⋅ = + −
���� ����

  


 ا و��: .3�]��� $!��e�       ھ�6ك �[��!$ �
   �( )2 2 2 2 cosAB CA CB CA CB ACB= + − × ×   

�( )2 2 2 2 cosAC BA BC AB BC ABC= + − × ×  

"/$��7 : $4!�ABC:S!1% �I�I� � 2

3
BAC

π=  8وAC = 

5ABو =   .1(  M&DأBC.  2(  �cosACB    
  DBC&�ب)1ا���اب:

 S�I  M&DABC �.�ھ6
 ا�Y�4*: >* ا�
:�6����2 2 2 2 cosBC AB AC AB AC BAC= + − ×  

�: *6��2 2 25 8 2 8 5cosBC BAC= + − × × 
�: *6�2 2

89 80cos
3

BC
π = −  

 
�: *6�2 3

89 80cos
3

BC
π π− = −  

 
 

�: *6�2 3
89 80cos

3 3
BC

π π = − − 
 

�: *6�2 89 80cos
3

BC
ππ = − − 

 
 

�: *6�2 89 80 cos
3

BC
π  = − −   
  

) ن :    )cos cosx xπ − = −     

�: *6�2 1
89 80

2
BC

 = +  
 

  �: *6�2 89 40BC = +�: *6�2 129BC =      

�: *6�129BC =      

  D(�cosACB&�ب2
 S�I  M&DABC �.�ھ6
 ا�Y�4*: >* ا�

:�6����2 2 2 2 cosAB AC BC AC BC ACB= + − × 

�: *6�( ) �2
2 25 8 129 2 8 129 cosACB= + − × × 

�: *6��25 64 129 16 129 cosACB= + − 
�: *6��25 193 16 129 cosACB− = − 

�: *6��168 16 129 cosACB− = −� *6�

:� 168 168 129 21 129 7 129
cos

2064 258 8616 129
ACB

−= = = =
−

 

V. :T��  #+$ھ&� ا��
:��?�@$4!�ABC و �I�I�I 
�C'�6(: ا��[ ]BC  

:�6��� 
2

2 2 22
2

BC
AB AC AI+ = +  

:$�GM� :T�� �C'KΡ!$ �$ ا�&��ى Bو Aإذا ;�nK  #+$ھ&� ا��

 Iو�C'�6(: ا��[ ]AB . نf<2 2 2 21

2
2

MA MB MI AB+ = +  

�ABC:S!1% �I�I� 4BC!4$   #	�ل:  cm=6وAC cm= 
3ABو cm= $4�� وI  :)�6�[ ]BC  M&DأAI. 

��M&DABC:�6 �.�ھ6
 ا����a ��� ا�S�I ا���اب: �   
2 2 2 21

2
2

AB AC AI BC+ = +�: *6�2 2 2 21
3 6 2 4

2
AI+ = +  

�: *6�2 16
9 36 2

2
AI+ = +�: *6�245 8 2AI− =�: *6�237 2AI=  

�: *6�2 37

2
AI =�: *6�37

2
AI =  

"/$��8 :   $4!�ABM:S!1% �I�I� 4AB cm=3وAM cm= 
4BMو cm=  

www.adirassa.com



                                                                                     ���� ����	
                               ا���ذ : 

]�I:)�6و ��$4   ]AB  وJ:)�6�[ ]AM  وK:)�6�[ ]BM  

 BJوAKو  MIأM&D  ا�&�>�ت  
��M&DABM:�6 �.�ھ6
 ا����a ��� ا�DMI: S�I&�با���اب: �   

2 2 2 21
2

2
MA MB MI AB+ = +�: *6�2 2 2 21

3 4 2 4
2

MI+ = +  

�: *6�2 16
9 16 2

2
MI+ = +�: *6�225 8 2MI− =�: *6�217 2MI=  

�*6� :2 17

2
MI =�: *6�17

2
MI = 

��M&DABM:�6 �.�ھ6
 ا����a ��� ا�DAK: S�I&�ب�   
2 2 2 21

2
2

AB AM AK BM+ = +�: *6�2 2 2 21
2 3 2 4

2
AK+ = +  

�: *6�225 8 2AK− =��: *6217 2AK=  

�: *6�2 17

2
AK =�: *6�17

2
AK = 

��M&DABM:�6 �.�ھ6
 ا����a ��� ا�DBJ: S�I&�ب�   
2 2 2 21

2
2

AB BM BJ AM+ = +�: *6�2 2 2 21
4 4 2 3

2
BJ+ = +  

�: *6�29
32 2

2
BJ− =�: *6�255

2
2

BJ=  

�: *6�2 55

4
BJ =�: *6�55

4
BJ =�: *6�55

2
BJ =  

"/$��9 : $4!�ABC:S!1% �I�I� 1AB 2ACو   = 2CBو  = = 

  D  S!1%و��$4 C'K2 0DB DC+ =

���� ���� �
  

1%!$ أن :  )1

2
AB AC⋅ = −
���� ����

 V�6وا���cosA    

2(  : M�;اAD
����

 
�Z�%AB
����

ACو 
����

 
3(  M&DأAD AB⋅

���� ����
 ABDا��V�6 ط.!�
 ا�S�I   و 

4(  M&DأAD  
5(  $4!�I 
�C'�6(: ا��[ ]BC وJ 
�C'�6(: ا��[ ]AC  

 M&DأAI وBJ  
  M&DABC �.�ھ6
 ا�Y�4*: >* ا�S�I )1ا���اب:

:�6����2 2 2 2 cosBC AB AC AB AC A= + − ×  
� أن :��Kوcos cosAB AC AB AC A AB AC A

∧ ∧
⋅ = × × = × ×

���� ���� ���� ����  

2اذن :  2 2 2BC AB AC AB AC= + − ×
���� ����

  

%:��K F������
22 22 1 2 2AB AC= + − ×
���� ����

  
�: *6�4 1 2 2AB AC= + − ×

���� ����
�: *6�1 2AB AC= − ×

���� ����
  

�: *6�1

2
AB AC× = −
���� ����  

���cosA:�6ا����6ج : �:cosAB AC AB AC A
∧

⋅ = × ×
���� ����

� *6�
:1

cos
2

AB AC A
∧

− = × ×�: *6�1
1 2 cos

2
A
∧

− = × ×� :*6�

( )2

1
1 1 1 2 22c o s
2 42 2 2 2 2 2

A
∧ −

= = − = − = − = −
 

2(2 0DB DC+ =
���� ���� �

�: *6�( )2 0DA AB DA AC+ + + =
���� ���� ���� ���� �

  

2 2 0DA AB DA AC+ + + =
���� ���� ���� ���� �

�: *6�3 2 0AB DA AC+ + =
���� ���� ���� �

  
�: *6�2 3AB AC DA+ = −

���� ���� ����
�: *6�2 3AB AC AD+ =

���� ���� ����
  

�: *6�( )1
2

3
AD AB AC= +
���� ���� ����  

3(( ) ( )1 1
2 2

3 3
AD AB AB AC AB AB AB AC AB⋅ = + = ⋅ + ⋅
���� ���� ���� ���� ���� �������� ���� ����

  

( ) ( )2 21 1 1 1
2 2 1 2 0

3 3 3 2
AB AC AB AB AC AB

  = + ⋅ = + ⋅ = + − =  
  

���� ���� ���� ���� ����
  

 : W60و�AD AB⋅ =
���� ����

ADو%�����*   AB⊥
���� ����

� ا�#او�
 >*ABDأي :   E��A   

4:�6���(( )1
2

3
AD AB AC= +
���� ���� )اذن :  ���� )

2
2 1

2
3

AD AB AC
 = + 
 

���� ���� ����   

)اذن :   ) ( )( ) ( )2 2
2 2 21 1

2 4 4 4
9 9

AD AB AC AB AC AB AB AC AC= + + ⋅ = + ⋅ +
���� ���� ���� ���� ���� ����   

( )2 1 1 1 7
1 4 4 2 1 2 8

9 2 9 9
AD

  = + − + × = − + =  
  

7اذن :   7

9 3
AD = = 

5 S�I��M&D(ABC:�6 �.�ھ6
 ا����a ��� ا��   
2 2 2 21

2
2

AB AC AI BC+ = +�: *6�22 2 21
1 2 2 2

2
AI+ = +  

�: *6�23 2 2AI= +�: *6�23 2 2AI− =�: *6�21 2AI=  

�: *6�2 1

2
AI =�: *6�1

2
AI =  

 S�I��M&DABC:�6 �.�ھ6
 ا����a ��� ا��   
2 2 2 21

2
2

BA BC BJ AC+ = +�: *6�22 2 2 1
1 2 2 2

2
BJ+ = +  

�: *6�25 2 1BJ= +�: *6�25 1 2BJ− =�: *6�24 2BJ=  
�: *6�2 2BJ =�: *6�2BJ =  

"/$��10 : $4!�ABC : S!1% �I�I� 3 BC=  وAC= 2   

  Iو �!AB = 7  $4و �C'�6(: ا�� [ ]BC  

�ل �.�ھ6
 ا��Y�4 أM&D)أ)1����% cos( )B AC
∧

  
1AB ب)أn.e أن : AC⋅ =

���� ����
  

M&Dج)أ  AI  
2  
C'6ا� �.��K(M  :  S!1% 1 1

3 6
AM AB AC= +
����� ���� ����  

M  AMأD& ) أ AC⋅
����� ����

  
0MB %!$ أن : ) ب AC⋅ =

���� ����
   

$!!'�&�� 
.&6��% V�6�&5 ذا�� ( )MB  و( )AC                              
  M&DABC �.�ھ6
 ا�Y�4*: >* ا�S�I )أ)1ا���اب:

:�6����2 2 2 2 cosBC AB AC AB AC A= + − ×  
:��K F������%�( )9 4 7 4 7 cos A= + −  

�: *6��( )2 4 7 cos A− = −� *6�

�( ) ( )2

2 1 7 7
cos

144 7 2 7 2 7
A = = = =

  

���6:)ب)1�cosAB AC AB AC A
∧

⋅ = × ×
���� ����

� *6�

( )2

77 14
2 7 2 1

14 14 14
AB AC⋅ = × × = × = =
���� ����  

 M&DABC �.�ھ6
 ا����a: >* ا�S�I )ج)1
2 2 2 21

2
2

AB AC AI BC+ = +�: *6�2 2 2 21
7 2 2 3

2
AI+ = +  

�: *6�2 9
11 2

2
AI= +�: *6�213

2
2

AI=�: *6�2 13

4
AI =�: *6�13

4
AI = 

1)أ)2 1 1 1

3 6 3 6
AM AC AB AC AC AB AC AC AC

 ⋅ = + ⋅ = ⋅ + ⋅ 
 

����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� 

2 21 1 1 1 1 1 1 2
1 4 1

3 6 3 6 3 6 3 3
AM AC AC AC⋅ = × + = + = + × = + =
����� ���� ���� 

))ب)2 )MB AC MA AB AC MA AC AB AC⋅ = + ⋅ = ⋅ + ⋅
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

1 1 0M B A C A M A C A B A C⋅ = − ⋅ + ⋅ = − + =
���� ���� ����� ���� ���� ����
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                                                                                     ���� ����	
                               ا���ذ : 

  : c&#وM B A C⊥
���� ����

 : �����)و$ ) ( )M B A C⊥ 

"/$��11 :  $4!�ABC:S!1% �I�I� 1AB 2BCو   = AC= =  

  D  S!1%   وC'K2 0DB DC− =

���� ���� �

 Iو  �C'�6(: ا��[ ]AB.  

1.   M&DأCI 

2.  $� �.�AD
����

  
�Z�%AB
����

ACو   
����

  

AB%!$ أن :  .3 AC AB AI⋅ = ⋅
���� ���� ���� ���

  

V�1 أن: ا��6 .4

2
AB AC⋅ =
���� ����  V�6و ا���cosBAC  

5.  M&DأAB AD⋅
���� ����

  S�I  BADو ا��V�6 ط.!�
 ا�

6.  
C'6ا� �.��KM  : S!D3 7 0MA MC− + =
���� ����� �

  

AM�.� �$  . أ
�����

  
�Z�%AC
����

  M&Dو أAC AD⋅
���� ����

  
)%!$ أن . ب ) ( )MD AC⊥ 

��M&DABC:�6 �.�ھ6
 ا����a ��� ا�S�I )1ا���اب:�   
2 2 2 21

2
2

BC AC CI AB+ = +�: *6�2 2 2 21
2 2 2 1

2
AI+ = +  

�: *6�2 1
4 2

2
CI= +�: *6�27

2
2

CI=�: *6�27

4
CI=  

�: *6�7 7

4 2
CI = =  

2(2 0DB DC− =
���� ���� �

�: *6�( )2 0DA AB DA AC+ − + =
���� ���� ���� ���� �

  

�: *6�2 2 0DA AB DA AC+ − − =
���� ���� ���� ���� �

�: *6�2 0DA AB AC− + − =
���� ���� ���� �

  

�: *6�2 2AD AB AC AC AB= − + = −
���� ���� ���� ���� ����

  

3(( )AB AC AB AI IC AB AI AB IC⋅ = ⋅ + = ⋅ + ⋅
���� ���� ���� ��� ��� ���� ��� ���� ���

  

 �6���I 
�C'�6(: ا��[ ]AB  وABC  *< $!��&وي ا��&��C  

 W6و�( ) ( )IC AB⊥  أيAB IC⊥
���� ���

  : W60و�AB IC⋅ =
���� ���

  

ABو%�����* :  AC AB AI⋅ = ⋅
���� ���� ���� ���

  

4(cos0 1 cos0
2

AB
AB AC AB AI AB AI AB AI AB⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
���� ���� ���� ��� ���� ���

  

1 1
1

2 2
AB AC⋅ = ⋅ =
���� ����  

1و"�D �cosBAC   �K&�ب

2
AB AC⋅ =
���� ����

� *6�1
cos

2
AB AC A

∧
× × =  

�� *61
1 2 cos

2
A
∧

× × =� *6�1
cos

2 2
A
∧

=� *6�2
cos

4
A
∧

=  

5(   �K�2ADو" AC AB= −
���� ���� ����

  اذن :  

( )2AB AC AB⋅ −
���� ���� ����

AB AD⋅ =
���� ����

  

2AB AC AB AB⋅ − ⋅
���� ���� ���� ����

AB AD⋅ =
���� ����

  
2

2AB AC AB⋅ −
���� ���� ����

AB AD⋅ =
���� ����

�*6�  
21

2 1 1 0
2

AB× − = − =AB AD⋅ =
���� ����

ABأي   AD⊥
���� ����

   

 c&#وBAD �R �/6 ا�2اوW�7A  
3)أ)6 7 0MA MC− + =

���� ����� �
�*6�( )3 7 0MA MA AC− + + =

���� ���� ���� �
  

�*6�3 7 7 0MA MA AC− + + =
���� ���� ���� �

�*6�3 7 7 0AM AM AC− + =
����� ����� ���� �

  
�*6�4 7AM AC− = −

����� ����
�*6�7

4
AM AC=
����� ����  

DAC&�ب  AD⋅
���� ����

  ؟؟؟؟

( ) 2
2 2AC AB AC AC AB AC− ⋅ = − ⋅
���� ���� ���� ���� ���� ����

AD AC⋅ =
���� ����

  

2
2AC AB AC− ⋅
���� ���� ����

AD AC⋅ =
���� ����

�*6�22AC AB AC− ⋅
���� ����

AD AC⋅ =
���� ����

  

� *6�1 1 7
2 2 4

2 2 2
× − = − =AD AC⋅ =

���� ����
  

))ب)6 )MA AD AC MA AC AD AC+ ⋅ = ⋅ + ⋅
���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

MD AC⋅ =
����� ����

  

7

2
AM AC= − ⋅ +
����� ����

MD AC⋅ =
����� ����

�*6�  

7 7 7 7
2 0

4 2 2 2
= − ⋅ + = − + =MD AC⋅ =

����� ����
MDأي  AC⊥

����� ����
   

 c&#و( ) ( )MD AC⊥  

"/$��12 :  $4!�ABCWو ��&�وي ا�&��!$ رأ� 
� ا�#او�E�� S�I�B 

:S!1%2AB =  
  (أ�hK ا�49+)�B j96KABDر"W ا�S�I ا��&�وي ا k[ع 

1( :M&DأBA BD⋅
���� ����

BCو  BD⋅
���� ����

  
2( : M&DأAC وDC  
1%!$ أن )3 3AC AD⋅ = −

���� ����
   

�15') �$ أن )4 7

12
DAC

π=  

7ا��V�6 أن )5 2 6
cos

12 4

π −=  

)1ا���اب:

( )2 1
cos cos 2 1

3 2
BA BD BA BD ABD AB BD

π∧
⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ =

���� ���� ���� ����
  

( )2 3
cos 2 sin 2 3

2 3 3 2
BC BD BC BD

π π π   ⋅ = ⋅ + = ×− = − × = −   
   

���� ���� ���� ����  

M&D 2 �.�ھ6
 >!��O�رس ا�.��Yة >�ن:)2 2 2AC BC AB= +  
 *6��

2 22 2 2AC = +  *6��2 4AC =  *6��2AC =  
 S�I��M&DBCD :�6 �.�ھ6
 ا�Y�4*: >* ا��  

2 2 2 2 cos
2 3

DC BC BD BC BD
π π = + − × + 

 
  

2 2 2 2 2 sin
3

DC
π = + − × × −  

 
 

*6��2 3
4 4 sin 4 4 4 2 3

3 2
DC

π = + = + × = + 
 

  

*6��4 2 3DC = +  
3( Y�4ا� 
��ACD :�6*: >* ا�M&D S�I �.�ھ6�  

( )2 2 2 2 cosDC AC AD AC AD α= + − ×  
2 2 2 2DC AC AD AC AD= + − ×

���� ����
  

( )2

4 2 3 4 2 2AC AD+ = + − ×
���� ����  

*6��4 2 3 4 2 2AC AD+ = + − ×
���� ����

  
*6��1 3AC AD× = −

���� ����
  

4( � 7

4 3 12
DAC

π π π= + =  

1 و���� :)5 3AC AD× = −
���� ����

  
:*6�� cos 1 3

4 3
AC AD

π π × × + = − 
 

  

:*6�� 7
2 2 cos 1 3

12

π × × = − 
 

 :*6�� 

( )1 3 27 1 3 2 6
cos

12 42 2 2 2 2

π − ×− −  = = =  × × × 
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                                                                                     ���� ����	
                               ا���ذ : 

  "/$��13 : $4!�ABCWوي ا�&��!$ رأ��&�� S�I�A :S!1%  
16AB AC⋅ =

���� ����
و    

1
cos( )

4
B AC

∧
=   


  I S!1%و  C'K3

4
BI BA=
��� ����

و   

J
�C'�6(: ا��[ ]BC. $4!و�  

( � ا��ر �$ ∆(!'�& Iا�

!'�&� وا���دي ��� ا�( )AB  

 
C'K $4و�� E: S!1% ( )E ∈ ∆  

1( �!.��'5 ]4Y � أر�
8AB%!$ أن :  )2 =  M&DوأBC  
3( :M&DأBI BA⋅

��� ����
  

48EB %!$ أن :  )4 AB⋅ =
���� ����

  
5( M&Dأ : AJ   

  )1ا���اب:

�16���6   )أ)2AB AC⋅ =
���� ����

� *6�cos 16AB AC A
∧

× × =  

� *6�cos 16AB AB A
∧

× × =� *6�2 1
16

4
AB × = 

� *6�2 64AB =� *6�8AB =  
  ABCا�M&D S�I �.�ھ6
 ا�Y�4*: >* ب)

:�6����2 2 2 2 cosBC AB AC AB AC A= + − ×  
:��K F������%2 1

64 64 2 64
4

BC = + − × ×  

�: *6�2 96BC =� *6�96BC =  
3(2 2 23 3 3 3 3

64 48
4 4 4 4 4

BI BA BA BA BA BA BA⋅ = ⋅ = = = = × =
��� ���� ���� ���� ����  

4(( )EB AB EI IB AB EI AB IB AB⋅ = + ⋅ = ⋅ + ⋅
���� ���� ��� ��� ���� ��� ���� ��� ����

  

 �6���0EI AB⋅ =
��� ����

EI ن :    AB⊥
��� ����

  
)و��� :  ) ( ) 48EB AB IB AB BI BA BI BA⋅ = ⋅ = − ⋅ − = ⋅ =

���� ���� ��� ���� ��� ���� ��� ����
 

5( S�I M&DABC �.�ھ6
 ا����a: >* ا�
2 2 2 21

2
2

AB AC AJ BC+ = +�: *6�22 2 2 1
8 8 2 96

2
AJ+ = +  

�: *6� 2128 2 48AJ= + �: *6� 280 2AJ=�: *6� 240 AJ=  
�: *6� 40 2 10AJ = = 

"/$��13 :BIS  $4!�ABCWوي ا�&��!$ رأ��&�� S�I�B  

 :S!1%12BA BC⋅ =
���� ����

1و    
cos( )

3
ABC

∧
=   


  J S!1%و  C'K5

4
BJ BA=
���� ����


Iو   �C'�6(: ا��[ ]AC. $4!و�  

( � ا��ر �$ ∆(!'�&�  Jا�!'�&)وا���دي ��� ا� )AB  

: S!1% 
C'K $4و�� ( )M ∈ ∆  

1. �!.��'5 ]4Y � أر�
6AB%!$ أن :  .2 =  M&DوأAC  
3. M&Dأ:BJ BA⋅

���� ����
  

45MB %!$ أن :  .4 AB⋅ =
���� ����

  
5.  M&Dأ : BI   

 )1اب:ا���
�12���6   )أ)2BA BC⋅ =

�� ����
� *6�cos 12BA BC B

∧
× × =

���� ����  

� *6�cos 12BA BC B
∧

× × =� *6�2 1
12

3
AB × = 

� *6�2 36AB =� *6�6AB =  
  M&DABC �.�ھ6
 ا�Y�4*: >* ا�S�I ب)

:�6����2 2 2 2 cosAC AB BC AB BC B= + − ×  
:��K F������%2 1

36 36 2 36
3

AC = + − × ×  

�: *6�2 54AC =� *6�54AC =  

3(2 25 5 5 5
36 45

4 4 4 4
BJ BA BA BA BA BA⋅ = ⋅ = = = × =
���� ���� ���� ���� ����

  

4(( )MB AB MJ JB AB MJ AB JB AB⋅ = + ⋅ = ⋅ + ⋅
���� ���� ���� ��� ���� ���� ���� ��� ����

  

 �6���0MJ AB⋅ =
���� ����

MJ ن :    AB⊥
���� ����

  
)و��� :  ) ( ) 45MB AB JB AB BJ BA BJ BA⋅ = ⋅ = − ⋅ − = ⋅ =

���� ���� ��� ���� ���� ���� ���� ���� 

5( S�I M&DABC �.�ھ6
 ا����a: >* ا�
2 2 2 21

2
2

AB BC BI AC+ = +�: *6�22 2 2 1
6 6 2 54

2
BI+ = +  

�: *6�272 2 27BI= +�: *6�245 2BI=�: *6�2 45

2
BI =�: *6�45

2
BI = 

 \-+�� "/$�� : $4�ABC:S!1% �I�I�3AC 1ABو = و =
� 2

3
CAB

π=وI 
�C'�6(: ا��[ ]AB.  

3%!$ أن  )1

2
AB AC⋅ = −
���� ����  

2( $4��E :S!1% 
C'61 ا�

5
BE BC=
���� ����  

4%!$ أن  ) أ 1

5 5
AE AB AC= +
���� ���� ���� M&Dأ �eAB AE⋅

���� ����
  

)%!$ أن ) ب ) ( )AB IE⊥  

ا�K; ا��رس 
 
 

 

  

  حول الدرس  

  

« c’est en forgeant que l’on devient forgeron » dit un 
proverbe.  

c’est en s’entraînant régulièrement aux calculs et 

exercices que l’on devient un mathématicien  
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 عموميات حول الدوال العددية
I-  التمثيل المبياني لدالة–  تساوي دالتين–الدالة   
   مجموعة تعريف دالة–تعريف دالة / 1

   نشاط
 ة        في  الحالات التاليx للمتغير الحقيقي f حدد مجموعة تعريف الدالة العددية                 

                                    
( ) ( )

( ) ( )
2

2

52 1 ( ; (
4

3 3 2( ; (
2 33

f x x b f x a
x

x xf x d f x c
x xx

= + =
−

−
= =

+ −−

  

  الحل

  ( ) 5 (
4

f x a
x

=
−

  

  ∋x               لتكن 
                                  fx D∈ 4  تكافئ 0x− ≠  

4x                                          تكافئ     ≠  
}                    اذن  }4fD = −  

        ( ) 2 1 (f x x b= +  

                    fx D∈ 2  تكافئ 1 0x +  

                      تكافئ          
1
2

x ≥ −  

                    اذن 
1 ;
2fD

 = − +∞  
  

( )
2

2

3 2; (
2 3
xf x c

x x
−

=
+ −

  

                                   fx D∈ 2  تكافئ 2 3 0x x+ − ≠  

2 مميز ثلاثية الحدود ∆   ليكن  2 3x x+ −  
                                    4 12 16∆ = + =      

2                   و منه لـ  2 3x x+ 1 جرين هما −
2 16 1

2
x − +
= 1 و =

2 16 3
2

x − −
= = −  

} إذن                     }3;1fD = − −  

  
تعريف

 على الاآثر بعدد حقيي نرمز   اذا ربطنا  آل عدد من f  دالة عددية لمتغير حقيقينقول اننا عرفنا   
)له بـ  )f x.  

( )f x تقرأ  صورة x بالدالة f أو باختصار f لـ x  

 
تعريف

  . دالة عددية لمتغير حقيقي f  لتكن 
 f هي المجموعة المكونة  من جميع الأعداد الحقيقية التي تقبل صورة بالدالةf مجموعة تعريف الدالة 

  fDنرمز لها بـ 
  تساوي دالتين -2

     نشاط
    لمتغير حقيقي في الحالتين التاليتينg و fقارن الدالتين العدديتين   
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 11 ; (
1

1 1 2; (
2 2

xf x x g x a
x

f x g x b
x x x x

−
= − =

+

= − =
+ +

  

  
   a   / لديناfD }   و = }1gD = −  

f      ومنه  gD D≠ اذن  f g≠  

   b   / لدينا{ }* 2g fD D= = −     

}       لتكن  }* 2x∈ −  

                        ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
2 2 2

x xf x g
x x x x x x

+ −
= − = = =

+ + +
        

f                إذن  g=  
تعريف

  ي دالتين عدديتين لمتغير حقيقg و f  لتكن 
   D من x و لكلD متساويتين اذا وفقط اذا آان لهما نفس  مجموعة التعريفg و f  تكون 

( ) ( )f x g x=  

  ياني لدالة التمثيل المب-3
  نشاط 

) حيث           x للمتغير الحقيقي f نعتبر الدالة العددية                )
2 4

2
xf x
x
−

=
−

  

  fD      حدد -     أ
  3 و 0 أفصوليهما على    التوالي  fC نقطتين من المنحنى B وA   حدد أرتوبي -    ب 
)هل النقط  - ج ) ( ) ( )4; 6 ; 4;6 ; 2;0E D C−   fC   تنتمي   إلى−

) أآتب –    د  )f xأنشئ المنحنى   بدون رمز للقيمة المطلقة ثم fC في  مستوى  منسوب الى معلم 

)متعامد ممنظم  ); ;O i j  

  الحل 
  fDحدد ن      -     أ

                    fx D∈ 2 تكافئ 0x − ≠  

2x                  تكافئ               ≠  

2x                              تكافئ  2x  أو ≠ = −  
}     إذن  }2;2fD = − −  

  3 و 0  التوالي  أفصوليهما على fC نقطتين من المنحنى B وAحدد أرتوبي ن   -    ب 

)         لدينا  ) 40 2
2

f −
= =
−

)   و منه  )0;2 fA C∈  

)         لدينا  ) 9 43 5
3 2

f −
= =

−
)   و منه  )3;5 fB C∈  

)هل النقط  - ح ) ( ) ( )4; 6 ; 4;6 ; 2;0E D C−  fC   تنتمي   إلى−

}         لدينا    }2 2;2∉ − )  ومنه − )2;0 fC C∈  

)            لدينا  ) 16 44 6
4 2

f −
− = =

−
)   و منه  )4;6 fD C− ∈               

)            لدينا  ) 16 44 6
4 2

f −
= =

−
)   و منه  )4; 6 fE C− ∉               

)كتب ن –    د  )f x بدون رمز للقيمة المطلقة   
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]إذا آان لدينا  [ ] [0;2 2;x∈ ∪ )  فان  ∞+ ) ( )( )2 2 24 2
2 2

x xxf x x
x x

− +−
= = = +

− −
  

[إذا آان   [ ] ]; 2 2;0x∈ −∞ − ∪ ) فان   − ) ( )( )2 2 24 2
2 2

x xxf x x
x x

− +−
= = = − +

− − −
  

  
   fCنشئ المنحنى      ن

]على  fCجزء         معادلة  [ ] [0;2 2;∪ 2y هي ∞+ x= ) نصع مستقيم أصله النقطة fC  و منه + )0;2A 

   2محروم من النقطة ذات الأفصول 
  

[ على fC        معادلة جزء  [ ] ]; 2 2;0−∞ − ∪ 2y هي − x= −  نصع مستقيم أصله النقطة fC  و منه +

( )0;2A 2من النقطة ذات الأفصول  محروم -  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

      
  
  

      تعريف
  . دالة عددية لمتغير حقيقي f لتكن       

)هو مجموعة النقط ) fأو منحنى الدالة  ( f  التمثيل المبياني للدالة )( );M x f x حيث fx D∈ نرمز 

)            fCلها بالرمز  )( ){ }; /f fC M x f x x D= ∈ 

  ملاحظة 
( ); fM x y C∈ تكافئ ( )y f x= و fx D∈  

) العلاقة  )y f x=تسمى معادلة ديكارتية للمنحنى fC  
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II -زوجية دالة   
  1- الدالة الزوجية

    تعريف-   أ
   حيز تعريفهاfD دالة عددية لمتغير حقيقي و f       لتكن 

  : دالة زوجية اذا تحقق الشرطان التاليان  f      نقول ان 
fD     fx من xلكل        *   D− ∈                                                                    
)     fD من xلكل         *   ) ( )f x f x− =     

  تمرين
   زوجية في الحالات التاليةf  هل الدالة العددية 

( ) ( )

( )
( )

3
2

11 ( ; (

2 0 4
(

2 0

f x x b f x x a
x

f x x x
c

f x x x

= + = −

 = ≤
 = −

≺
≺

  

    a /( ) 2
1f x x
x

= −  

     *
fD =  

−x∈        *x*     لدينا لكل  ∈  
  ∋x*     لتكن 

     ( )
( )

( )2 2
1 1f x x x f x

xx
− = − − = − =

−
  

  زوجية دالة f إذن     
    b  /( ) 3 1f x x= +  

     ( ) ( ) ( )3 31 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 2f f− = − + = − + = = + = + =  

)    ومنه  ) ( )1 1f f− ≠     

    f زوجية غير دالة   

     c  /
( )
( )

2 0 4
2 0

f x x x
f x x x

 = ≤
 = −

≺
≺

  

      ] [ [ [ ] [;0 0;4 ;4fD = −∞ ∪ = −∞  

6    نلاحظ أن  fD− 6  و ∋ fD∉ اذن  f زوجيةغير  دالة   

  ب التمثيل المبياني لدالة زوجية 
 f دالة زوجية و fC منحناها في مستوى منسوب الى معلم متعامد ممنظم ( ); ;O i j  

)  لتكن  )( );M x f x من fC و 'M مماثلتها بالنسبة لمحور الأراتيب  .  

) ومنه  )( )' ;M x f x−  

fx زوجية فان f  و حيث أن  D− ) و ∋ ) ( )f x f x− =  

) ومنه  )( )' ;M x f x− ' و بالتالي − fM C∈  

   متماثل بالنسبة لمحور الأراتيبfC اذن 

   العكس
   دالة  زوجيةf متماثل بالنسبة لمحور الأراتيب فان fCبين أنه إذا آان       

  خاصية 
) منحناها في مستوى منسوب الى معلم متعامد ممنظم fC دالة عددية و fلتكن ); ;O i j  

  fC دالة زوجية إذا وفقط إذا آان محور الأراتيب محور تماثل للمنحنىfتكون 
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  تمرين
 

1- f دالة زوجية أتمم المنحنى fC    

    
  
 2- f دالة عددية منحناها آما يلي   
  

  
   زوجيةf  هل 

   دالة فردية-2  
    تعريف-   أ

   حيز تعريفهاfD دالة عددية لمتغير حقيقي و f       لتكن 
  : دالة فردية إذا تحقق الشرطان التاليان  f      نقول ان 

fD     fx من xلكل        *   D− ∈                                                                    
)     fD من xلكل         *   ) ( )f x f x− = −     
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  تمرين
  لات التالية فردية في الحاf  هل الدالة العددية 

( ) ( )

( )
( )

3
3

11 ( ; (

2 1 0 2
(

2 1 2 0

f x x b f x a
x

f x x x
c

f x x x

= + =

 = − + ≤ ≤
 = − − − ≤ ≺

  

a /( ) 3
1f x
x

=  

     *
fD =  

−x∈        *x*     لدينا لكل  ∈  
  ∋x*     لتكن 

     ( )
( )

( )3 3
1 1f x f x

xx
− = = − = −

−
  

  فردية دالة f  إذن    
    b  /( ) 3 1f x x= +  

     ( ) ( ) ( )3 31 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 2f f− = − + = − + = = + = + =  

)    ومنه  ) ( )1 1f f− ≠ −     

    f فردية غير  دالة  

     c /
( )
( )

2 1 0 2
2 1 2 0

f x x x
f x x x

 = − + ≤ ≤
 = − − − ≤ ≺

   

      [ [ [ ] [ ]2;0 0;2 2;2fD = − ∪ = −  

] لدينا لكل      ]2;2x∈ ]  و − ]2;2x− ∈ −    

[ آان إذا          ]0;2x∈ فان [ [2;0x− ∈ −  

)             و بالتالي  ) 2 1f x x= − )   و + ) ( )2 1 2 1f x x x− = − − − = )منه   و − ) ( )f x f x− = −  

]         إذا آان [2;0x∈ [  فان− ]0;2x− ∈   

)             و بالتالي  ) 2 1f x x= − )   و − ) ( )2 1 2 1f x x x− = − − + = )  و منه + ) ( )f x f x− = −  

]   لكل  إذن        ]2;2x∈ −     ( ) ( )f x f x− = −  

  فردية دالة f إذن
  

  الثمثيل المبياني لدالة فردية- ب
 خاصية 
) منحناها في مستوى منسوب الى معلم متعامد ممنظم fC دالة عددية و fلتكن ); ;O i j  

  لأصل المعلم  متماثلا بالنسبةfC دالة فردية إذا وفقط إذا آان المنحنىfتكون 
 تمرين

  f دالة فردية أتمم المنحنى fC  
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  تمرين

) حيث             x للمتغير الحقيقي fدالة العددية   نعتبر ال )
2x x

f x
x
+

=  

  fC فردية ثم أنشئf  وبين أن fD حدد 
  

  دالة أن تكون غير فردية و غير زوجية يمكن لل ملاحظة 
 III-تغيرات دالة   

  منحى تغيرات دالة  -1
   تعريف 

  fD مجال ضمن I دالة عددية لمتغير حقيقي و f     لتكن 
1  إذا  آان I من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تزايدية علىfتكون  - 2x x≺ فان 

( ) ( )1 2f x f x≤  

1  إذا  آان Iمن 2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تزايدية قطعا  علىfتكون  - 2x x≺ 
)فان ) ( )1 2f x f x≺  

1  إذا  آان I من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تناقصية علىfتكون  - 2x x≺ فان 

( ) ( )1 2f x f x≥ 

1  إذا  آان I من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تناقصية قطعا  علىfتكون  - 2x x≺ 
)فان ) ( )1 2f x f x  

) حيث  f      أدرس تغيرات الدالة  مثال ) 2 1f x x= − +  

a حيث  من b و a   ليكن  b≺  
2    ومنه  2a b− 2  و بالتالي − 1 2 1a b− + − +  ( ) ( )f a f b  

   تناقصية قطعا  f           إذن 
   

)      نعتبر   تمرين ) 2f x x= −  

[ على آل من f أدرس منحى تغيرات  [ و ∞−2;[ [2;+∞  

  fCأنشئ  
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  f    من خلال التمثيل المبياني للدالة تمرين
] على  المجال    f     حدد تغيرات−5;4[

    
  
  
  
  
  

  2- الدالة الرتيبة 
    تعريف

  fD مجال ضمن I دالة عددية لمتغير حقيقي و f     لتكن 
 .I و إما  تناقصية على I إما تزايدية علىf إذا و فقط إذا آان I رتيبة على f نقول ان 
  ملاحظات

  Iيمكن لدالة أن تكون غير رتيبة على مجال  -
  إلى مجالات I يعني تجزيءI على مجال fاسة رتابة در -

  ونلخص الدراسة في جدول يسمى جدول التغيرات .  رتيبةfتكون فيها 
   معدل التغير-3 
   تعريف-  أ

  fD عنصرين مختلفينمن 2x و1x دالة عددية لمتغير حقيقي و fلتكن 

 العدد 
( ) ( )2 1

2 1

f x f x
x x

−

−
  .2x و1x بينf يسمى معدل تغير الدالة 

)   نعتبر مثال ) 2 3f x x x= −  

  -1 و 2 بين f تغيرات لدمع    أحسب 
   معدل التغير و الرتابة-ب 

   على  بتوظيف التعريف نحصل
  خاصية   

  fD مجال ضمن I دالة عددية لمتغير حقيقي و f     لتكن 

      I مختلفين من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تزايدية علىfتكون  -
( ) ( )2 1

2 1

0
f x f x

x x
−

≥
−

  

   I مختلفين من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تزايدية قطعا  علىfتكون  -
( ) ( )2 1

2 1

0
f x f x

x x
−

−
  

    I  مختلفين من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تناقصية علىfتكون  -
( ) ( )2 1

2 1

0
f x f x

x x
−

≤
−

 

   I مختلفين من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تناقصية قطعا  علىfتكون  -
( ) ( )2 1

2 1

0
f x f x

x x
−

−
≺ 

  
  تمرين

)        نعتبر ) 2 4 1f x x x= − −  

[ى آل من المجالين  علf أدرس رتابة  ] ] [; 2 ; 2;−∞ +∞  

  f و أعط جدول تغيرات
  الجواب  

a حيث  من b و aليكن         b≠  
                         

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 4 44 1 4 1 4
f a f b a b a b a b a b a ba a b b a b
a b a b a b a b
− − + − + − + −− − − + +

= = = = + −
− − − −

  

[ منb و a  إذا آان  4a  ومنه 2b و 2a فان ∞+;2] b+ 4 أي 0a b+ −  
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[على  تزايدية قطعا  f إذن   [2;+∞  

[ من b و a  إذا آان  2aفان ∞−2;[ 2b و ≥ 4a  ومنه ≥ b+ 4 أي ≥ 0a b+ − ≤  

[على   تناقصية f  إذن  ];2−∞  

  جدول التغيرات
+∞                               2                           −∞  x  

  
  
  

                                  1-  

f  

  
  تمرين 

)        نعتبر ) 2 1
2

xf x
x

−
=

+
  

  f      أدرس رتابة 
  4- الرتابة وزوجية دالة

  أ- خاصية
fD مجال ضمن I دالة زوجية و f     لتكن 

} 0 بالنسبة لـ I مجال مماثل   لـ Jو ∩+ }( )/J x x I= − ∈ 

  .J تناقصية على f فان I تزايدية على fإذا آانت  -
 .J على  تزايديةf فان I على اقصية تنfإذا آانت  -
  البرهان
   J عنصرين مختلفين من  2x و1x دالة زوجية وf لتكن

1 ومنه يوجد  'x2 و 'x من  I 1 حيث 1'x x= 2 و− 2'x x= −  

         
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1

' '
' '

f x f x f x f x f x f x
x x x x x x

− − − − −
= = −

− − + −
  

   Jعلى f  عكس تغيرات I على f تغيرات نإذ     
  

 أ- خاصية
fD مجال ضمن Iة فردية و  دالf     لتكن 

} 0 بالنسبة لـ I مجال مماثل   لـ Jو ∩+ }( )/J x x I= − ∈  

  .J تزايدية  على f فان I تزايدية على fإذا آانت  -
 .J تناقصية على f فان Iلى  تناقصية عfإذا آانت  -

  ملاحظة 
fD           لدراسة تغيرات دالة فردية أو زوجية يكفي دراسة تغيراتها  على 

   ثم استنتاج تغيراتها ∩+

fDعلى            
−∩  

   تمرين 

)     نعتبر        )
2 1xf x
x
+

=  

  f و أدرس زوجية fD حدد -1 
   و أعط جدول تغيراتهاf أدرس تغيرات -2 
 VI- القيمة الدنيا– القيمة القصوى   

   تعريف 
  غير حقيقي دالة عددية لمتf     لتكن 

a  و fD ضمن I إذا وجد مجال a تقبل قيمة قصوى عند f  نقول ان- I∈ حيث لكل { }x I a∈ −  

( ) ( )f x f a≺  

a  و fD ضمن I إذا وجد مجال a تقبل قيمة دنيا عند f  نقول ان-  I∈ حيث لكل { }x I a∈ −  

( ) ( )f x f a  

  اصطلاح 
  fمى مطاريف لدالة     آل من قيم القصوى و قيم الدنيا تس
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)         نعتبر       تمرين  ) 1f x x
x

= +  

)  أحسب f أدرس زوجية -1   )1f  

[ من x لكل  بين أن-2   [0;+∞       ( ) 2f x ≥  

   إذا وجدf حدد قيمة دنيا و قيمة قصوى لـ-3  
  الجواب 

    fدرس زوجية ن -1  
                     *

fD =    

−x∈         x   لكل  ∈   
   

 ( ) ( )1 1f x x x f x
x x

 − = − + = − + = − −  
  

   فرديةf   إذن 
  

)ب احس       ) 11 1 2
1

f = + =  

[ من x لكل  نبين أن-2   [0;+∞       ( ) 2f x ≥  

[ من x  ليكن [0;+∞         

  ( ) ( )22 11 2 12 2
xx xf x x

x x x
−− +

− = + − = =  

)   و 0x   بما أن  )21 0x − )فان ≤ ) 2f x ≥  

   fحدد قيمة دنيا و قيمة قصوى لـن -3  
[ من xلكل نستنتج أن / 2و / 1   من [0;+∞       ( ) ( )1f x f≥  

  1 تقبل قيمة دنيا عند f    اذن 
[  ليكن  [;0x∈ [  و منه ∞− [0;x− ∈ )تنتج أن     مما سبث نس∞+ ) ( )1f x f− ≥  

) فردية فان f  و حيث  ) ( )1f x f− )  و بالتالي ≤ ) ( )1f x f≤ )  أي − ) ( )1f x f≤ −  

  -1 تقبل قيمة قصوى عند f  اذن 
  خاصية 

a أعداد حقيقية حيث c و b و a ليكن  b c≺    دالةf و ≻
  عددية لمتغير حقيقي

] تزايدية على fإذا آانت  ];a b و تناقصية على [ ];b c فان f  

  b تقبل قيمة قصوى عند 
] تناقصية على fإذا آانت  ];a b و تزايدية على [ ];b c فان f  

 b تقبل قيمة دنيا عند 
 V -دراسة وضعية منحنيين–  دراسة تغبرات دالة   

   يعني f  دراسة تغيرات دالة 
  fD    تحديد –      
 خيصها في جدول التغيرات وتلfدراسة رتابة  -

------------------------------------------ 
  دراسة وضع منحنيين مبيانيا

   على التواليg و f منحنيين للدالتين Cg و fC  ليكن 

)يكون  ) ( )f x g x على المجال I اذا و فقط  آان fC فو ق Cg في المجال I  

)يكون  ) ( )f x g x≺ على المجال I آان  اذا و فقط fC تحت Cg في المجال I 

)حلول المعادلة  ) ( )f x g x=على المجال I هي أفاصيل نقط تقاطع المنحنيين fC تحت Cg في المجال I 

  تمرين   
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) حيث f   أدرس تغيرات  ) 2 3
1

xf x
x

− +
=

−
  

  
  تمرين  

) حيث f  أدرس تغيرات  ) 3 3f x x x= −  

  f    حدد مطاريف الدالة
  تمارين و حلول

  
  1تمرين

):  دالة عددية لمتغير حقيقي معرفة بـf             نعتبر  ) 4f x x x x= −  

  f أدرس زوجية الدالة – 1      

] من y و xبين أن لكل عنصرين مختلفين )  أ– 2       [0;+∞  

                                            
( ) ( )

4
f x f y

x y
x y
−

= + −
−

  

] على آل من fحدد رتابة)           ب [ و2;0] [ على آل منf و استنتج رتابة ∞+;2] [ و−0;2[ [; 2−∞ −  

  fاعط جدول تغيرات الدالة )            ج

   إن وجدتf حدد مطاريف الدالة -3     

)قاطع  المنحنى  حدد ت-4      )fC و المستقيم ( )D 2 ذا المعادلةy x= −  

                ( ) 4f x x x x= −  

  fدرس زوجية الدالة ن – 1      
fD          لدينا  =  

−x :  من x         لكل  ∈  

                     ( ) ( ) ( )4 4f x x x x x x x f x− = − − + = − − = −  

   دالة فرديةf         إذن 

] من y و xبين أن لكل عنصرين مختلفين ن)  أ– 2       [0;+∞:         
( ) ( )

4
f x f y

x y
x y
−

= + −
−

  

]من x       لدينا لكل  [0;+∞ :( ) 2 4f x x x= −  

] من y و x           ليكن x حيث ∞+;0] y≠:    

                                                         

( ) ( )

( )( ) ( )

( )( )

2 24 4

4

4

4

f x f y x x y y
x y x y

x y x y x y
x y

x y x y
x y

x y

− − − +
=

− −

− + − −
=

−

− + −
=

−
= + −

  

] على آل من fحدد رتابةن)           ب [ و2;0] [ على آل منfستنتج رتابة ن و ∞+;2] [ و−0;2[ [; 2−∞ −  

] من y و xليكن                   *   x حيث 2;0] y≠ 0 ومنه 2x≤ 0 و ≻ 2y≤ ≺  

0                                                                و بالتالي  4x y≤ + 4 أي ≻ 4 0x y− ≤ + − ≺  
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                                                              ومنه     
( ) ( )

0
f x f y
x y
−
−

≺  

] تناقصية قطعا على f إذن                 [ تناقصية قطعا على f فردية فان f   و حيث أن 2;0] ]2;0−     

[ منy و xليكن                 *  x حيث ∞+;2] y≠ 2 ومنهx 2 وy  

4                                                         وبالتالي              0x y+  أي −
( ) ( )

0
f x f y
x y
−
−

  

[ تزايدية قطعا على f إذن                [ تزايدية قطعا على f ومنه ∞+;2] [; 2−∞ −  

  f جدول تغيرات الدالة  )           ج
                

+∞            2                   2 -            −∞  x  

                                       4  
  

                 4-  
f  

  
   fحدد مطاريف الدالة ن -3     

[ تزايدية على آل من f          بما أن  [ و ∞+;2] [; 2−∞ ]  و تناقصية على −    تقبل قيمة قصوى f فان  −2;2[

  -4 هي 2 و قيمة دنيا عند 4 هي - 2         عند 

)حدد تقاطع  المنحنى ن -4      )fC و المستقيم ( )D 2 ذا المعادلةy x= −  

)تقاطع  المنحنى         تحديد  )fC و المستقيم ( )D 4 يرجع إلى حل المعادلة 2x x x x− = −  

            4 2x x x x− = 2 تكافئ− 0x x x− =   

)                                   تكافئ )2 0x x − =  

0x                                   تكافئ  2x أو = =  

0x                                   تكافئ  2x أو = 2x أو = = −   

)المنحنى         إذن  )fC و المستقيم ( )D 2 و 2 و 0 يتقاطعان في النقط ذات الأفاصيل -  

  2تمرين

)معرفة بـ   دالة عددية f  نعتبر                           ) 2 1
xf x

x
−

=
−

  

  دالة فرديةf و بين أن  fDحدد  - 1

 fD من b و a يبن أن لكل عنصرين مختلفين  - 2

                                             
( ) ( )

( )( )2 2
1

1 1

f a f b ab
a b a b

− +
=

− − −
 

] على fحدد منحى تغيرات - 3 [ و1;0] [ و استنتج منحى تغيراتها على ∞+;1] [ و−0;1[ [; 1−∞ − 

  fت  أعط جدول تغيرا - 4
 الحل

                                   ( ) 2 1
xf x

x
−

=
−

  

  fD نحدد - 1
  ∋x ليكن - *

    fx D∈ 2 يكافئ 1 0x − ≠  

2كافئ                 ت 1x ≠  
1x                تكافئ  1x و ≠ ≠ −  

}        إذن  }1;1fD = − −  

   دالة فرديةf نبين أن  - *
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} من x  لكل  }1;1− −   :       { }1;1x− ∈ − −  

}  لتكن  }1;1x∈ − −  

                      ( ) ( )2 2
( )

( ) 1 1
x xf x f x

x x
− − −

− = = − = −
− − −

  

  دالة فرديةf  إذن 

    fD من b و a نببن أن لكل عنصرين مختلفين  - 2
( ) ( )

( )( )2 2
1

1 1

f a f b ab
a b a b

− +
=

− − −
 

} من b و aليكن  }1;1− a    حيث − b≠  

           

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )( )

( )
( )( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )( ) ( )( )

2 2
2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2

2

1 1 11 1
1 1

1 1 1 1

1 1
1 1 1 1

a b
a b b af a f b a b

a b a b a ba b

f a f b a ba b
a b a b a b a b a b

f a f b a b ab ab
a b a b a b a

ab a ba ba

b

b

− −
− − − + −− − −= = ×

− − −− −

− + −+ + −
= =

− − − − − − −

− − + +
= =

−

−

− − − − −

−
 

] على fتنحدد منحى تغيرا - 3 [ و1;0] [ و نستنتج منحى تغيراتها على ∞+;1] [ و−0;1[ [; 1−∞ − 

} من b و aلدينا لكل عنصرين مختلفين  }1;1− −    
( ) ( )

( )( )2 2
1

1 1

f a f b ab
a b a b

− +
=

− − −
  

] من b و aليكن [0;1  

0   ومنه  1 ; 0 1a b≤ ≤≺ 2  و بالتالي ≻ 20 1 0 1 0 1ab et a et b≤ ≤ ≤≺ ≺ ≺  

2  ومنه  21 1 2 1 1 0 1 1 0ab et a et b≤ + − ≤ − − ≤ −≺ ≺ ≺  

    إذن 
( )( )2 2

1 0
1 1
ab

a b
+

− −
] تزايدية على f ومنه  [0;1  

[ تزايدية علىf فردية فان f و حيث أن  ]1;0−  

  
[ من b و aليكن [1;+∞  

1   ومنه  ; 1a b 2  و بالتالي 21 0 1 1ab et a et b≤  

2  ومنه  21 2 1 0 1 0ab et a et b+ − −  

    إذن 
( )( )2 2

1 0
1 1
ab

a b
+

− −
[ية  على  تزايدf ومنه  [1;+∞  

[ تزايدية علىf فردية فان fو حيث أن  [; 1−∞ −  

  f  جدول تغيرات  - 4
+∞                     1            0              1 -                    −∞ x  

      
f  
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باستعمال دوال مرجعيةو تمثيلها دراسة الدوال   
 

f:2  دراسة و تمثيل مبيانيا الدالة- 1 x ax→ 0   حيثa ≠  
   أمثلة -أ 

)ـ              المعرفة بx للمتغير الحقيقيfنعتبر الدالة العددية    *  ) 22f x x=  

   fندرس تغيرات  -
    fD =  

     f دالة زوجية و منه  اقتصار دراستها على [ [0;+∞  

] من y و x ليكن  x حيث ∞+;0] y≠  

             
( ) ( ) ( )2

f x f y
x y

x y
−

= +
−

  

] من y و xلكل  x حيث ∞+;0] y≠ :                 
( ) ( )

0
f x f y

x y
−

−
  

] تزايدية على fإذن  [0;+∞  
 +∞                     0                −∞  x  
    

                            0  f  

  
22y هي fCمعادلة  x=  

fCمتماثل بالنسبة لمحور الأراتيب   
  ملاحظة
0إذا آان  1x≺ 20 فان ≻ 2 2x x≺ ≺  

[ على fCجزء هذا يعني أن  [0;1   

)تحت المستقيم  ) : 2y x∆ =  

22 فان 1xإذا آان  2x x  
[ علىfCهذا يعني أن جزء [1;+∞   

)ستقيم فوق الم ) : 2y x∆ =  

  جدول القيم

2  
3
2

  1  
1
2

  0  x  

8  
9
2

  2  
1
2

  0  ( )f x  

  fC شلجم رأسه Oيقبل محور الأراتيب  
   آمحور تماثل

  

) حيث fبالمثل أدرس الدالة  *  ) 21
2

f x x−
=  

   الحالة العامة- ب
   المعرفة بـ    x للمتغير الحقيقيf     نعتبر الدالة العددية 

                                  ( ) 2f x ax= 0 حيثa ≠  

   فان  0a  إذا آان 
   

+∞                     0                −∞  x  
    

                            0  f  

  fC شلجم رأسه Oيقبل محور الأراتيب آمحور تماثل  
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0a إذا آان                  فان       ≻
+∞                     0                −∞  x  

                            0  f  
  
  fC شلجم رأسه O يقبل محور الأراتيب آمحور تماثل  

)  تمرين  ) 2f x x=     ( ) 21
2

g x x=  

( ) ( )2 22 3m x x h x x= − =  

  m و h و g و fأعط جدول تغيرات  -1
 في نفس المعلم المتعامد الممنظم -2

  mCوhC وgC و fC أنشئ

2xدراسة الدالة  - 2 ax bx c→ + +  
)  لتكن     );M x y و ( )' ;M X Y نقطتين و ( );u α β  معلم  متجهة في مستوى منسوب الى( ); ;O i j   

  u  الإزاحة ذات المتجهة t    و 

          ( ) 't M M= تكافئ   'MM u= تكافئ  
X x
Y y

α
β

− =
 − =

 تكافئ 
X x
Y y

α
β

= +
 = +

  

) حيث f       لندرس  1مثال ) 22 4 3f x x x= − −  

)  الشكل القانوني لـ )f xهو ( ) 22( 1) 5f x x= − −   

) في المعلم المتعامد fCمعادلة ); ;O i j22 هي( 1) 5y x= − 25     أي − 2( 1)y x+ = −  

)  الإزاحة ذات المتجهة t  نعتبر )1; 5u )لتكن  و − );M x y و ( )' ;M X Yنقطتين   

)ليكن  )C 22 منحنى الدالةx x→  

) هو صورة fC لنبين أن  )C بالإزاحة t  

    ( ) 't M M=  تكافئ
1
5

X x
Y y

− =
 + =

  

   ( ) ( );M x y C∈ 22  تكافئy x=  

25                        تكافئ  2( 1)Y X+ = −  

)                        تكافئ  ) ( )' ; fM X Y C∈  

)      إذن  )fC هو صورة ( )C بالإزاحة t  

)    وحيث أن  )C رأسه شلجم ( )0;0O و محور تماثله   

)محور الاراتيب فان  )fC رأسه شلجم( ) 't O O=   

) أي  )' 1; 5O 1xو محور تماثله المستقيم ذا المعادلة − =  

22x   و حيث أن الدالة  x→ تزايدية على [ [0;+∞   

[و تناقصية على     تزايدية علىf فان الدالة ∞−0;[

 [ [ و تناقصية على ∞+;1] ];1−∞  

   جدول التغيرات 
+∞                     1                −∞  x  

    
                            5-  f  

  إنشاء المنحنى
3  2  1  0  x  
3  3-  5-  3-  ( )f x  
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) حيث f     لندرس  2مثال ) 2 2 3f x x x= − + +  

)  الشكل القانوني لـ )f xهو ( ) 2( 1) 4f x x= − − +   

) في المعلم المتعامد fCمعادلة ); ;O i j     2 هي( 1) 4y x= − − 24        أي + ( 1)y x− = − −  

)  الإزاحة ذات المتجهة t  نعتبر )1;4u لتكن  و( );M x y و ( )' ;M X Yنقطتين   

)ليكن  )C 2 منحنى الدالةx x→ −  

) هو صورة fC لنبين أن  )C بالإزاحة t  

    ( ) 't M M=  تكافئ
1
4

X x
Y y

− =
 − =

  

   ( ) ( );M x y C∈ 2  تكافئy x= −  

24                        تكافئ  ( 1)Y X− = − −  

)                        تكافئ  ) ( )' ; fM X Y C∈  

)      إذن  )fC هو صورة ( )C بالإزاحة t  

)    وحيث أن  )C رأسه شلجم ( )0;0O و محور   

)تماثله محور الاراتيب فان  )fC رأسه شلجم  

( ) 't O O= أي  ( )' 1;4O و محور تماثله المستقيم  

1xذا المعادلة  =  
2x   و حيث أن الدالة  x→ ] تناقصية على − [0;+∞   

[و تزايدية على     تناقصية علىf فان الدالة ∞−0;[

 [ [ و تزايدية على ∞+;1] ];1−∞  

  
  جدول التغيرات

+∞                     1                −∞  x  
                            4  

f  

    إنشاء المنحنى
   ( ) 0f x 1x تكافئ= = 3x أو − =  

4  2  1  0  x  
5-  3  4  3  ( )f x  

  
2x الحالة العامة ax bx c→ + 0a حيث + ≠  

   نشاط
) بـمعرفة على  دالة f   لتكن  ) 2f x ax bx c= + ) حيث+ ) 3; ;a b c 0a و ∋ ≠  

  fأعط الشكل القانوني لـ/ 1   

)بين أن المنحنى / 2    )fCالمنحنى صورة   هو( )C 2 الممثل للدالةx ax→  بالإزاحة t ذات المتجهة 

;
2 2
b bu f
a a

 − −  
    

) و استنتج طبيعة  )fC  

  a      ثم أعط جدول تغيرات وفق العدد 
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         خاصيات

) بـ دالة حدودية من الدرجة الثانية المعرفة علىf لتكن          ) 2f x ax bx c= + ) حيث+ ) 3; ;a b c 0a و ∋ ≠  

 * ( ) ( )2f x a x α β= −  حيث من x    لكل +
2
b
a

α −
) و = )fβ α=هذه الكتابة تسمى الشكل القانوني للدالة   f 

) هو صورة المنحنىfCالمنحنى *  )C 2 الممثل للدالةx ax→ المتجهة ذا بالإزاحة ( );u α β  

 *fC منحنى f    في معلم متعامد هو شلجم رأسه ( );α βΩ و محور تماثله المستقيم    ذا x α=  

 نضع 
2
b
a

α −
=  

  : فان0a إذا آان - *
+∞                    α                   −∞  x  

    

( )f α         
f  

   

  

0aإذا آان *    : فان≻
+∞                    α                   −∞  x  

  ( )f α         f  

  

  

  دراسة الدالة-3 
ax
x

→  

   أمثلة -  أ

)نعتبر الدالة      *   ) 2f x
x

=  

   f  ندرس تغيرات  -
                      *

fD =  

     f دالة فردية و منه  اقتصار دراستها على ] [0;+∞  

[ من y و xيكن  ل x حيث ∞+;0] y≠               
( ) ( ) 2f x f y
x y xy
− −

=
−

  

[ من y و xلكل  x حيث ∞+;0] y≠                        
( ) ( )

0
f x f y

x y
−

−
≺ 

  
[ تناقصية على fإذن  [0;+∞  
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 +∞          0            −∞  x  
               

f  

  ملاحظة

0إذا آان  1x≺  فان ≻
2 2
x

  

[ على fCهذا يعني أن جزء  [0;1   

)فوق المستقيم  ) : 2y∆ =  

1xآان إذا   فان ≤
20 2
x
≤≺  

[ علىfCهذا يعني أن جزء [1;+∞   

)تحت المستقيم  ) : 2y∆ =  

  جدول القيم

4  2  1  
1
2

  x  

2  1  2  4  ( )f x  

  
  fCهدلول مرآزه Oو مقارباه محورا المعلم   

    

)نعتبر الدالة    *   ) 1f x
x
−

=  

                      f  ندرس تغيرات  -
             *

fD =  

f دالة فردية و منه  اقتصار دراستها على ] [0;+∞  

[ من y و x ليكن  x حيث ∞+;0] y≠  

             
( ) ( ) 1f x f y
x y xy
−

=
−

  

[ تزايدية على fإذن  [0;+∞  
 +∞                      0               −∞  x  

               
f  

  
     fCهدلول مرآزه O و مقارباه  

  محورا المعلم
 
 الحالة العامة  - ب

)نعتبر  ) af x
x

=  

   فان      0a   إذا آان 
 +∞                     0                −∞  x  

               
f  

  
  
fCهدلول مرآزه Oو مقارباه محورا المعلم   
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0a  إذا آان     فان      ≻
 +∞                     0                −∞  x  

               
f  

 
  
  
fCهدلول مرآزه Oو مقارباه محورا المعلم   
  
  
  
  
  
  

دراسة الدالة   -4
ax bx
cx d

+
→

+
0c حيث  ≠  

)    1مثال  ) 2 1
1

xf x
x
+

=
−

  

*    -  { }1fD = −  

) بإنجاز القسمة الاقليدية نحصل على أن          -    * ) 32
1

f x
x

= +
−

      

) في المعلم المتعامد fCمعادلة ); ;O i j            هي 
32

1
y

x
= +

−
        أي 

32
1

y
x

− =
−

  

)  الإزاحة ذات المتجهة t  نعتبر )1;2uلتكن   و( );M x y و ( )' ;M X Yنقطتين   

)ليكن  )C منحنى الدالة 
3x
x

→  

) هو صورة fC لنبين أن  )C بالإزاحة t  

    ( ) 't M M=  تكافئ
1
2

X x
Y y

− =
 − =

  

   ( ) ( );M x y C∈ تكافئ  
3y
x

      تكافئ =
32

1
Y

X
− =

−
)  تكافئ  ) ( )' ; fM X Y C∈  

)      إذن  )fC هو صورة ( )C بالإزاحة t  

)    وحيث أن  )C هذلول مرآزه ( )0;0Oمحورا المعلم فان   و مقارباه( )fC هذلول مرآزه   

( ) 't O O= أي  ( )' 1;2O 1ذان معادلتهما لال و مقارباه  المستقيمانx 2y   و = =  

   و حيث أن الدالة 
3x
x

[ تناقصية على آل من → [ و ∞−0;]    تناقصية علىf فان الدالة ∞+;0]

[ آل من  [ و ∞−1;] ];1−∞  

   جدول التغيرات 
 +∞                      1               −∞  x  

               
f  

   إنشاء المنحنى

       ( ) 0f x  تكافئ=
1
2

x = −   

5  2  1  0  x  
11
4

  5  //  1-  ( )f x  
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)   2  مثال  ) 2 3
2

xf x
x

+
=

+
  

*    -  { }2fD = − −  

   بإنجاز القسمة الاقليدية نحصل على أن-    *

          ( ) 12
2

f x
x
−

= +
+

      

) في المعلم المتعامد fCمعادلة ); ;O i j        هي 
12
2

y
x
−

= +
+

        أي 
12
2

y
x
−

− =
+

  

)  الإزاحة ذات المتجهة t  نعتبر )2;2u )لتكن  و − );M x y و ( )' ;M X Yنقطتين   

)ليكن  )C منحنى الدالة 
1x
x
−

→  

) هو صورة fC لنبين أن  )C بالإزاحة t  

    ( ) 't M M=  تكافئ
2
2

X x
Y y
+ =

 − =
  

   ( ) ( );M x y C∈ تكافئ  
3y
x

      تكافئ =
12

2
Y

X
−

− =
+

)  تكافئ  ) ( )' ; fM X Y C∈  

)      إذن  )fC هو صورة ( )C بالإزاحة t  

)    وحيث أن  )C هذلول مرآزه ( )0;0O و مقارباه محورا المعلم فان ( )fC هذلول مرآزه   

( ) 't O O= أي  ( )' 2;2O 2xو مقارباه  المستقيمان  اللذان معادلتهما − = 2y   و − =  

لة    و حيث أن الدا
1x
x
−

[ تزايدية على آل من → [ و ∞−0;]    تزايدية علىf فان الدالة ∞+;0]

[ آل من  [; 2−∞ [ و − ]; 2−∞ −  
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   جدول التغيرات 

 +∞              2-              −∞  x  
               

f  

   إنشاء المنحنى

    ( ) 0f x  تكافئ=
3
2

x = −   

2  0  1- 2-  3-  x  
7
4

  
3
2

 1  //  1  ( )f x  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

ax الحالة العامة bx
cx d

+
→

+
0c حيث  ≠  

  نشاط     

 فة على الدالة المتخاطة المعرfلتكن     
d
c
− −  

 
)  بـ            ) ax bf x

cx d
+

=
+

0c  حيث  0ad و ≠ bc− ≠  

) حيث        λ وβو α حدد - 1     )f x
x
λβ
α

= +
−

 من x      لكل 
d
c
− −  

 
  

)  بين أن المنحنى - 2  )fCالمنحنى صورة   هو( )C الممثل للدالة x
x
λ

) ذات المتجهة t بالإزاحة  → );u α β   

)    و استنتج طبيعة  )fC  

 مرتبطة بالعدد     f بين أن تغيرات- 3
a b
c d

   ثم أعط جدول تغيرات وفق العدد 
a b
c d

  

  خاصيات
  

  الدالة المتخاطة المعرفة علىfلتكن   
d
c
− −  

 
)  بـ            ) ax bf x

cx d
+

=
+

0c  حيث  0ad و ≠ bc− ≠  

) حيث        λ وβو αتوجد أعداد حقيقية   *  )f x
x
λβ
α

= +
−

 من x      لكل 
d
c
− −  

 
  

) هو صورة المنحنىfCالمنحنى   *  )C الممثل للدالة x
x
λ

) المتجهة ذا بالإزاحة → );u α β  

*  fC منحنى f في معلم متعامد هو هدلول مرآزه ( );α βΩ و مقارباه هما المستقيمان المعرفان بـ   

    x α= و    y β=  

    :ملاحظة
d
c

α −
    و =

a
c

β =  
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0  إذا آان -  *
a b
c d

     فان 

+∞                  
d
c
−

                   −∞  x  

               f  

   

 
  

0  إذا آان -  *
a b
c d

     فان ≻

+∞                    
d
c
−

                −∞  x  

               f  

   

  

  
  cos دالة  جيب التمام- sin دالة  الجيب-5

  sinدالة  الجيب/      أ
            تعريف

sin بجيبه x هي الدالة التي تربط آل عدد حقيقي sinus     الدالة  x   
sin     نكتب  : sinx x→  

  1   خاصية     

)    من x            لكل  )sin sinx x− =   فردية  sin  نقول ان الدالة −

)     من k   و لكل  من x رأينا أن لكل    *         )sin sin 2x x kπ= +  

)             ومنه  )sin sin 2x x π= +  

  2       خاصية

)    من x            لكل  )sin sin 2x x π=    دور لها2πدورية و  sin  نقول ان الدالة +

       التأويل الهندسي
)              نعتبر المعلم المتعامد الممنظم  ); ;O i j  

)   لتكن  );sinM x x  نقطة من المنحنى( )sinC  

)   و حيث  )sin sin 2x x kπ= )ان  ف+ )' 2 ;sinM x k xπ+  نقطة من المنحنى( )sinC  

'  و بالتالي  2MM k iπ= أي  'M صورة M 2 ذات المتجهةبالإزاحةk iπ  
[ مثلا 2πسم المنحنى على مجال سعته    و من هذا نستنج أنه يكفي ر ];π π− و استنتاج ما تبقى من المنحنى   

[في المجالات ]2 ; 2k kπ π π π− + 2kالإزاحة ذات المتجهةباستعمال  + iπ  
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  ملاحظة 
     sinة و منه المنحنى متماثل بالنسبة لأصل المعلم  فردي  

)    يكفي تمثيل المنحنى )sinC على [ ]0;πو استنتاج المنحنى ( )sinC عل [ ];0π−  

  sinالتمثيل المبياني لدالة 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  cosدالة  جيب التمام/    ب
            تعريف

cos  تمامه بجيبx هي الدالة التي تربط آل عدد حقيقي cossinus     الدالة  x   
cos     نكتب  : cosx x→  

  1   خاصية     

)    من x            لكل  )cos cosx x−    زوجيةcos  نقول إن الدالة =

)     من k و لكل    من x رأينا أن لكل    *         )cos cos 2x x kπ= +  

)             ومنه  )cos cos 2x x π= +  

  2       خاصية

)    من x            لكل  )cos cos 2x x π=    دور لها2π دورية و cos  نقول إن الدالة +

       التأويل الهندسي
)              نعتبر المعلم المتعامد الممنظم  ); ;O i j  

)   لتكن  );cosM x x  نقطة من المنحنى( )cosC  

)   و حيث  )cos cos 2x x kπ= ) فان + )' 2 ;sinM x k xπ+  نقطة من المنحنى( )cosC  

'  و بالتالي  2MM k iπ= أي  'M صورة M2 بالإزاحة ذات المتجهةk iπ  
)   و من هذا نستنج أنه يكفي رسم المنحنى  )cosC 2على مجال سعتهπ مثلا ] ];π π− و استنتاج ما تبقى من 

[المنحنى في المجالات ]2 ; 2k kπ π π π− + 2kجهة باستعمال الإزاحة ذات المت+ iπ  

  ملاحظة 
     cosزوجية و منه المنحنى ( )cosC متماثل بالنسبة لمحو الاراتيب   

)    يكفي تمثيل المنحنى )cosC على [ ]0;πو استنتاج المنحنى ( )cosC عل [ ];0π−  

  cosالتمثيل المبياني لدالة 
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  تمارين و حلول
   1تمرين  

) دالتين عدديتين لمتغير حقيقي حيث  g و f  نعتبر           ) ( )2 2 12 ;
2 1
xf x x x g x
x

− −
= − =

− +
  

 g  حدد مجموعة تعريف الدالة -  1  
  g و f  أعط جدول تغيرات لكل دالة من الدالتين -  2   
  أنقل الجدول التالي و أتممه           )     أ- 3 

3  
5
2

  0  
1

2
−

  1-  x  

          ( )f x  

          ( )g x  

   و محور الافاصيلfC حدد تقاطع )    ب     

)  في نفس المعلم المتعامد الممنظمgC وfCأنشئ المنحنيين ) ج          ); ;O i j    

  الجواب

           ( ) ( )2 2 12 ;
2 1
xf x x x g x
x

− −
= − =

− +
  

  gحدد مجموعة تعريف الدالة ن  -  1  

x∈              2      ليكن  1 0x− +  تكافئ       ≠
1
2

x                  إذن ≠
1
2fD

 = −  
 

 

  g و f جدول تغيرات لكل دالة من الدالتين يعطن  -  2   

f   1a        جدول تعيرات  =  1
2
b
a
−

=  

+∞                          1                        −∞  x  
  

                                1-  f  

  

      لدينا   g        جدول تغيرات 
2 1

4
2 1

− −
= −

−
        

+∞                       
1
2

                        −∞ x  

    
g  

  
            الجدولتمم ن-     أ- 3 

3  
5
2

  0  
1

2
−

  1-  x  

3  
5
4

  0  
5
4

  3  ( )f x  

7
5

  
3
2

  1-  0  
1
3

  ( )g x  

   و محور الافاصيلfCنحدد تقاطع  )    ب     

  ∋x              ليكن 

                                            
( ) 20 2 0

0 2
f x x x

x ou x
= ⇔ − =

⇔ = =
  

   على التوالي2 و 0 يقطع محو الافاصيل في النقطتين ذات الافصولين fC              إذن 
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)  في نفس المعلم المتعامد الممنظمgC وfC المنحنيين اءنشإ) ج          ); ;O i j    

  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 
  
2تمرين    

   المعرفتين بـ  x الدالتين العدديتين للمتغير الحقيقيg وf             لتكن 

                                                ( ) ( )2 2 13
1

xg x x x f x
x
−

= − =
−

  

) منحنييهما على التوالي في معلم متعامد ممنظم  gC و fC        وليكن  ); ;O i j  

  fD حدد- أ - 1

)حسب  أ- ب )2fو  ( )2g1و
2

f  
 
 

)  و   )4g  

  fتغيرات      أعط جدول -2     
  g أدرس زوجية -   أ-3     

 تناقصية علىg  أن   بين-          ب
30;
2

 
  

 و تزايدية على
3 ;
2
 +∞  

    

   على g أعط جدول تغيرات-          د

   و محور الأفاصيلgC حدد تقاطع -4      

  gC و fC  أنشئ -  أ-  5      
) حدد مبيانيا عدد حلول المعادلة -         ب ) ( )f x g x=    

2 حل مبيانيا المتراجحة –        ج  3 0x x− ≥  

  الجواب
  

                                                ( ) ( )2 2 13
1

xg x x x f x
x
−

= − =
−

  

 fDحددن - أ - 2

www.adirassa.com



  ∋xلتكن 
      fx D∈ 1 تكافئ 0x − ≠  

1x                 تكافئ  ≠  
}    إذن  }1fD = −  

)حسب ن - ب )2fو  ( )2g1و
2

f  
 
 

)  و   )4g  

( ) ( ) ( )1 4 14 16 12 4 ; 0 ; 2 4 6 2 ; 2 3
2 2 1

g f g f − = − = = = − = − = =  − 
  

  fتغيرات نحدد   -2     
  

      لدينا           
2 1

1
1 1

−
= −

−
[ تناقصية على آل من f ومنه   [ و ∞−1;] [1;+∞  

  fتغيرات   جدول 
+∞                             1                            −∞  x  

    f  

 gدرس زوجية ن -   أ-3     
−x لدينا ∋x             لكل   ∈  

                 ( ) ( ) ( )2 23 3g x x x x x g x− = − − − = − =      

        gدالة زوجية   

 تناقصية علىg  أن بين -          ب
30;
2

 
  

 و تزايدية على
3 ;
2
 +∞  

    

)           لدينا  ) 2 3g x x x= ] من x لكل − [0;+∞  

                 1a =   3b = −     0c =                  
3

2 2
b
a
−

=  

2   و منه الدالة1 هو  العدد الموجب 2x           معامل  3x x x→  تزايدية −
3 ;
2
 +∞  

 و تناقصية  على 
3;
2

 −∞  
  

 تناقصية علىg     اذن 
30;
2

 
  

 و تزايدية على
3 ;
2
 +∞  

    

   على g جدول تغيراتيعطن -          د

 تناقصية على g                  لدينا 
30;
2

 
  

  تزايدية على و
3 ;
2
 +∞  

  

 تزايدية علىg زوجية فان gو حيث أن 
3 ;0
2

 −  
 و تناقصية على

3;
2

 −∞ −  
  

   gجدول تغيرات

+∞                  
3
2

                0                 
3
2

−                -∞  x  

                                          0  

                        
9
4

                                   
9
4

  
g  

  
   و محور الأفاصيلgCحدد تقاطع ن -4      

  − و استنتاج التقاطع على + على و محور الأفاصيلgCتقاطع  زوجية فانه يكفي تحديد g       بما أن

x    ليكن  +∈               :( ) 0g x 2   تكافئ = 3 0x x− =  

0x                                                     تكافئ  3x  أو = =  
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   على التوالي-3  و 3 و 0 يتقاطعان في النقط ذات الأفاصيل  و محور الأفاصيلgC      إذن 

  gC و fCنشئ ن  - أ- 5      
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)حدد مبيانيا عدد حلول المعادلة ن -        ب ) ( )f x g x=    

   يتقاطعان  في ثلاث نقطgC و fC             من خلال التمثيل المبياني نلاحظ أن 

)لمعادلة      ومنه ل ) ( )f x g x= ثلاثة حلول   

2حل مبيانيا المتراجحة ن –        ج  3 0x x− ≥  

         2 3 0x x− ) تكافئ  ≤ ) 0g x    فوق محور الأفاصيلgC   تكافئ ≤

[ فوق محور الأفاصيل أو ينطبقان فيgC  من خلال التمثيل المبياني يتضح أن  ] [ [ { }; 3 3; 0−∞ − ∪ +∞ ∪  

[   إذن  ] [ [ { }; 3 3; 0S = −∞ − ∪ +∞ ∪  
  

3تمرين  
  المعرفتين بـ   x الدالتين العدديتين للمتغير الحقيقيg وf         لتكن 

                      ( ) ( ) 22 1
1

x
g x f x x x

x
−

= = −
−

              

) منحنييهما على التوالي في معلم متعامد ممنظم  gC و fC        وليكن  ); ;O i j  

  gD حدد- أ - 3

) أحسب - ب )2fو  ( )2g1و
2

f  
 
 

)  و  )0g و 
1
2

g  
 
 

  

  f أعط جدول تغيرات -  أ- 2    
   fC المنحنى طبيعتهحدد  -         ب

    دالة زوجيةg بين أن-  أ- 3    
  هاأعط جدول تغيرات و gحدد تغيرات  -         ب

www.adirassa.com



  gC و fC  أنشئ -  أ- 4    
) حدد مبيانيا عدد حلول المعادلة -         ب ) ( )f x g x=    

  الجواب

( ) ( ) 22 1
1

x
g x f x x x

x
−

= = −
−

  

 gDنحدد - أ - 4

  ∋xليكن 
          gx D∈ 1  تكافئ 0x − ≠  

1x                       تكافئ  ≠  

1x                       تكافئ  1x  و ≠ ≠ −  

}              إذن  }1; 1gD = − −  

) نحسب - ب )2fو  ( )2g1و
2

f  
 
 

)  و  )0g و 
1
2

g  
 
 

  

( ) ( ) 22 2 12 3 ; 2 2 2 4 2 2
2 1

g f× −
= = = − = − =

−
  

( )
2

12 11 2 0 1 1 1 1 1 1 12 0 ; 0 1 ;
12 0 1 2 2 2 4 2 41
2

g g f
× − × − −     = = = = = − = − =     −     −

  

  f جدول تغيرات يعطن -  أ- 2    

)   لدينا  ) 2f x x x= 1a    أي −     و =
1

2 2
b
a
−

=  

  f جدول تغيرات  ومنه      

+∞                            
1
2

                             −∞  
x  

                                 
1

4
−

  
f  

   fC المنحنى طبيعتهحدد  -         ب

            fC شلجم رأسه  
1 1;
2 4

A − 
 

  و محور تماثلة المستقيم ذا المعادلة 
1
2

x =  

   دالة زوجية g نبين أن-  أ- 3    

}لكل          }1; 1x∈ − } لدينا − }1; 1x− ∈ − −  

}        ليكن  }1; 1x∈ − −                ( ) ( )2 1 2 1
1 1

x x
g x g x

x x
− − −

− = = =
− − −

  

   دالة زوجيةg         إذن 

  ها جدول تغيراتيعطن و gحدد تغيرات ن -         ب

] من xلكل           [ ] [0;1 1;∪ +∞           :x x=   ومنه ( ) 2 1
1

xg x
x
−

=
−

   

              و حيث 
2 1

1 0
1 1

−
= −

−
[ى آل من  تناقصية علg  فان ≻ ] و ∞+;1] [0;1  

[ تزايدية على آل من g فان  دالة زوجيةg         و بما أن  [; 1−∞ [ و − ]1;0−  
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   gجدول تغيرات
+∞                  1                0                 1−                 −∞  x  

                                         1  
                                                             g  

  
 gC و fC  ننشئ -  أ- 4    

  الأراتيب   متماثل بالنسبة لمحور gC   زوجية فان g       بما أن  

] على gC        جزئ منحنى  [ ] [0;1 1;∪ )هو جزئ من هذلول مرآزه     ∞+ )1;2B ومقارباه   

       ( ) ( )1 2: 2 : 1y x∆ = ∆ =  

       fCرأسه  شلجم 
1 1;
2 4

A  − 
 

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

) نحدد مبيانيا عدد حلول المعادلة -  ب ) ( )f x g x=    

   gC و fC  من خلا ل التمثيل المبياني نلاحظ أن 

  يتقاطعان في أربع نقط
)دلة ومنه المعا ) ( )f x g x=تقبل أربعة حلول     

  
  
 

www.adirassa.com



                            ا���ذ : 
	���� ����                                                              50 ص
 

  

  الجبر  
  مع تمارين وأمثلة محلولةملخص لدرس: الدوال العددية   : 12مذكرة رقم

  وا�)�رات ا��&%$ة #" ا��رس : ا�ھ�اف 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
I.4 ت��#��
  �ل ا��وال ا�*�د/�:
1. :�(�(4 $�J  دا�� 
�د/� ��

0/$*�:$4!�D $� ءا#"ℝ *&K.f  ��� 
<��� 
�د�� 
 Dدا�

  +; a%�5�D �1Kℝ�)6دا�
 �$ f(أو�]� +; ,(x  $�

D$� �!D6(� و�%ℝ#����% W� #��� ,( )f x.  


 ��� 4��f$ ا?,�45ت:<��� 
�د�� 
D :M�4K:fدا� D → ℝ  
( )x f x→                  

� 
���� �� Dا�&5

 ��5�: ا��ا���f.  

�  $4!�x$� 6(�ا�D:S!1% ,( )y f x=  

← y2�رة �&�x 
�ا���%f.  

� ��%) ا��x �)6ا��6(� ←&�y.  
�  
�<!� f.*'!'Dا��ا�� 
�د�� 
� ;3�G دا�&5 

=  :1#	�ل  f ت ا��را���

�د ��  
 }  "�&VZا��4 ؛ .....؛ا= {A    { }= 3;4;5;6;7;8B  
 )�D ا(f 
<��� �!O  

 ;�����* : �f!4$  : 2#	�ل<��f:ا��ا�
 ا���د�
 ا� →ℝ ℝ  

         ( ) 23 1x f x x→ = −        

1.  : M&Dأ( )1f     و( )1f )و     − )2f  

�د ��ا%)  ا���د  .2D2 
))1ا���اب: ) 21 3 1 1 3 1 2f = × − = − )و = ) ( )2

1 3 1 1 3 1 2f − = × − − = − =  

( ) ( )2

2 3 2 1 6 1 4f = × − = − =  
2(( ) 23 1 2f x x= × − = *6��23 1 2x× − = *6��23 3x× =   

*6��2 1x = *6��1x 1xأو = =−��د ��%'!$ ھ��� W61 و�x 1xأو = =−  
2.  0/$*� �

�د/�: دا��#���  

 $4��f*'!'D �!>�� 
�د�� 

 ��5�: ا��ا�
xدا�����.f  *ھ

!] ا ��اد ا�1'!'!" $� 
K�4
 ا����)x  S!1%ا� )f x د�"��

)ي )f x #����% �.��O �J� #��� 1&�ب. و�� 
�%��fD :�6�% fx D∈ 

j<�45( )f x ∈ℝ.  


 ���Kf'�ل إن �:#�-�ظ<��� 
�د�� 
  .fD"#ءا �$Aإذا ;�ن Aدا�

: �,Iأ� :

 ��5�: ا��وال  ا����!���د ��D  

1(( ) 23 1f x x x= − +     2( ( )
3

2 4

x
g x

x
=

−  
3 (( ) 2

5 10
9

x
h x

x

+=
−

         4 (( ) 2 4m x x= −   

))1ا���اب: ) 23 1f x x x= − +
 

*6��
fD = ℝ

 

�ود�D 
   �JK دا�

2(( )
3

2 4

x
g x

x
=

−
*6��{ }/ 2 4 0gD x x= ∈ − ≠ℝ

  
2 4 0x − =*6��2 4x =*6��2x =W6و�{ }2gD = −ℝ

  
3(

 
( ) 2

5 10
9

x
h x

x

+=
−

*6��{ }2/ 9 0hD x x= ∈ − ≠ℝ
  

2 9 0x − =*6��2 23 0x − =*6��( )( )3 3 0x x− + =  

*6��3 0x + 3أو= 0x − = *6��3x = 3xأو− =
  W6و�{ }3;3hD = − −ℝ

  
4(

 
( ) 2 4m x x= −*6��{ }/ 2 4 0mD x x= ∈ − ≥ℝ

  
2 4 0x − ≥*6��2 4x ≥  *6��4

2
x ≥  *6��2x ≥  W6و�[ [2;mD = +∞ 

 "/$��1: 

 ��5�: ا��ا����د ��Df :
  >* ا�Z�1ت ا����!

1(( ) 3 23 5 10f x x x x= − − +     2( ( )
2 1

4 12

x x
f x

x

+ −=
−

           

3 (( ) 2

10

4 1

x
f x

x

+=
−

                      4  (( ) 3

7 1

2

x
f x

x x

−=
−

  

5(( ) 2

5

2 5 3

x
f x

x x

−=
− −

            6 (( ) 3 6f x x= − +    

 7  (( ) 2 3 2f x x x= − +     8(
 ( ) 3 2

1

x
f x

x

− +=
− 

))1ا���اب: ) 3 23 5 10f x x x x= − − +  

 
*6��

fD = ℝ
 


�ود�D 
   �JK دا�

2(( )
2 1

4 12

x x
f x

x

+ −=
−

*6��{ }/ 4 12 0fD x x= ∈ − ≠ℝ  
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  4 12 0x − =*6��4 12x =*6��3x =    W6و�{ }3fD = −ℝ 
3(( ) 2

10

4 1

x
f x

x

+=
−  

*6��{ }2/ 4 1 0fD x x= ∈ − ≠ℝ
  

24 1 0x − =*6��( )2 22 1 0x − =*6��( )( )2 1 2 1 0x x− + = 
*6��2 1 0x − 2أو= 1 0x + =*6��1

2
x 1أو=

2
x = −W61و� 1

;
2 2fD

 = − − 
 

ℝ
  

4 (( ) 3

7 1

2

x
f x

x x

−=
−

 *6��{ }3/ 2 0fD x x x= ∈ − ≠ℝ
  

3 2 0x x− =*6��( )2 2 0x x − =*6��2 2 0x − 0xأو= =  
*6��2 2x 0xأو= =*6�� 2x 2x أو  = = 0xأو   − =  

 
W6و�{ }2;0; 2fD = − −ℝ  

5(( ) 2

5

2 5 3

x
f x

x x

−=
− −

        *6��{ }2/ 2 5 3 0fD x x x= ∈ − − ≠ℝ
  

22 5 3 0x x− − =
             

#!�ل ا�����% 
  1K+ ا���د�
2a 5bو   = = 3cو  − = − 

( ) ( ) ( )2 22 4 5 4 2 3 25 24 49 7 0b ac∆ = − = − − × × − = + = = >  

%0� أن∆ ≻  :�  >�ن ھGه ا���د�
 �D +.'5!$ ھ

1 2

b
x

a

− +   و =∆
2 2

b
x

a

− − ∆=  

( )
1

5 49 7 5 12
3

2 2 4 4
x

− − + += = = =
×

) و   )
2

5 49 5 7 2 1

2 2 4 4 2
x

− − − −= = = =−
×

  

     :W61و�
;3

2fD
 = − − 
 

ℝ
  

6 (( ) 3 6f x x= − +   *6��{ }/ 3 6 0fD x x= ∈ − + ≥ℝ
  

3 6 0x− + ≥*6��3 6x− ≥ −6

3
x

−≤
−

  *6��2x ≤  W6و�] ];2mD = −∞
 

7  (( ) 2 3 2f x x x= − +     { }2/ 3 2 0fD x x x= ∈ − + ≥ℝ  
   1a =            ( )22 4 3 4 2 1 9 8 1 0b ac∆= − = − − × × = − = >  

%0� أن∆ ≻  :�  >�ن ��1�ود�
 "Gر�$ ھ

( )
1

3 1 3 1
1

2 2 4
x

− − + += = =
×

و  
1

3 1 1

4 2
x

−= =    

   :W6و�[ [1
, 1,
2fD  = −∞ ∪ +∞  

    

8(
 

( ) 3 2

1

x
f x

x

− +=
+

       3 2
/ 0 1 0

1f

x
D x xو

x

− + = ∈ ≥ + ≠ + 
ℝ  

3 2 0x− + =*6��2

3
x =*6��3x = *6��1 0x + =*6��1x = −

  
�ول ا�YZرة:" Zد أو�1K 

  
2

1,
3fD  = −    

3. :"�
�د/ "��>�وي دا�  
:0/$*�$4��f وg K �J� $!��د�
 ��5�:دا��!$ ����� Q�D.  

)��&�و���ن إذا و>'a إذا ;�ن  gو 45f�ن ا��ا���ن ) ( )f x g x= 

+4�x $�D:M�4K و . f g=  

�    gو 4��f$ #	�ل:% $!�<��ا��ا��!$ ا���د��!$ ا�

*��( ) 2f x x= و( )g x x=  

:�6��� fD = ℝ2,  ن 0x ≥ +4�x $�ℝو,gD = ℝ  W6� و

f>�ن gD D=.  

2xو %� أن x= +4�x $�ℝ  ن�<( ) ( )f x g x=+4�x $�ℝ  

fإذن g=.  

  ا��	�B ا��+���� ��ا�� 
�د/�: .4

)&��ى ا�6&�ب إ�� ����ا� ); ;o i j
� �

 .�h6  ��O.� �4�ن ������ا �

:0/$*� $4��f ء#" ��� 
<��� 
�د�� 
  .D$�ℝدا�

*K�!.�ا�
 fCا��I!+ ا���f 

 f(أو ��616 ا��ا���) ھ� ��

a'6ا�( );M x y :S!1% ى��&) �$ ا� )y f x=  وx D∈  

�<!� ا���Kf *'!'1.� ا��ا�
 ا���د�
  :1#	�ل��x:*�����; 
<�� ا�

( ) 2

2

x
f x

x
=

+
)و �!$4   )fC                                  �616ا�


�ا��� +I  ��� ا���ا�* 2و  -a'K1 أ>��J!�2 ھ*  Bو Aو �!f $4ا�

1(  M!5د أرا�DA وB ن إ���!�6� �JKأ ���( )fC.  

2( $4��1 2
;

2 5
E
 
 
 

 ,( )3;5F −  ,( )1;0G  +ى. ھ��&a'K �$ ا�

a'6ا�E , F وG �616�� *�65( )fC؟  

))1ا���اب: )fA C∈ *6��( )( )1; 1A f− −  

( ) ( )2 1
1 2

1 2
f

× −
− = = −

− +
: W6و�( )1; 2A − −  

( )fB C∈ *6��( )( )2; 2B f   ( ) ( )2 2
2 1

2 2
f

×
= =

+
: W6و�( )2;1B  

2(1 2
; ?

2 5
E
 
 
 

      �6���
1

2
1 1 22

512 5
2

22

f

 ×    = = =     + 
 

 :W6و�( )1 2
;

2 5 fE C
 ∈ 
 

  

( )3;5F −      �6���( ) ( )
( )
2 3

3 6 5
3 2

f
× −

− = = ≠
− +

 :W6و�( ) ( )3;5 fF C− ∉  

( )1;0 ?G        �6���( ) ( )
( )
2 1 2

1 1
1 2 3

f
×

= = ≠
+

     :W6و�( ) ( )1;0 fG C∉
 

�<!� ا���Kf *'!'1.� ا��ا�
 ا���د�
  2#	�ل��x:*�����; 
<�� ا�

( ) 2f x x=  

 �)أر� )fC
�ا��� +I� fا��616 ا���)>* ا� ); ;o i j
� �

 oD]5 ذا��   

�616 ا��ا�
؟� 
.&6��%  
 
 
 
 
 
 
 
  
 

1�ر � 
.&6��% +e��� *K�!.B $� oD]K[ل ا�1&�ب أن : ا��I!+ ا�
� Q�K ا�(�رةJ� $!�%�'�� $�د�  ا راM!5 وأن �
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  3  2  1  0  1 -  2 -  3 -  x  
9  4  1  0  1  4  9  ( )f x  

  1$د/�:ا��ا�� ا� -ا��ا�� ا�2و��� .5
  ا��ا�� ا�2و���: ) أ

:0/$*�$4��f *'!'D �!>�� 
�د�� 

 ��5��fD .�Jو xدا�����  

  دا�
 زو"!
 إذا 15') ا��9ط�ن ا����!�ن: Kf'�ل إن

� +4�x  $�fD  :�6���x−إ�� *�65fD.  

� +4�x  $�fD :�6��� ( ) ( )f x f x− =  

  
�<!� ا���Kf *'!'1.� ا��ا�
 ا���د�
  #	�ل:��x:*�����; 
<�� ا�

( ) 21
2

f x x=  

1.   

 ��5�: ا��ا����د ��Df  
  زو"!
  دا�
 f%!$ أن  .2
3.  
�ا��� *K�!.  fأر�� ا��I!+ ا�
4.  �!K�!.� ]�وc5 a�ا 

: 
)1أ"�%
 

fD = ℝ
 


�ود�D 
   �JK دا�

��x  $�ℝ  :�6) أ) �2+4�x−إ�� *�65ℝ.  
)ب)     ) ( ) ( )2 21 1

2 2
f x x x f x− = − = =  

 W6و�f 
  زو"!
  دا�
3 (  
  

  
  
4�616  .fC) �1�ر ا راM!5 �1�ر 5�e+ ا�

�<!� 4��f *'!'D$ا��ا�� ا�1$د/�: ) ب� 
�د�� 
��616ھ�  fCو xدا�

�h6� ������ ���� *<( ); ;o i j
� �

.  

:0/$*�$4��f *'!'D �!>�� 
�د�� 

 ��5��fD �Jو xدا�����  

  دا�
 >�د�
 إذا 15') ا��9ط�ن ا����!�ن: Kf'�ل أن

� +4�x $�fD :�6���x− إ�� *�65fD.  

� +4�x $�fD :�6���( ) ( )f x f x− = − 

      
�<!�ا���K :f *'!'1.� ا��ا�
 ا���د�
 #	�ل��x:*�����; 
<�� ا�

( ) 2
f x

x
=  

1.   

 ��5�: ا��ا����د ��Df  
  دا�
 >�د�
  f%!$ أن  .2
3.  
�ا��� *K�!.  fأر�� ا��I!+ ا�
4.  �!K�!.� ]�وc5 a�ا 

: 
)1أ"�%
 

{ }/ 0fD x x= ∈ ≠ℝ
 

  

 : W6و�{ }0fD ∗= − =ℝ ℝ  

��x  $�∗ℝ  :�6) أ) �2+4�x−إ�� *�65∗ℝ.  
)ب)     ) ( ) ( )2 2

f x f x
x x

− = = − = −
−  

 W6و�f    
  )3دا�
 >�د�
  
  

  
  
4 
C'K (0 �6165�e+ ا� #;��fC. 

�و/B ا��+����  ) ت  ا�
$4��f �!>�� 
�د�� 
�  DfC'!'* و xدا������ ���616ھ� >* ���

�h6�( ); ;o i j
� �

.  

دا�
 زو"!
 إذا و >'a إذا ;�ن �1�ر ا راM!5 �1�ر  45f�ن �
5�616�e+ ا�

fC.  


  45f�ن �C'6ا� nK�; إذا a'< إذا و 
5�e+  0دا�
 >�د� #;��
�616ا�

fC. 

4�74 ا�6ا�� ا�5و��   : 
!�ل
  ℝا��f  7�� �&�2أ��: إ�	�ء 

  
 
 
  
  
  
I I.:�/د�
��J$ات دا��  

�<!� ا���K :f*'!'1.� ا��ا�
 ا���د�
 1 #	�ل�� x:*�����; 
<�� ا�

( ) 2 1f x x= +  

  ا�x ا���ول ا����* : ��ذا oD]5؟
100  10  5  2  0  -3 -7  -10  -100  

                  
�.45 ���6� WKأ : oD]Kx  ن�<( )f x   
45.� أ��� K'�ل أن ا��ا�

f
�� 5#ا�
�<!� ا���K :f *'!'1.� ا��ا�
 ا���د�
 2 #	�ل��x:*�����; 
<�� ا�

( ) 3 2f x x= − +
  

  

3  2  1  0  x  
9

2

  2  1

2

  0  ( )f x  

3  2  1  0  x  
2

3

  1  2    ( )f x  
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�ول ا����* : ��ذا oD]5؟ا�x ا  ��  
100  10  5  2  0  -3 -7  -10  -100  

                  
�.45 ���6� WKأ : oD]Kx  ن�<( )f x   
K �>)5'�ل أن ا��ا�

f
!)��65 
1. 0/$*�:$4��f ل��
 ��� ا�<��� 
�د�� 
  . Iدا�
� 

) ��� ا���ل Kf'�ل إن ا��ا�!)��65) 
��, إذا و >'a إذا 5I#ا�
 �ن �4+;

1إذا ;�ن 2x x≺ ن�<( ) ( )1 2f x f x≺  )( ) ( )1 2f x f x≻(  

) :�I�1ل ) 4 3f x x= −  
  

: 
أ"�%
1(

 
fD = ℝ

 

�ود�D 
   �JK دا�

2(
 : $4!�1x ∈ℝ  2وx ∈ℝ  S!1%

1 2x x<  

1اذن :  24 4x x<  : 1اذن 24 3 4 3x x− < )اذن :  − ) ( )1 2f x f x<  



 ��� fو�W6 ا��ا��� 5ℝ#ا�
  

)  :�I�2ل ) 3 2f x x= − +  

: 
أ"�%
1(

 
fD = ℝ

 

�ود�D 
   �JK دا�

2(
 : $4!�1x ∈ℝ  2وx ∈ℝ  S!1%

1 2x x<  

1اذن :  23 3x x− > 1اذن :  − 24 2 4 2x x+ > )اذن :  + ) ( )1 2f x f x>  



 ��� fو�W6 ا��ا�!)��65ℝ   
  
  
  
  
  
f                        
��
  f         5#ا�!)��65  
� 

 ��� ا��� Kf'�ل إن ا��ا��%�eلIإذا ;�ن a'< إذا و , 

 +4�1x 2وx $�I :�6��� ( ) ( )1 2f x f x=  


��Iل :�%�e 
  ا��I� aل ��ا�
�<!� 4��f*'!'D$ ��ول ��J$ات دا��: .2� 
�د�� 
 fDو xدا�



 ��5���J.درا�
 ��16 5<!�ات ا��ا�����f  6* �5#يء�� ,


���64
 45�ن >!�J ا��ا�
 fDا�
 أو  fإ�� أ;.� ���Zت ���5#ا�

%�e أو ��C� 
!)��65 ��ول, �&" *< 

.و VE��K ub�K ھ�ه ا��را��
.
�%�e 
�ول 5<!�ات ا��ا�"  

3.  �=��
�; #��ل:دا�� ر 
:0/$*�
 ��� ���ل<��� 
�د�� 
  .4��I$ دا�

 � ��C��� Iر5!.
 ���C ��� ا���لKf'�ل إن �� Iإذا ;�nK 5#ا�

��� ��C� 
  .Iأو ��65(!

 "/$��2:  $4��f � 

 ب: دا�<��( ) 2

1
f x

x
=

+
.  

�د  )1DfD

 ��5�: ا��ا�����f.  

2( 
[��� ;+ �$ ا����!$ fأدرس ر%�5
 ا��ا� [1;− [و ∞+ [; 1−∞ −.  

3( 
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�Df.  
 : 
)1أ"�%

 
{ }/ 1 0fD x x= ∈ + ≠ℝ

   
1 0x + =*6��1x = −

      
 : W6و�{ }1fD = − −ℝ  

2
[��� ا���ل f) أ) درا�
 ر%�5
 ا��ا� [1;− +∞:  

: $4!�] [1 1;x ∈ − [و  ∞+ [2 1;x ∈ − +∞  S!1%
1 2x x<  

اذن
1 21 1x x+ < + 

 W6و�
1 2

1 1

1 1x x
>

+ + W6و�
1 2

2 2

1 1x x
>

+ +  

)أي   ) ( )1 2f x f x>  



 ��� fو�W6 ا��ا�!)��65] [1;− +∞   


[��� ا���ل fب) درا�
 ر%�5
 ا��ا� [; 1−∞ −  

: $4!�] [1 ; 1x ∈ −∞ [و  − [2 ; 1x ∈ −∞ −  S!1%
1 2x x<  

اذن
1 21 1x x+ < + 

 W6و�
1 2

1 1

1 1x x
>

+ + W6و�
1 2

2 2

1 1x x
>

+ +  

)أي  ) ( )1 2f x f x>

  fو�W6 ا��ا�!)��65���] [; 1−∞ −   

3
�ول 5<!�ات ا��ا�"(f.  

  
I II.  :درا�� ا��وال 

:ا��ا��  .1
2x ax֏    ( )0a ≠    

qi�#    :���-0   ا�a ≻    

                                            
0a ا�-���:             ≺  

  
�ا�
#45%�ت:�� +I2xا��616 ا� ax֏ ( )0a ≠.���Y �&�  

� رأس ا���9�. �1�ر ا راM!5 ھ� �1�ر &5 ���
 أ2+ ا�C'6ا�
.�616�� +e�5  


 ب: 4��f$ #	�ل :<��� 
) دا� ) 23

2
f x x=  

�د  .1DfD: ا���5 
���� 
�ا��f.  

2.  
  fأدرس زو"!
 ا��ا�
3. 
]��� ;+ �$ ا����!$ fأدرس ر%�5
 ا��ا� [و ∞+;0] ];0−∞  

4. 
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�Df.  
5. 

 �(�ى؟ fھ+ ا��ا�
 دK!� أو �!!� +.'5  
6. �)أر� )fC 
�ا��� +I� م م fا��616 ا���� *<( ); ;o i j

� �.  

أ��=� :
1(

 
fD = ℝ

 

�ود�D 
   �JK دا�

��x  $�ℝ  :�6) أ) �2+4�x−إ�� *�65ℝ.  
)ب)     ) ( ) ( )2 23 3

2 2
f x x x f x− = − = =  

 W6و�f 
  زو"!
  دا�
3
]��� ا���ل f) أ) درا�
 ر%�5
 ا��ا� [0;+∞:  

: $4!�[ [1 0;x ∈ ]و  ∞+ [2 0;x ∈ +∞  S!1%
1 2x x<  

2اذن: 2
1 2x x<  W62و� 2

1 2

3 3

2 2
x x<   أي( ) ( )1 2f x f x<  



 ��� fو�W6 ا��ا���]5#ا� [0;+∞   
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[��� ا���ل fب) درا�
 ر%�5
 ا��ا� ];0−∞:  

: $4!�] ]1 ;0x ∈ [و  ∞− ]2 ;0x ∈ −∞  S!1%
1 2x x<  

2اذن: 2
1 2x x>  W62و� 2

1 2

3 3

2 2
x x>   أي( ) ( )1 2f x f x>  



 ��� fو�W6 ا��ا�!)��65] ];0−∞   

4
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�D(f. 

 
5
6� : f)  ا��ا�� �!Kد 
!� +.'50x =  
 6
�ا��� *K�!.   f) ر�� ا��I!+ ا�

  

  
  "/$��3:  $4��f  :ب 
<��� 
)دا� ) 21

4
f x x= −.  

�د )1DfD 

 ��5�: ا��ا�����f.  

  fدرس زو"!
 ا��ا�
 )أ2
3(
]��� ;+ �$ ا����!$ fأدرس ر%�5
 ا��ا� [و ∞+;0] ];0−∞ 


�د "�ول 5<!�ات ا��ا�Dوf.  
4(

 �(�ى؟ f +.'5ھ+ ا��ا�
 دK!� أو �!!�  

5(�)أر� )fC 
�ا��� +I� fا��616 ا�h6� ������ ���� *<( ); ;oi j
� �

.  

: 
أ"�%
1(

 
fD = ℝ

 

�ود�D 
   �JK دا�

��x  $�ℝ :�6) أ) �2+4� x−إ�� *�65ℝ.  
)ب)     ) ( ) ( )2 21 1

4 4
f x x x f x− = − − = − = W6و�f 
  زو"!
  دا�

]��� ا���ل fدرا�
 ر%�5
 ا��ا�
)أ)3 [0;+∞:  

: $4!�[ [1 0;x ∈ ]و  ∞+ [2 0;x ∈ +∞  S!1%
1 2x x<  

2اذن: 2
1 2x x<  W62و� 2

1 2

1 1

4 4
x x− > )أي   − ) ( )1 2f x f x>  



 ��� fو�W6 ا��ا�!)��65[ [0;+∞   


[��� ا���ل fب) درا�
 ر%�5
 ا��ا� ];0−∞:  

: $4!�] ]1 ;0x ∈ [و  ∞− ]2 ;0x ∈ −∞  S!1%
1 2x x<  

2اذن: 2
1 2x x>  W62و� 2

1 2

1 1

4 4
x x− < )أي   − ) ( )1 2f x f x<  



 ��� fو�W6 ا��ا���[5#ا� ];0−∞   

  
�ا�
 )ا4�f ى�)� 
!� +.'5 �6�0x =  
5
�ا��� *K�!.
 f) ا��I!+ ا�C'6ا� Wرأ� ���Y �ھO 
  "/$��4: : 
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�
 >* ا�Z�1ت ا����!D  

1 (( ) 23f x x=− 2  (( ) 25f x x=  3 (( ) 27

2
f x x=    

 
: 
أ"�%

1 (( ) 23f x x=−   3 0a = −   : اذن >

  
2 (( ) 25f x x=   5 0a =   : اذن <

  

3 (( ) 27

2
f x x=   

7
0

2
a =   : اذن <

  
  

)ا��ا��:  .2 ) a
f x

x
= ( )0a ≠     


 ب: 4��f$ #	�ل :<��� 
) دا� ) 2
f x

x

−=  

�د  .1DfD 

 ��5�: ا��ا�����f.  

2.  
  fأدرس زو"!
 ا��ا�
3. 
[��� ;+ �$ ا����!$ fأدرس ر%�5
 ا��ا� [و ∞+;0] [;0−∞  

4. 
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�Df.  
5. 

 �(�ى؟ fھ+ ا��ا�
 دK!� أو �!!� +.'5  

6. �)أر� )fC 
�ا��� +I� fا��616 ا�h6� ������ ���� *< 

: 
)1أ"�%
 

{ }/ 0fD x x= ∈ ≠ℝ

 
  

 : W6و�{ }0fD ∗= − =ℝ ℝ  

�$  x) أ) �2+4
∗ℝ  :�6���x−إ�� *�65

∗ℝ.  
)ب)     ) ( ) ( )2 2

f x f x
x x

− −− = = − = −
−

 W6و�f    
  دا�
 >�د�

3
[��� ا���ل f) أ) درا�
 ر%�5
 ا��ا� [0;+∞:  

: $4!�] [1 0;x ∈ [و  ∞+ [2 0;x ∈ +∞  S!1%
1 2x x<  

اذن:
1 2

1 1

x x
>  W6و�

1 2

2 2

x x

− )أي   >− ) ( )1 2f x f x<  



 ��� fو�W6 ا��ا���[5#ا� [0;+∞   


[��� ا���ل fب) درا�
 ر%�5
 ا��ا� [;0−∞  

: $4!�] [1 ;0x ∈ [و  ∞− [2 ;0x ∈ −∞  S!1%
1 2x x<  

اذن:
1 2

1 1

x x
>  W6و�

1 2

2 2

x x

− )أي   >− ) ( )1 2f x f x<  



 ��� fو�W6 ا��ا���[5#ا� [;0−∞  

4(  

  
�ا�
)ا5�f  +.'5  Z +.'5Zى�)� 
!� Zو  
!��!Kد 

 
  

3  2  1  0  x  
27

2

  6  3

2

  0  ( )f x  
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  6( !I�ا�
ا���� *K�!.
 ��;#ه ھ�G�لھ�  f+ ا�C'6ا�O 
  
  
  
  

qi�# 0a :ا�-���: )3 ≻                                                      

        
0a ا�-���: ≺  

  
� أن :��f ���ا��ا��	�B ا��+��%f +IK �4* أن� WK�< 
دا�
 >�د�

f���] [0,+∞ 
� ��616 ا��ا��K �ef  +e��ل ا������% ���

�.Oا��;#ي ا�Gي ��;#ه ��  أ2+ ا�
:0/$*�
�616�a ا��ا�

x
x

֏ ( )0a � ھZ��G ��;#ه≠&�O  +2أ

��  و �&�'!�ه ا�'�ر%�ن ھ��0xا� 0yو  = =.  
 "/$���د "�ول 5<!�ات ا��ا�
 >* ا�Z�1ت ا :5D: 
!����  

1  (( ) 4
f x

x

−=   2( ( ) 3
f x

x
=   

 
: 
أ"�%

1 (( ) 4
f x

x

−=   4 0a = −   : اذن >

  
 2( ( ) 3

f x
x

=
    

3 0a =   : اذن <

  
IV. :ات ا��ا��$�J�ا��	�B ا��+���� و 

2x ax bx c+ +֏  
&�ا�h6� ������ �)��ى �6&�ب إ�� ��� ); ;o i j

� �
.  

$4��f ��� 
<��� ��*: ℝا��ا�
 ا���د�
 ا�% ( ) 2f x ax bx c= + + 

 S!Daوb وc [� 
!'!'D اد�0aأ� ≠.  
�دان D'!'!�ن �� �"��α وβ :S!1% ( ) ( )2

f x a x α β= + + 

(*K�K�'ا�49+ ا�)  
� 
� رأ��616�f W ا��ا���Y �&�( );S α β− و �1�ره( ) :D x α=− 

 :�����ول 5<!�ات�)+B ا�&�jW ا�"f : 
0a ا�-���: ≻             

                                                                              
  +∞                   α−                     −∞  x  

      
  

                              β  

f  

0a ا�-���: ≺  
  +∞                     α−                     −∞  x  

                               β      
  

                          

f  


 ب: 4��f$ #	�ل:<��� 
) دا� ) 22 4 1f x x x= − + −  . 

�د  )1D
fD           

) %!$ أن: )2 ) ( )2
2 1 1f x x= − − +  

3(  *K�K�'ا�49+ ا� �&�)( ) ( )2
f x a x α β= + +(  

4( 
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�Df  .  
�د a'K 5'�ط] )5D( )fC 
�ا��� +I  �] �1�ر ا >�f .+!2ا��616 ا�

.M!5و �] �1�ر ا را  
6(  �)أر� )fC
�ا��� +I  fا��616 ا�

: 
أ"�%
1(

 
fD = ℝ

 

�ود�D 
   �JK دا�

2(( ) ( ) ( )2 2 2 2 22 4 1 2 2 1 2 2 1 1 1 1f x x x x x x x=− + − =− − − =− − × × + − − 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2

2 1 1 1 2 1 2 1 2 1 1f x x x x= − − − − = − − + − = − − + 

:*K�K�'ا�49+ ا� 
%��; [� 
Kر�'��%( ) ( )2
f x a x α β= + +  

 : ��K1; 1; 2aα β= − = = −
  4
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�D (f    : �6���   .0a  اذن : ≻

  
))أ)a'K 5'�ط]5 )fC 
�ا��� +I  �] �1�ر ا >�f +!2ا��616 ا�

: 
) a'< +1K ا���د� ) 0f x =  *6��( )2
2 1 1 0x− − + =

  
 *6��( )2

2 1 1x− − = − *6��( )2 1
1

2
x − =  

 *6��1
1

2
x − 1أو =

1
2

x − = −  

 *6��2 2 2
1

2 2
x

+= + 2أو = 2 2
1

2 2
x

− += − + =  
 :�2و�a'K W6 ا��'�ط] ھ 2

;0
2

A
 +
  
 

2أو  2
;0

2
B
 − +
  
 

  

:
hD]� #!�ل ا�����% 
D $4+ ا���د��  
)ب)a'K 5'�ط] )fC 
�ا��� +I  �M!5] �1�ر ا را fا��616 ا�

: a'< M&1K ( )0f   

( ) 20 2 0 4 0 1 1f =− × + × − =−  

 ا��'�ط] ھ*: C'K W6و�( )0; 1C −  

 6 :�)ر�
fC  

  
 "/$��6: $4��f :ب 
<��� 
 دا�

( ) 2 4 3f x x x= + +  .  

) %!$ أن: )1 ) ( )2
2 1f x x= + � ا�49+ ا�'� −&�) *K�K

( ) ( )2
f x a x α β= + +(  

2( 
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�Df  .  
�د a'K 5'�ط] )3D( )fC 
�ا��� +I�  fا��616 ا���  �] �1�ري ا�

4(  �)أر� )fC
�ا��� +I�  fا��616 ا�!'�&)و ا� )D 

Wي ���د��Gا�( ) : 3D y = �h6� ������ ���� *<( ); ;o i j
� �

.  

�د a'K 5'�ط] )5D( )fC و( )D 

6( 6(*< �!K�!.� +DR 
2ا���ا"1 4 0x x+ ≥.  

4  2  1  0  x  
1 /2-  -1  -2    ( )f x  

4  3  2 1  0  1-  2 - 

17-  7-  1-  1  1-  7-  17-  
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1x − 

2 

2 1x + 

2 2x− + 

3 

 

  
: 
أ"�%
 1(( ) 2 4 3f x x x= + +  

fD = ℝ
 


�ود�D 
   �JK دا�

( ) 2 2 2 24 3 2 2 2 2 3f x x x x x= + + = + × × + − + 

 
( ) ( ) ( )2 2

2 4 3 2 1f x x x= + − + = + − 
:*K�K�'ا�49+ ا� 
%��; [� 
Kر�'��%  

( ) ( )2
f x a x α β= + +  

 : ��K2; 1; 1aα β= = − =
  2
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�D (f   : �6���   .1 0a =  اذن :  <

 
))أ)a'K 5'�ط]3 )fC 
�ا��� +I  �] �1�ر ا >�f +!2ا��616 ا�

: 
) a'< +1K ا���د� ) 0f x =  *6��( )2
2 1 0x+ − =

  
 *6��( )2

2 1x+ = *6�� *6��2 1x + 2أو = 1x + = −  
 *6��1x = 3xأو − = −  

 :�)و�a'K W6 ا��'�ط] ھ )1;0B )و − )3;0A −  
:
hD]� #!�ل ا�����% 
D $4+ ا���د��  

)ب)a'K 5'�ط] )fC 
�ا��� +I  �] �1�ر ا راf M!5ا��616 ا�

: a'< M&1K ( )0f   

( )0 3f =  

 ا��'�ط] ھ*: C'K W6و�( )0;3C  

4 :�)ر�
fC 

1  0  -1 -2 -3  -4  -5 

8  3  0  -1  0  3  8  

 

  
�د a'K 5'�ط]5)D( )fC و( )D 

 
1+ ����د�K( ) 3f x =*6��( )f x y=  

( ) 3f x =*6�� ( )2
2 1 3x+ − =

  
 *6��( )2

2 4x+ = *6��2 2x + 2أو = 2x + = −  
 *6��0x 4xأو = = −   :�)و�a'K W6 ا��'�ط] ھ )0;3C و( )4;3E −  

:
hD]� #!�ل ا�����% 
D $4+ ا���د��  
��ا"1
:)ا�6�� *K�!.12+ ا� 4 0x x+ ≥ 

2 4 0x x+ ≥  *6�52 4 3 3x x+ + ≥:
 

 *6�5( ) 3f x ≥  


� >�ق  S1.K �!K�!.�f �$ ا���ل S!1% ��616 ا��ا�"��
�ا�!'�&( )D     

[أي  ] [ [, 4 0,S = −∞ − ∪ +∞  

V. :ات ا��ا��$�J�) ا��	�B ا��+���� و  ) ax b
f x

cx d

+=
+

  

�h6� ������ �)ا�&��ى ا�6&�ب إ�� ��� ); ;o i j
� �

  

$4��f :*�� �% 
<��) ا��ا�
 ا���د�
 ا� ) ax b
f x

cx d

+=
+

  

S!D0c 
 و dوcو  bو aو ≠!'!'D اد�0adأ� bc− dو ≠
x

c
≠   

:����  k : S!1%و  βو  αد : ��"� e[ث أ��ا �)+B ا�&�jW ا�

( ) k
f x

x
β

α
= +

+
  �)�b  و�&� ا�49+ ا�

0k :ا�-���: ��fول ��J$ات � ≻     
  +∞                   α−                     −∞  x  

      
  

                                    

f  

0k ا�-���: ≺  
  +∞                   α−                     −∞  x  

      
  

                                    

f  

� �616�f ه#;�� Z��Gھ �&�( );S α β−    و �'�ر%�ه 

  ( )1 :D x α= )و − )2 :D y β= .  


 ;�����* :  ��Kf.� ا��ا�
  #	�ل:<��)ا� ) 2 1

1

x
f x

x

+=
−

  

�د 1D (
fD           

2 M�;أ  (( )f x�)�b�د �'�ر%�ت ��616 ا��ا�
 ��� ا�49+ ا�Dوf              

3 
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�D(f      
4 
�د a'K 5'�ط] ��616 ا��ا�D(f                                   ����] �1�ري ا�
5  �)) أر� )C 
�ا��� *K�!.  ا��I!+ ا�

6 : Wي ���د��Gا�  : Wي ���د��Gا� �!'�&5y) أر�� ا� =              
7 
� ".��� ا���د�e �!K�!.� +D (( ) 5f x =  

8 :
)) K�!.� +D!� ا���ا"1 ) 5f x ≥  

: 
)أ"�% ) 2 1

1

x
f x

x

+=
−

  

1({ }/ 1 0fD x x= ∈ − ≠ℝ     W6و�{ }1fD = −ℝ 
2(:�/���7Zا���ز ا�)>�� ا  
  
  
  
 
 

 
( ) ( ) ( )2 1 3 2 12 1 3 3

2
1 1 1 1 1

x xx
f x

x x x x x

− + −+= = = + = +
− − − − − 

:*K�K�'ا�49+ ا� 
%��; [� 
Kر�'��%( ) k
f x

x
β

α
= +

+  

 : ��K1; 2; 3kα β= − = =
 3
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�D (f   : �6���   .3 0k =  اذن :  <

 
�616�f ه#;�� Z��Gھ� ھ( )1;2A     1و �'�ر%�هx = 

2yو =  
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2 2x −

3

2
 

 

3 1x− − 

3 3x− +

2 

))أ)a'K 5'�ط]4   )fC 
�ا��� +I  �] �1�ر ا >�f +!2ا��616 ا�

: 
) a'< +1K ا���د� ) 0f x =  *6��2 1
0

1

x

x

+ =
−

 *6��2 1 0x + =
  

 *6��2 1x = − *6��1

2
x

−=
  


C'K W61ا��'�ط] ھ*:   و�
;0

2
A
 − 
   

)ب)a'K 5'�ط] )fC 
�ا��� +I  �] �1�ر ا راf M!5ا��616 ا�

: a'< M&1K ( )0f     
  ( )0 1f = −  

 ا��'�ط] ھ*: C'K W6و�( )0; 1C −  

ر��: و)6)و5
fC 

  
 

 
7( 
��د���  *K�!.)ا)ا�1+ ا� ) 5f x : ھ�أ>�a'K +!2 5'�ط]=

fC  و

�!'�&)ا� )D 
C'6أي أ>(�ل ا�( )2;0B 
 

  


 ا��1�ل :���� W6و�{ }2S =  

 
)ب)ا�1+ ا��.�ي  ����د� ) 5f x = :  

( ) 5f x = *6��2 1
5

1

x

x

+ =
−

 *6��( )2 1 5 1x x+ = −  

 *6��2 1 5 5x x+ = − *6��3 6x− = − *6��2x =  

 ا��1�ل :���� W6و�{ }2S =  

��ا"1
:)ا�8�� *K�!.)1+ ا� ) 5f x ≥  


� >�ق  S1.K �!K�!.�f �$ ا���ل S!1% ��616 ا��ا�"��

�!'�&)ا� )D     
[أي  ]1,2S =  

 "/$��7:   

 ;�����* : ��Kf.� ا��ا�<��3ا� 1
( )

2 2

x
f x

x

−=
−

   

�د 1D (
fD           

2 M�;أ  (( )f x  ��� 
�د �'�ر%�ت ��616 ا��ا�Dو �)�b                fا�49+ ا�

3 
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�D(f      
�د a'K 5'�ط] ��616 4D( 
�                                   fا��ا���  �] �1�ري ا�
5  �)) أر� )C 
�ا��� *K�!.  ا��I!+ ا�

6 �!'�&� ا�Gي ���د��W : ا�!'�&)) أر�� ا� )D : Wي ���د��G2ا�y =          

7 
�د a'K 5'�ط] ��616 ا��ا�D (f �!'�&)و ا� )D                

8 :
)) K�!.� +D!� ا���ا"1 ) 2f x ≥  

: 
أ"�%
3 1

( )
2 2

x
f x

x

−=
−

  

1({ }/ 2 2 0fD x x= ∈ − ≠ℝ   
W62و� 2x− + 

2(:�/���7Zا���ز ا�)>�� ا  
  
  
  
  
  
  
 
  

( )
( )3
2 2 23 1 3 12

2 2 2 2 2 1

xx
f x

x x x

− +−= = = +
− − − 

�'��%:*K�K�'ا�49+ ا� 
%��; [� 
Kر( ) k
f x

x
β

α
= +

+  

 : ��K3
1; ; 1

2
kα β= − = =

 
3
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�D (f   : �6���   .1 0k =  اذن :  <

 
�616�f ه#;�� Z��G3ھ� ھ

1;
2

S
 
 
 

1xو �'�ر%�ه      = 
3و

2
y =  

))أ)a'K 5'�ط]4 )fC 
�ا��� +I  �] �1�ر ا >�f +!2ا��616 ا�

: 
) a'< +1K ا���د� ) 0f x =  *6��3 1
0

2 2

x

x

− =
−

 *6��3 1 0x − =
  

 *6��3 1x = *6��1

3
x =  

W6و� 
C'K   :*1ا��'�ط] ھ
;0

3
A
 
 
   

)ب)a'K 5'�ط] )fC 
�ا��� +I  �] �1�ر ا راf M!5ا��616 ا�

: a'< M&1K ( )0f                        ( ) 1
0

2
f =  


 ا��'�ط] ھ*: C'K W61و�
0;

2
B
 
 
 

  

)6) و 5
  

  
  
  

  

4  3  2 1  0  1-  2 - 

3  7

2

  
5    1-  1

2

  
1  

4  3  2 1  0  1-  2 - 
11

6
  2  5

2
    1

2

  1  7

6
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  7( 
1+ ����د�K( ) 2f x = :  

( ) 2f x = *6��3 1
2

2 2

x

x

− =
−

 *6��( )3 1 2 2 2x x− = −  

 *6��3 1 4 4x x− = − *6��3x =  

 ا��'�ط] ھ* :C'K W6و�( )3;2C  

��ا"1
:)ا�8�� *K�!.)1+ ا� ) 2f x ≥  


� >�ق  S1.K �!K�!.�f �$ ا���ل S!1% ��616 ا��ا�"��

�!'�&)ا� )D     
[أي  ]1,3S =  

VI. :ل��# ;�
  ا�)�6 ا�).�ى و ا�)�6 ا����� ��ا�� 
�د/� 

 ب: �I�1: $4��fط<��� 
) دا� ) 2 2 3f x x x= + +.  

1( M&Dأ( )1f � أن : −;c5 و ( ) ( )2
1 2f x x= + +  

� أن : 5 )2;c( ) ( )1f x f≥ −$45 �J�x $�R.  

: 
أ"�%
1(

 ( ) ( ) ( )2
1 1 2 1 3 1 2 3 2f − = − + × − + = − + =    

2(
 ( ) ( )2 2

1 2 2 1 0x x+ + − = + ≥( ) ( )1f x f− − =    

: W6و�( ) ( )1f x f≥ −$45 �J�x $�R.  

)K'�ل إن )1f − 
�ا��� �!Kد  
  R��� fھ*  �!

$4�*�ر/0:��f ل��� ��� 
<��� 
�د�� 
  .I�6(�ا �$ aو Iدا�

)K'�ل إن )f a 

 ا�'(�ى ���ا�إذا و >'I  a��� ا���ل fھ* ا�'!

)إذا ;�ن: ) ( )f x f a≤  +4�x$�I.  

K ل إن�'( )f a
�ا��� �!K�
 ا�إذا و >'a إذا  I��� ا���ل fھ* ا�'!

);�ن:  ) ( )f x f a≥ +4�x$�I.  

 

Kf'�ل ;3�G ا��ا�C'6ا� �6� (�!Kأو د) ى�)� 
!� +.'5a  ���
  .Iا���ل

)إذا ;�ن  )f a
�ا��� �!Kد 

 �(�ى أو �!!�f ل إن�'K( )f a 


  .�C�fاف ���ا�

 "/$��8: $4��f <��� 

 ب:دا� ( ) 2 2 3f x x x= − + +  .  

�د )1 D
fDأن :و $!% ( ) ( )2

1 4f x x= − − +.  

 2(
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�Df  .  
�د a'K 5'�ط])3 D( )fC 
�ا��� +I   ا >�2!+ �] �1�ر fا��616 ا�

  �] �1�ر  راM!5.و 
 4( �)أر� )fC
�ا��� +I  .fا��616 ا�

�د ��Cر�)5 D: .ت� ا��ا�
 إن و"
� ا�.�را��� )6 !� M&D �!K�!.� ���Km 
�د  �D�ل ا���د��
:2 2 3 0x x m− + + − =  

: 
أ"�%
  

1(
 

fD = ℝ
 


�ود�D 
   �JK دا�

( ) ( ) ( )2 2 2 2 22 3 2 4 2 1 1 1 4f x x x x x x x=− + + =− − + =− − × × + − + 

 
( ) ( )2

1 4f x x== − − + 
:*K�K�'ا�49+ ا� 
%��; [� 
Kر�'��%  

( ) ( )2
f x a x α β= + +  

 : ��K1; 4; 1aα β= − = = −
  2(
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�Df  

       : �6���0a  اذن : ≻

 
))أ)a'K 5'�ط]3 )fC ا��� +I
ا��616 ا��f +!2�< 1�ر ا� [�  

: 
) a'< +1K ا���د� ) 0f x =  *6��2 2 3 0x x− + + =
  

 
#!�ل ا�����% 
  1K+ ا���د�

1a = 2bو   − 3cو  = = 

( ) ( ) ( )2 22 4 2 4 3 1 16 4 0b ac∆= − = − × × − = = >  

%0� أن∆ ≻ Gن ھ�< :�  ه ا���د�
 �D +.'5!$ ھ

1 2

b
x

a

− + و   =∆
2 2

b
x

a

− − ∆=  

( )
1

2 16
1

2
x

− +
= = −

−
و   

2

2 16
3

2
x

− −= =
−

  

 :�)و�a'K W6 ا��'�ط] ھ )1;0A )أو − )3;0B  
:
hD]�  ى�Bأ 
'��C% 
�ل ا�%��4
 ا �Bى ل �D $4+ ا���د�����%( )f x  

)ب)a'K 5'�ط] )fC 
�ا��� +I  �] �1�ر ا راf M!5ا��616 ا�

: a'< M&1K ( )0f   

( ) 20 0 2 0 3 3f = − + × + 
 ا��'�ط] ھ*: =C'K W6و�( )0;3C  
4( :�ر�

fC  
  
  

  
5(

 ( ) ( )2
1 4f x x== − − +  

 �6���( )2
1 0x− − ≤

 
$45 �J�x $�R.  

  W6و�( )2
4 1 4x− − ≤

 
)أي  ) 4f x ≤  $45 �J�x $�R  


  �(�ى ���ا�
 4و%�����* إن  R��� fھ*  �!

 ذ�3 �$ "�ول ا��<!�اتhD]� �664�  

� ا�.�را��� 6!� M&D �!K�!.� 
9��6ل ��د �D�ل ا���د�
  m)ا�
:2 2 3 0x x m− + + − =  

2 2 3 0x x m− + + − = j<�452 2 3x x m− + + )أي   = )f x m=  
�د a'K 5'�ط] ��616 ا��ا�
  أي � �!K�!.� د�1Kf و �!'�&)ا� )D يGا�

 : Wد�����y m=                
 [��G 4:اذاm >   �!'�&)ا��I!+ ا�.!� Z *K�C'] ا� )D  Z W6و�

� GJ� +Dه ا���د�
 أي "��
S = ∅  

4  3  2 1  0  1-  2 - 
5-  0  3  4  3  0  5-  
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   [��G 4:اذاm =   �!'�&)ا��I!+ ا�.!� *K�C'] ا� )D  
C'K *<

!Dو  �!Dو +D 
��د��� W6ة و��{ }1S x=  
 [��G 4:اذاm <   �!'�&)ا��I!+ ا�.!� *K�C'] ا� )D  $!�C'K *<

   $!���b� $!�D 
��د��� W6و�{ }1 2,S x x=  

 "/$��9:  $4��f  :ب 
<��� 
)دا� ) 21

4
f x x=.  

�د 1D (fD 

 ��5�: ا��ا�����f 

2 
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�
 )f        3)  أدرس زو"!
 ا��ا�Df  
4

 �(�ى؟ f) ھ+ ا��ا�
 دK!� أو �!!� +.'5  
5�)) أر� )fC 
�ا��� +I� fا��616 ا�h6� ������ ���� *<( ); ;o i j

� �  

6 
� ".��� ا���د�e �!K�!.� +D (( ) 1f x =  

� ا�Gي ���د7!'�&W��1 : ) أر�� ا�
2

2
y x= +   :( )D            

8 
� ".��� ا���د�e �!K�!.� +D (( ) 1
2

2
f x x= +      

9 :
� ".��� ا���ا"1e �!K�!.� +D (21 1
2

4 2
x x− ≥      

: 
أ"�%
1(

 
fD = ℝ

 

�ود�D 
   �JK دا�

��x  $�ℝ  :�6) أ) �2+4�x−إ�� *�65ℝ.  
)ب)     ) ( ) ( )2 21 1

4 4
f x x x f x− = − = =  

 W6و�f 
 زو"!
  دا�
3
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�D(f. 

 
4 
6� :f 5) ا��ا�� �!Kد 
!� +.'0x =  
5�)) ر� )fC 
�ا��� +I   fا��616 ا�

 
 
 

 
6(: 
��د���  *K�!.)ا)ا�1+ ا� ) 1f x =  

��د�
 ھ� أ>�a'K  +!2 5'�ط]��  *K�!.ا�1+ ا�
fC  و

�!'�&)ا� ) : 1y∆ =  �)و%� أن a'K ا��'�ط] ھ )2,1A و( )2,1B −  

 ا��1�ل :��}>�ن �� }2;2S = −  

: 
)ب)ا�1+ ا��.�ي  ����د� ) 1f x =      

21
1

4
x =

 
  *6��2 4x = *6��4x 4xأو = = −  *6��2x = 

2xأو = −
     


 ا��1�ل :��}و�W6 >�ن �� }2;2S = −  

7 : Wي ���د��Gا� �!'�&1) ر�� ا�
2

2
y x= +   :( )D            

8�� *K�!.��د�
 )أ)ا�1+ ا�( ) 1
2

2
f x x= +      

��د�
 ھ� أ>�a'K  +!2 5'�ط]��  *K�!.ا�1+ ا�
fC  و

�!'�&1ا�
2

2
y x= +   :( )D 

�)و%� أن a'K ا��'�ط] ھ )4,4E و

( )2,1B −  

 ا��1�ل :و���}W6 >�ن �� }2;4S = −  

��د�
 ا��.�ي  أ)ا�1+ ��( ) 1
2

2
f x x= +      

21 1
2

4 2
x x= + *6��2 2 8x x= + *6��2 2 8 0x x− − =

  
 *6��( ) ( ) ( )2 22 4 2 4 1 8 36 6 0b ac∆= − = − − × × − = = >  

%0� أن∆ ≻ D +.'5 
  �!$ ھ�: >�ن ھGه ا���د�

1 2

b
x

a

− + و   =∆
2 2

b
x

a

− − ∆=  

   
1 4x =

 
   و

2 2x = −     


 ا��1�ل :��}و�W6 >�ن �� }2;4S = −  

9 
��ا"1�� *K�!.21)أ)ا�1+ ا� 1
2

4 2
x x− ≥      

21 1
2

4 2
x x≥ + *6��( ) 1

2
2

f x x≥ +
  

 
� >�ق  fو�S1.K �!K�!.� W6 �$ ا���ل S!1% ��616 ا��ا�"��

�!'�&1ا�
2

2
y x= +   :( )D 

  
[أي  ] [ [, 2 4,S = −∞ − ∪ +∞ 

��21��ا"1
 ا��.�ي  ب)ا�1+  1
2

4 2
x x− ≥      

2 1
2

2
x x− ≥ *6��2 2 8x x≥ + *6��2 2 8 0x x− − ≥

  
   

1 4x =
 

   و
2 2x = −     

�ول ا�YZرة:"  
+∞        4              2−        −∞          x  
    +      0      −   0        +  2 2 8x x− −  

[أي ] [ [, 2 4,S = −∞ − ∪ +∞  

  "/$��10:  $4��f  :ب 
<��� 
)دا� ) 21

2
f x x= −.  

1 
�I� (f+ ا��ا�h6� ������ ���� *<( ); ;o i j
� �

 .  

2  
)) K�!.� +D!� ا���ا"1 ) 2f x > − 

 
  

3  2  1  0  x  
9

4

  1  1

4

  0  ( )f x  
1  0  x  

5

2

  2  y 
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2
� >�ق  S1.K �!K�!.�(f �$ ا���ل S!1% ��616 ا��ا�"��

�!'�&2yا� = −   :( )∆ 
  
[أي  ]2, 2S = − 

 "/$��11: $4��f :ب 
<��) ا��ا�
 ا� ) 2
f x

x
� ا�Gي =!'�&وا�

 : W���1د�� 3

2 2
y x= −   :( )D             

�د  )1DfD 

 ��5�: ا��ا�����f. 

2(  
  fأدرس زو"!
 ا��ا�
3(  
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�Df.  

4( �)أر� )fC 
�ا��� +I� fا��616 ا�!'�&)وا� )D ���� *<  

5(   
� ".��� ا���د�e �!K�!.� +D2 1 3

2 2
x

x
= −                 

6  : 
K�!.� +D (2!� ا���ا"1 1 3

2 2
x

x
≥ −               

: 
)1أ"�%
 

{ }/ 0fD x x= ∈ ≠ℝ

 
  

 : W6و�{ }0fD ∗= − =ℝ ℝ  

�$  x) أ) �2+4
∗ℝ  :�6���x−إ�� *�65

∗ℝ.  
)ب)     ) ( ) ( )2 2

f x f x
x x

− = = − = −
−  

 W6و�f
ا��ا�
 >�د�
  3
�ول 5<!�ات ا��ا�"(f. 

 
4
 .f) ��616 ا��ا�

 
5(: 
��د���  *K�!.2ا)ا�1+ ا� 1 3

2 2
x

x
= −  

2 1 3

2 2
x

x
= −  *6��( )f x y=  

��د�
 ھ� أ>�a'K  +!2 5'�ط]��  *K�!.ا�1+ ا�
fC �!'�&)و ا� )D  

�و%� أن a'K ا��'�ط] ھ
1

4,
2

A
 
 
  و( )1, 2A − −  


 ا��1�ل :��}>�ن �� }1;4S = −  

: 
2ا)ا�1+ ا��.�ي  ����د� 1 3

2 2
x

x
= −     0x ≠ 

2 1 3

2 2
x

x
= −

 
  *6��2 1 3

2 2
2 2

x x x
x

 × = × − 
    

 2x)ا���د�
 >*  %��ب ط�>*(
  *6��24 3x x= −  *6��2 3 4 0x x− − = 

( ) ( ) ( )2 22 4 3 4 1 4 25 5 0b ac∆= − = − − × × − = = >  

%0� أن∆ ≻  :�  >�ن ھGه ا���د�
 �D +.'5!$ ھ

1 2

b
x

a

− + و   =∆
2 2

b
x

a

− − ∆=  

   
1 4x =

 
   و

2 1x = −     


 ا��1�ل :��}و�W6 >�ن �� }1;4S = −  

6  : 
K�!.� +D (2!� ا���ا"1 1 3

2 2
x

x
≥ −               


� >�ق  S1.K �!K�!.�f �$ ا���ل S!1% ��616 ا��ا�"��
�!'�&)ا� )D     

[أي  ] [ ], 1 0,4S = −∞ − ∪  

/$�� "12:  

 ;�����* : ��Kf.� ا��ا�<��)ا� ) 2 4 5f x x x= − + +  

�د 1D (fD         2  : 15') أن  (( ) ( )2
2 9f x x= − − +     

3 
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�D(f    45'�ط] ��616 ا� a'K د�D( 
�ا�

f   ���)) أر��  �5] �1�ري ا� )C 
�ا��� *K�!. fا��I!+ ا�

�د ا�'!� ا��K!� وا�'(�ى ان و"�ت6D(  
� ا�.�را��� 7!� M&D �!K�!.� ���K (m 
�د  �D�ل ا���د��
:2 4 5 0x x m− − + =  

: 
أ"�%
1(

 
fD = ℝ

 

�ود�D 
   �JK دا�

2(( ) ( ) ( )2 2 2 2 24 5 4 5 2 2 2 2 5f x x x x x x x=− + + =− − + =− − × × + − + 

 
( ) ( ) ( )2 2

2 4 5 2 9f x x x= − − + + = − − +  

:*K�K�'ا�49+ ا� 
%��; [� 
Kر�'��%( ) ( )2
f x a x α β= + +  

 : ��K2; 9; 1aα β= − = = −
  3
�د "�ول 5<!�ات ا��ا�D (f    : �6���   .0a   اذن : ≻

  
  
)أ)a'K 5'�ط])4 )fC 
�ا��� +I  �] �1�ر ا >�f +!2ا��616 ا�

: 
) a'< +1K ا���د� ) 0f x =  *6��2 4 5 0x x− + + =
  

 
#!�ل ا�����% 
  1K+ ا���د�

1a = 4bو   − 5cو  = = 

( ) ( ) ( )2 22 4 4 4 5 1 36 6 0b ac∆= − = − × × − = = >  

%0� أن∆ ≻  :�  >�ن ھGه ا���د�
 �D +.'5!$ ھ

1 2

b
x

a

− + و   =∆
2 2

b
x

a

− − ∆=  
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	���� ����                                        61 ص
   

 

  
1

4 36
1

2
x

− += = −
−

و   
2

4 36
5

2
x

− −= =
−

  

 :�)و�a'K W6 ا��'�ط] ھ )1;0A )أو − )5;0B  
hD]�:

 أ�Bى %�����ل ا�%��4
 ا �Bى ل  '��C% 
D $4+ ا���د��( )f x  

)ب)a'K 5'�ط] )fC 
�ا��� +I  �] �1�ر ا راf M!5ا��616 ا�

: a'< M&1K ( )0f  ( ) 20 0 2 0 3 3f =− + × + =  


 ا��'�ط] C'K W6ھ*:  و�( )0;3C  
5 :�)ر�

fC  

  
  
6(

 ( ) ( )2
1 4f x x== − − +  

 �6���( )2
1 0x− − ≤

 
$45 �J�x $�R.  

  W6و�( )2
4 1 4x− − ≤

 
)أي  ) 4f x ≤  $45 �J�x $�R  


  �(�ى ���ا�
 4و%�����* إن  R��� fھ*  �!

 ذ�3 �$ "�ول ا��<!�اتhD]� �664�  

� ا�.�را��� 7!� M&D �!K�!.� 
9��6ل ��د �D�ل ا���د�
  m)ا�
:2 2 3 0x x m− + + − =  

2 2 3 0x x m− + + − = j<�452 2 3x x m− + + )أي   = )f x m=  
�د a'K 5'�ط] ��616 ا��ا�
  أي � �!K�!.� د�1Kf و �!'�&)ا� )D يGا�

 : Wد�����y m=                
 [��G 4:اذاm >   �!'�&)ا��I!+ ا�.!� Z *K�C'] ا� )D  Z W6و�

� GJ� +Dه ا���د�
 أي "��
S = ∅  

 [��G 4:اذاm =   �!'�&)ا��I!+ ا�.!� *K�C'] ا� )D  
C'K *<

  �!Dو +D 
��د��� W6ة و��!Dو{ }1S x=  
 [��G 4:اذاm <   �!'�&)ا��I!+ ا�.!� *K�C'] ا� )D  $!�C'K *<

   $!���b� $!�D 
��د��� W6و�{ }1 2,S x x=  
 "/$��13:  

 ;�����* :  ��Kf.� ا��ا�<��)ا� ) 2 1f x ax bx= + +  

�د 1D (a  وb   أن ���( )fC 
�ا��� *K�!.� �$  fا��I!+ ا��

 $!�C'6ا�( )1,5A  و( )1,1B −    

)) 15') أن : 2 )
2

1 1
2

2 2
f x x = + + 

 
�د "�ول 5<!�ات    Dوf  

3  �))  أر� )fC                                          

4 Wي ���د��Gا� �!'�&��K (6.� ا� 1y x= − ( )D  

      �)أ) أر� )D     

  
�ا��� *K�!.�  fب ) %!$ أن ا��I!+ ا�!'�&� >�ق ا�"��( )D  

( ) 2 1f x ax bx= + + 
 : 
   )1ا "�%

( ) ( )1,5 fA C∈: *6��( )1 5f =: *6��( )2
1 1 1 5a b× + × + = 

( ) ( )1,1 fB C− ∈: *6��( )1 1f − =: *6��( ) ( )2
1 1 1 1a b× − + × − + = 

:

 ا����!h61+ ا�K اذن
1 5

1 1

a b

a b

+ + =
 − + =

⇔
4

0

a b

a b

+ =
 − =

 

:�] ا���د��!$ ط�ف ��Cف >�6�K2 4a =⇔2a = 
 �6��0aو� b− =⇔a b=

 
 W62و�a b= =

 
 

)�%) :)M&D ا�&wال ا�&2  ) 22 2 1f x x x= + +  

)1�K') أن :   )
2

1 1
2

2 2
f x x = + + 

 
    
2 2

21 1 1 1 1
2 2 2

2 2 2 2 2
x x x

    + + = + × × + +         

 

2 1 1
2

4 2
x x
 = + + + 
   

( )2 21 1
2 2 2 2 1

2 2
x x x x f x= + + + = + + =  


�ول 5<!�ات ا��ا�" W6و�f .
  

  
)أ) 4) و3

  

  
))ب) ��M أن K.!$ أن 4 ) 0?????f x y− ≥  

( )2 2 22 2 1 6 1 2 4 2 2 2 1x x x x x x x+ + − + = − + = − +( )f x y− =  
( ) ( )22 22 2 1 1 2 1 0x x x= − × × + = − ≥   M"�� �Eدا [%�   ن ا�

 W6و�( )f x y≥ *�����%و( )fC �!'�&� >�ق ا�"��( )D  

  ا�K; ا��رس
  
  
  
  
  
  
  

4  3  2 1  0  1-  2 - 
5-  0  9  4  3  0  5-  
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  -2 الجزء –الحساب المثلثي 
  القدرات المنتظرة

التمكن من تمثيل وقراءة حلول معادلة أو متراجحة مثلثية على 
  الدائرة المثلثية

      الدورة الثانية          الأولالدرس 

  15: عدد الساعات

 
I- المعادلات المثلثية  

cosالمعادلة  - 1 x a=  

     حل   1مثال   
1cos
2

x x∈ =  

      لدينا المستقيم 
1:
2

x∆     يقطع الدائرة المثلثية =

   أفصوليهما المنحنيين الرئيسيين M' و Mفي نقطتين 

على التوالي هما 
3
π

 و 
3
π

-.   

2 بما أن 
3

kπ π+ بحيث k   M هي الأفاصيل المنحنية للنقطة ∋

2 و
3

kπ π+ بحيث k    M' هي الأفاصيل المنحنية للنقطة ∋

فإننا نستنتج أن       
1cos
2

x 2 تكافئ=
3

x kπ π= 2 أو +
3

x kπ π= − k  حيث  + ∈  

2                           إذن      / 2 /
3 3

S k k k kπ ππ π   = + ∈ ∪ − + ∈   
   

  

]  حل  2مثال   ] 12 ;2 cos
2

x xπ π∈ − =  

           نتبع نفس الخطوات السابقة فنحصل  على

         
1cos
2

x 2 تكافئ=
3

x kπ π= 2 أو +
3

x kπ π= − k  حيث  + ∈  

]   وحيث أننا نحل المعادلة في المجال ]2 ;2π π−   

2فان                                   2 2
3

kππ π π− ≤ + 2  أو ≥ 2 2
3

kππ π π− ≤ − + ≤  

2              لدينا   2 2
3

kππ π π− ≤ +     تكافئ≥
7 5
6 6

k− ≤ 1k تكافئ  ≥ = 0k أو − =  

              ومنه
3

x π
 أو =

5
3

x π
= −  

2      لدينا          2 2
3

kππ π π− ≤ − +     تكافئ≥
5 7
6 6

k− ≤ 1k  تكافئ ≥ 0k أو = =  

ومنه                   
3

x π
=  أو −

5
3

x π
=                

                     إذن 
5 5; ; ;
3 3 3 3

S π π π π− − =  
 

    

cos المعادلة  *  خلاصة     x a= 1 لا تقبل حلا إذا آان 1a a− ∨≺  
                * cos 1x x∈ /قط إذا آان  إذا وف= 2k x kπ∈ =  
                * cos 1x x∈ = / إذا وفقط إذا آان − 2k x kπ π∈ = +  

1 إذا آان *                 1a− ≺ [  من α فان يوجد عنصر ≻ [0;π حيث cos aα =   

cos      و بالتالي حلول المعادلة  x a= 2  هي  فيx kα π= 2x أو + kα π= − k حيث + ∈  
                                       { } { }2 / 2 /S k k k kα π α π= + ∈ ∪ − + ∈  
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 حل المعادلات                                         تمرين   

( ) ] ]

[ [ 2

3 3cos cos 2 ;3 cos 2
3 4 2

;2 2cos 3cos 1 0

x x x x x

x x x

π ππ π

π π

   ∈ + = ∈ − − = −   
   

∈ + + =

  

  الحل

)نحل *  )cos cos 2
3

x x xπ ∈ + = 
 

 

( )cos cos 2
3

x xπ + = 
 

2  تكافئ  2
3

x x kπ π= + 2 أو + 2
3

x x kπ π= − − kث  حي+ ∈  

2                                تكافئ 
3

x kπ π= 3 أو + 2
3

x kπ π= − k حيث + ∈  

2                                تكافئ 
3

x kπ π=  أو +
2

9 3
x kπ π= − kحيث  + ∈  

  إذن  
22 / /

3 9 3
S k k k kπ ππ π   = + ∈ ∪ − + ∈   

   
  

[نحل *  ] 3 3;3 cos 2
4 2

x x ππ π  ∈ − − = − 
 

  

  نعلم أن 
3cos

6 2
π
  ومنه =

5 3cos cos
6 6 2
π ππ   − = = −   

   
  

 و بالتالي 
3 3cos 2
4 2

x π − = − 
 

 تكافئ
3 52 2
4 6

x kπ π π− =  أو +
3 52 2
4 6

x kπ π π− = − kحيث + ∈  

                                            تكافئ 
192 2
12

x kπ π= 2 أو + 2
12

x kπ π= − kحيث  + ∈  

                                            تكافئ 
19
24

x kπ π=  أو +
24

x kπ π= − kحيث  + ∈  

[ و حيث ];3x π π∈    فان−

    من أجل
19
24

x kπ π=  لدينا +
19 3
24

kππ π π− +   أي ≻≥
191 3
24

k− + ≤≺  

نه                                    وم
43 53
24 24

k− ≤≺  

k و  حيث  1k فان ∋ = 0k أو − 1k أو  = 2K أو  = =  
  

  إذن  
19 5
24 24

x π ππ= − =  أو   −
19
24

x π
 أو  =

19 43
24 24

x π ππ= +   أو   =
19 672
24 24

x π ππ= + =                   

 من أجل
24

x kπ π= − 3 لدينا +
24

kππ π π− − +   أي ≻≥
11 3
24

k− − + ≤≺  

                                     ومنه 
23 73
24 24

k− ≤≺  

kو  حيث  0k فان ∋ 1k أو = 2K أو  = 3kأو  = =    

0إذن 
24 24

x π ππ=− + ⋅  أو −=
23

24 24
x π ππ= − +   أو =

472
24 24

x π ππ= − +   أو =
713

24 24
x π ππ= − + =  

  إذن 
5 19 23 43 47 67 71; ; ; ; ; ; ;
24 24 24 24 24 24 24 24

S π π π π π π π π = − − 
 

  

]نحل *  [ 2;2 2cos 3cos 1 0x x xπ π∈ + + =  

cos    نضع  x X= 22    المعادلة تصبح 3 1 0X X+ + =  
   مميز المعادلة ∆    ليكن 
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                           23 4 2 1 1∆ = − × × =   

 ومنه 
3 1 1
4 2

X − +
= =   أو −

3 1 1
4

X − −
= = −  

و بالتالي 
1cos
2

x = cos  أو − 1x = −  

cos لدينا  1x = / تكافئ − 2k x kπ π∈ = +  

]حيث   و [;2x π π∈ 2 فان 2kπ π π π≤ +   أي ≻
10
2

k≤ 0k ومنه  ≻ xاذن = π=  

 لدينا 
1cos
2

x =  أي −
2cos cos
3

x π
=  

   ومنه 
2 2
3

x kπ π= أو   +
2 2
3

x kπ π= − kحيث  + ∈  

  
]  و حيث  [;2x π π∈فان   

 من أجل   
2 2
3

x kπ π= −   لدينا +
2 2 2
3

kππ π π≤ − +    أي ≻
5 4
6 3

k≤ 1k ومنه ≻ =  

   إذن 
2 42
3 3

x π ππ= − + =  

    من أجل
2 2
3

x kπ π=    لدينا+
2 2 2
3

kππ π π≤ +   أي ≻
1 2
6 3

k≤  لا يوجد عدد صحيح نسبي ≻

  يحقق المتفاوتة الأخيرة

         إذن 
4;
3

S ππ =  
 

  

sin المعادلة - 2 x a=  

     حل   1المث   
3sin

2
x x∈ =  

    لدينا المستقيم 
3:

2
y∆     يقطع الدائرة المثلثية =

   أفصوليهما المنحنيين  الرئيسيينM' و Mفي نقطتين 

 على التوالي هما 
3
π

و  
2

3 3
π ππ − =.   

2   بما أن 
3

kπ π+ بحيث k    هي الأفاصيل المنحنية ∋

2 وMللنقطة  2
3

kπ π+ بحيث k    هي    الأفاصيل∋

   فإننا نستنتج أن  M' المنحنية للنقطة 

            
3sin

2
x 2  تكافئ =

3
x kπ π=   أو +

2 2
3

x kπ π= k حيث + ∈  

                       إذن     
22 / 2 /

3 3
S k k k kπ ππ π   = + ∈ ∪ + ∈   

   
  

]   حل  2 مثال  ] 32 ;3 sin
2

x xπ π∈ − =  

   على          نتبع نفس الخطوات السابقة فنحصل 

      
3sin

2
x 2  تكافئ =

3
x kπ π=   أو +

2 2
3

x kπ π= k حيث + ∈  

]   وحيث أننا نحل المعادلة في المجال ]2 ;3π π−  

www.adirassa.com



4

2فان                             2 3
3

kππ π π− ≤ +   أو ≥
22 2 3
3

kππ π π− ≤ + ≤  

2              لدينا     2 3
3

kππ π π− ≤ +   تكافئ ≥
7 8
6 6

k− ≤ ≤  

1k                                                      تكافئ  = 0k أو − 1k أو = =  

                ومنه
7
3

x π
 أو =

3
x π
   أو   =

5
3

x π
= −  

              لدينا                  لدينا   
22 2 3
3

kππ π π− ≤ +   تكافئ ≥
8 7
6 6

k− ≤ ≤  

1k                                                      تكافئ  = 0k أو − 1k أو = =  

                ومنه
8
3

x π
 أو =

2
3

x π
   أو   =

4
3

x π
= −  

                     إذن 
5 4 2 7 8; ; ; ; ;
3 3 3 3 3 3

S π π π π π π− − =  
 

    

sin   المعادلة خلاصة     x a= 1 لا تقبل حلا إذا آان 1a a− ∨≺  

                / 2 sin 1
2

k x k x xπ π∈ = + ⇔ ∈ =  

                 / 2 sin 1
2

k x k x xπ π∈ = − + ⇔ ∈ = −  

1                إذا آان  1a− ≺ ;  من α فان يوجد عنصر ≻
2 2
π π −  

sin حيث  aα =   

sin         حلول المعادلة  x a=2 هي ي  فx kα π= 2x  أو + kπ α π= − kحيث + ∈  
}           مجموعة حلول المعادلة  } { }2 / 2 /S k k k kα π π α π= + ∈ ∪ − + ∈  

)  حل المعادلات       تمرين    )sin 2 cos 3
3

x x xπ ∈ + = 
 

  

                                                  ] ] 1;2 sin 2
4 2

x x ππ π  ∈ − − = − 
 

 

  ---- ------ ----- ------ ----- ------ ----- ------ ----- ------ ----- ------ ----- ------ ----- -----الحل   

)     حل ن     )sin 2 cos 3
3

x x xπ ∈ + = 
 

  

      ( )sin 2 cos 3
3

x xπ + = 
 

sin       تكافئ     2 sin 3
3 2

x xπ π   + = −   
   

  

2                                 تكافئ 3 2
3 2

x x kπ π π+ = − 2  أو + 3 2
3 2

x x kπ ππ π+ = − + kحيث  + ∈  

5      تكافئ                             2
6

x kπ π= 2  أو +
6

x kπ π− = kحيث  + ∈  

                                  تكافئ
2

30 5
x kπ π= )  أو + )2

6
x kπ π= − + kحيث  − ∈  

) إذن      )2 / 2 /
30 5 6

S k k k kπ ππ π   = + ∈ ∪ − + − ∈   
   

  

[ نحل     ] 1;2 sin 2
4 2

x x ππ π  ∈ − − = − 
 

  

     
1sin 2

4 2
x π − = − 

 
sin تكافئ  2 sin

4 6
x π π   − = −   

   
  

2                               تكافئ  2
4 6

x kπ π π− = − 2  أو + 2
4 6

x kπ ππ π− = + kحيث  + ∈  
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2                               تكافئ  2
12

x kπ π=   أو +
172 2
12

x kπ π= kحيث  + ∈  

                               تكافئ 
24

x kπ π=   أو +
17
24

x kπ π= kحيث  + ∈  

[  و حيث أن  ];2x π π∈    فان −

 من أجل     
24

x kπ π= 2دينا  ل+
24

kππ π π− +   أي ≻≥
25 47
24 24

k− 1k و منه ≻≥ = 0k أو − 1k أو = =  

 إذن     
23

24 24
x π ππ= − =   أو −

24
x π
  أو =

25
24 24

x π ππ= + =  

 لدينا من أجل     
17 2
24

kππ π π− +  ومنه ≻≥
41 31
24 24

k− 1kو منه  ≻≥ = 0k أو − 1k أو = =  

      إذن
17 7
24 24

x π ππ= − =   أو −
17
24

x π
  أو =

17 41
24 24

x π ππ= + =  

ومنه     
23 7 17 25 41; ; ; ; ;
24 24 24 24 24 24

S π π π π π π = − − 
 

  

  
tan المعادلة - 3 x a= 

tanحل المعادلة  1x x∈ = −  
) المماس الدائرة المثلثية ∆        نعتبر  )C في أصلها I ،  

  ∆المحور في  T أفصول −1 حيث ∆ من Tنأخد النقطة    
                    

)             المستقيم  )OT الدائرة المثلثية    يقطع( )C  

)tan نعلم أن M' و Mفي النقطتين  ) 1
4
π

− = −  

              و بالتالي 
4
π

  M أفصول منحني للنقطة −

)tan   وبما أن  ) tanx k xπ+ /لكل =
2

x k kπ π ∈ − + ∈ 
 

   

/هي   حلول المعادلة فان
4

x k kπ π−
= + ∈  

/  اذن 
4

S k kπ π− = + ∈ 
 

  

       خاصية     

                    tan /x a x k kα π= ⇔ = + tan حل للمعادلة α حيث ∋ x a= في ;
2 2
π π −  

  

             تمرين حل المعادلتين 
                                       [ ]0;3 tan 2 3x xπ∈ =  

                                tan 2 tan
3

x x xπ ∈ − = − 
 

  

 II-مثلثيةراجحات ال المت  
  1مثال   

[          حل  ] 1; cos
2

x xπ π∈ − ≥   

[        نحل أولا المعادلة  ] 1; cos
2

x xπ π∈ − =  

            بإتباع خطوات حل المعادلات نحصل على 
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              ] ] 1; cos
2

x xπ π∈ −  تكافئ =
3

x π
  أو =

3
x π
= −  

          لتكن 
3

M π 
 
 

' و 
3

M π − 
 

   نقطتين من الدائرة المثلثية 

          مجموعة حلول المتراجحة هي مجموعة الأفاصيل 
)المنحنية للنقط )C القوس إلى التي تنتمي 'M IM 

 في] ];π π−  

;       وهذه المجموعة هي 
3 3

S π π− =   
  

  
  

]   حل 2مثال           [ 10;3 cos
2

x xπ∈ ≥  

]           نحل أولا المعادلة  [ 10;3 cos
2

x xπ∈ =  

[ [ 10;3 cos
2

x xπ∈   تكافئ =
3

x π
  أو =

7
3

x π
 أو =

5
3

x π
=  

  

     
3
π

 و 
7
3
π

  ،M أفصولين منحنيين لنفس النقطة 

 نعتبر     
5
3
π

  M' أفصول منحني  للنقطة 

)     مجموعة حلول المتراجحة هي مجموعة الأفاصيل المنحنية للنقط )C   

M'التي تنتمي الى القوس     IM 
 في[ [0;3π   

        وهذه المجموعة هي 
5 70; ;

3 3 3
S π π π   = ∪      

  

  3مثال   
]حل          ]0;2 tan 3x xπ∈ ≥  

]         نحل المعادلة  ]0;2 tan 3x xπ∈ =  

    [ ]0;2 tan 3x xπ∈  تكافئ =
3

x π
   أو =

4
3

x π
=  

   نعتبر 
3
π

    A أفصول منحني للنقطة 

و       
4
3
π

  B أفصول منحني للنقطة 

  مجموعة حلول المتراجحة هي مجموعة الأفاصيل المنحنية
) للنقط )C اتحاد القوسين  إلى التي تنتميAJ 

  و  'BJ 
   

] في   ]0;2π   

وهذه المجموعة هي     
4 3; ;

3 2 3 2
S π π π π   = ∪      

  

    تمرين    

[  حل      ] 1; sin
2

x xπ π −
∈ −  

            ] ] 10;4 sin
2

x xπ −
∈  

           [ ]0;2 tan 1x xπ∈ ≺  
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  ساسية  متراجحات أإلىمتراجحات تؤول في حلها     
   تمرين    

  حل               

                                     [ ] 1; sin
3 2

x x ππ π  ∈ − − ≤ 
 

  

                                                    [ ]0; tan 3 3x xπ∈  

             ] ] ( )2; 4cos 2 1 2 cos 2 0x x xπ π∈ − − + + ≤  

                                                   ] ] 1 tan; 0
sin 2

xx
x

π π +
∈ − ≥ 

III-الرباعيات الدائرية–  الزوايا المحيطية   
    تعريف-1   

  هي زاوية رأسها مرآز الدائرة : الزاوية المرآزية •
  الدائرة هذه قوسا من هي زاوية ينتمي رأسها للدائرة وتحصر بين ضلعيها:  الزاوية المحيطية  •

  
  اتخاصي- 2  

  1اط      نش
)            لتكن  )C دائرة مرآزها O  نعتبر   A و B نقطتين مختلفتين من ( )Cغير متقابلتين قطريا  

)من ة نقط Mو  )C بحيث AOB و AMB تحصران نفس القوس AB 
   

2AOB بين أن -1     AMB=في الحالات التالية   
   مستقيمية A و O و M/         أ
   غير مستقيميةA و O و M/         ب

)  منN              يمكن اعتبار نقطة  )C حيث N و O و Mمستقيمية   

  مرتين بين المطلوب/                و باستعمال أ
) نعتبر -2    )AT المماس للدائرة ( )C . الزاويةBAT محيطية تحصر نفس القوس التي تحصره الالزاوية 

  AOBالمرآزية
2AOB       بين أن  TAB=  

  ----------------------------الحل
   مستقيمية A و O و M/   أ-1    

  O متساوي الساقين في الرأس OBM          المثلث 
2BOM          ومنه  BMOπ= −  

BOM          و حيث  AOBπ=    مستقيمية A و O و M لأن −
2AOB          فان   BMO=  
2AOB         اذن  AMB=  
   غير مستقيميةA و O و M/         ب

              Nمن  ( )C حيث N و O و Mمستقيمية   

2NOBلدينا /         حسب أ NMB=  
  O مثلث متساوي الساقين في الرأس OAM        لدينا 

2AOM        و منه  AMOπ= −  

)          لدينا  )AOB NOB AOMπ= − +  

)           ومنه  )2 2AOB NMB AMOπ π= − + −  

        ( )2AOB AMO NMB= −   
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2AOB       إذن  AMB=  
  

2AOBبين أن / 2    TAB=  
  

    ( )AT المماس للدائرة ( )C ومنه 
2

OAB BATπ
= −  

  O الرأس متساوي الساقين في OAB    لدينا 
2OAB  ومنه        OABπ= −  

2        و بالتالي 
2

OAB BATππ  = − − 
 

   

2AOB إذن        TAB=  
  

  1خاصية
س القوس التي تحصره هذه طية تحصر نف      قياس زاوية مرآزية في دائرة  هو ضعف قياس زاوية محي

  الزاوية المرآزية
  

       2نشاط
) نقط مختلفة من دائرة D و C و B و A      لتكن          )C مرآزها O  

ABC           بين أن  ADC π+ ABC  أو = ADC=  
  2خاصية

              A و B و C ثلاث نقط من دائرة ( )C و Dنقط مختلفة من المستوى   

) من الدائرة D   تكون  )C إذا و فقط إذا آانABC ADC π+ ABC  أو = ADC=  

   علاقات الجيب في مثلث- 3
  3 نشاط

  ABC المحيطة بالمثلث  شعاع الدائرةR مثلثا و ABC      ليكن 

2     بين أن 
sinsin sin

BC AC AB R
CA B

= =    في الحالات التالية=

  A قائم الزاوية في ABC/        أ
   حادةABCجميع زوايا المثلث /        ب
   منفرجةABCإحدى زوايا المثلث /         ج
  الجواب
  A قائم الزاوية في ABC/        أ

sin sin 1
2

A π
= 2  ومنه =

sin
BC BC R
A
= =  

        sin
2

AC BCB
BC R

= 2 ومنه =
sin
AC R
B
=  

       sin
2

AB ABC
BC R

= 2 ومنه =
sin
AB R
C
=  

2 إذن     
sinsin sin

BC AC AB R
CA B

= = =  

   حادةABCجميع زوايا المثلث /        ب
  C قطريا مع مقابلة نقطة Dنعتبر          
        DBC قائم الزاوية في B  

D          لدينا  A≡زاويتان محيطيتان تحصران نفس القوس   

            sin
2

BC BCD
DC R

= 2  ومنه =
sin
BC R
D
2 إذن  =

sin
BC R
A
=  
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  A قائم الزاوية في DAC       لدينا 
CDA         و  B≡زاويتان محيطيتان تحصران نفس القوس   

      sin
2

AC ACCDA
DC R

= sin   ومنه =
2
ACB
R

2 إذن   =
sin
AC R
B
=  

2 و نبين A قطريا مع مقابلة      بالمثل نعتبر نقطة 
sin
AB R
C
=  

2     إذن 
sinsin sin

BC AC AB R
CA B

= = =  

   منفرجةABCإحدى زوايا المثلث /         ج
   منفرجة  Aأن       لنفترض 

  C نقطة مقابلة قطريا مع D      نعتبر 
        Â و D̂ متكاملتان ومن sin sinD A=  

           sin
2

BC BCD
DC R

= 2ومنه  =
sin
BC R
D
2  إذن =

sin
BC R
A
=  

   حادتان C و B      الزاويتان 

2نحصل على/       حسب ب
sin
AB R
C
2 و =

sin
AC R
B
=  

2 إذن     
sinsin sin

BC AC AB R
CA B

= = =  

  خاصية  
  به شعاع الدائرة المحيطة R و مثلثا ABC      ليكن 

                     2
sinsin sin

BC AC AB R
CA B

= = =        

  ) المحيط-المساحة (  علاقات في المثلث- 4
     نشاط

)على A المسقط العمودي لـ   H مثلثا و ABC      ليكن  )BC و  Sمساحته   

)بين أن  -1 )1 sin
2

S BC AC C= × ×  

  مرآزهاO و ABCالمحاطة بالمثلث  شعاع الدائرة rليكن  -2
  AC و r بدلالة AOCأحسب مساحة /   أ

بين أن /   ب
1
2

S p r=  ABC محيط المثلث p حيث ×

  خاصية
   محيطه p مساحتهS شعاع الدائرة المحاطة  به و r مثلثا و ABC      ليكن 

                     ( )1 sin
2

S BC AC C= × ×   

                                      
1
2

S p r= ×  
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  الهندسة  
  مع تمارين وأمثلة محلولة 2ملخص لدرس: الحسابالمثلثي : 11مذكرة رقم

  وا�)�رات ا��&%$ة #" ا��رس : ا�ھ�اف 
  
  
  
  
  
  

  

  

  

  
I.ا"��	�B ا��+���� ���ا��cos   وsin  

    :sinدرا�� و��	�B ا��ا�� 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

�� ا���ب : 
�sinyر�م  x=  

!� ������&�ط ��وم ا��#�ذ �# ا��دول ا����� و ر�م ا��"�ل ا�' �
]ا���ل :  ]0;2π  

 
�616 ا��ا�� 
.&6��% oD]5 ذا��sin ؟ 

  ؟ أ;.� �! ؟ أ2<!� �!

�� �!� ا���ل : ����)س ا�طر��� �ر�م ا��"�ل ا��ℝ  
  

  

  

�� �'رر �)�( �!� 'ل ��ل ���
ظ أن ا��"�ل ا�#� )���2π  

�2Tذ�ك ��ول ان ا�دا�� دور�� ودورھ�  π=  

    :cosدرا�� و��	�B ا��ا�� 
  
  
  
  

�� ا���ب : 
�cosyر�م  x=   دولو�ا� #�&�ط ��وم ا��#�ذ �' 

  

  

�� �!� ا���ل :  ا����� و ر�م ا��"�ل ���]ا� ]0;2π  

  
  
  
  
  

 
�616 ا��ا�� 
.&6��% oD]5 ذا��cos ؟ 

  ؟ أ;.� �!  ؟ أ2<!� �!

 :�!� ������)س ا�طر��� �ر�م ا��"�ل ا��ℝ  
�� �'رر �)�( �!� 'ل ���
ظ أن ا��"�ل ا�#� )��2��ل �π  

�2Tذ�ك ��ول ان ا�دا�� دور�� ودورھ�  π=  
I I. :ا������ ��	�	ت ا��Zا��*�د  

��?�@1 :  a ∈ℝ  : 
)و ��K.�ا���د� ) : cosE x a=  

1aاذا ;�ن :  • 1aأو ≺ −≺ :  
cosx>�ن ا���د� a=   �J� Q!�
*< Z��Dℝ.  

1اذا ;�ن :  • 1a− ≤ ≤  �"�� WK�<0x ∈ℝ  S!1%

0cos cosx x=  

 
)و�D�ل ا���د� ) : cosE x a=  *<ℝ   : 
ھ* ا ��اد ا�1'!'!

0 2x kπ+   0أو 2x kπ− +  S!Dk ∈ℤ  

1ا���د�
 :  D (ℝ+ >*1:  1#	�ل
cos

2
x =  

[) D+ >* ا���ل :2 ],π π−  :  
1ا���د�
cos

2
x = 

1) 1ا���اب:
cos

2
x = *6��cos cos

3
x

π=  

2و�D�ل ا���د�
 ھ* : 
3

x k
π π= 2أو  +

3
x k

π π= − +  

 : W62و� ; 2 ;
3 3

S k k k k
π ππ π   = + ∈ ∪ − + ∈   
   

ℤ ℤ  

2'K((ط!�:أc���% 2 �م
3

k
ππ π π− < + ≤ *6��1

1 2 1
3

k− < + ≤  

 *6��1 1 1 1
1 2 1

3 3 3 3
k− < + − ≤ −  *6��4 2

2
3 3

k− < ≤  
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   *6��4 1 1 2 1
2

3 2 2 3 2
k− × < × ≤ ×  *6��2 1

3 3
k− < ≤  *6��

2 1
0.66 0.33

3 3
k− − < ≤≃ 0kاذن :  ⋍ =  

2>*   0ب  kو��K: W6�ض
3

k
π π+  : ��6<

1 2 0
3

x
π π= + × ×  

 أي :
1 3

x
π=  


 ا��cط!� : ب)!�� Q�6% م�'K2
3

k
ππ π π− <− + ≤ *6��

1
1 2 1

3
k− < − + ≤ *6��1 1 1 1

1 2 1
3 3 3 3

k− + < − + + ≤ +  *6��

2 4
2

3 3
k− < ≤  

 *6��2 1 1 4 1
2

3 2 2 3 2
k− × < × ≤ ×  *6��1 2

3 3
k− < ≤  *6��

1 2
0.33 0.66

3 3
k− − < ≤≃ 0kاذن :  ⋍ =  

2>*   0ب    kو��K: W6�ض 
3

k
π π− +  : ��6<

1 2 0
3

x
π π= − + × ×  

 أي :
1 3

x
π= ;و%�����* :         −

3 3
S

π π = − 
 

  

cosا���د�
 :  D  :ℝ+ >*2#	�ل 2x =  
 :  �6��2ا���اب: � 1a = >  W6و�  : :  
cos>�ن ا���د� 2x = 

*< Z��D  �J� Q!�ℝ  : أيS = ∅  
��?�@2   :a ∈ℝ   : 
)و ��K.�ا���د� ) : sinE x a=  

1aاذا ;�ن :  1aأو ≺ −≺ :  
)>�ن ا���د� )E*< Z��D  �J� Q!�ℝ.  

1اذا ;�ن :  1a− ≤ ≤  �"�� WK�<0x ∈ℝ  S!1%0sin sinx x=  

 
)و�D�ل ا���د� )E  *<ℝ  : 
0. ھ* ا ��اد ا�1'!'! 2x kπ+   أو

0 2x kπ π− +  S!Dk ∈ℤ  

3ا���د�
 :  D (ℝ+ >*1:  #	�ل
sin

2
x =  

[) D+ >* ا���ل :2 ],π π−  :  
2ا���د�
sin

2
x = 

3) 1ا���اب:
sin

2
x = *6��sin sin

3
x

π=  

2و�D�ل ا���د�
 ھ* : 
3

x k
π π= 2أو  +

2 2
3 3

x k k
π ππ π π= − + = +  

 : W62و�
2 ; 2 ;

3 3
S k k k k

π ππ π   = + ∈ ∪ + ∈   
   

ℤ ℤ  

c��� 2ط!�:أ))K'�م 2%
3

k
ππ π π− < + ≤ *6��1

1 2 1
3

k− < + ≤  

 *6��1 1 1 1
1 2 1

3 3 3 3
k− < + − ≤ −  *6��4 2

2
3 3

k− < ≤  

 *6��4 1 1 2 1
2

3 2 2 3 2
k− × < × ≤ ×  *6��2 1

3 3
k− < ≤  *6��

2 1
0.66 0.33

3 3
k− − < ≤≃ 0kاذن :  ⋍ =  

2>*   0ب  kو��K: W6�ض 
3

k
π π+  : ��6<

1 2 0
3

x
π π= + ×  أي:×

1 3
x

π=  


 ا��cط!� : ب)!�� Q�6% م�'K2
2

3
k

ππ π π− < + ≤ *6�� 

2
1 2 1

3
k− < + ≤ *6��2 2

1 2 1
3 3

k− + < ≤ +  *6��1 5
2

3 3
k− < ≤  

 *6��1 1 1 5 1
2

3 2 2 3 2
k− × < × ≤ ×  *6��1 5

6 6
k− < 0kاذن :   ≥ =  

2>*   0ب    kو��K: W6�ض 
2

3
k

π π+  : ��6<

1

2
2 0

3
x

π π= + × ×  

 أي :
1

2

3
x

π=         : *�����%2و
;

3 3
S

π π =  
 

  

��?�@3   :a ∈ℝ  �.��K و  : 
)ا���د� ) : tanE x a=  

  �"��0x ∈ℝ  S!1%0tan tanx x= ; ��)د�
 و�D�ل ا� )E  *<

ℝ  : 
0x. ھ* ا ��اد ا�1'!'! kπ+  S!D   أوk ∈ℤ  

  : 
ھ* ا ��اد ا�1'!'!
0x kπ+  S!Dk ∈ℤ  

tanا���د�
 :  D  :ℝ+ >*#	�ل 1x = 
 ا���اب:

tan 1x = *6��tan tan
4

x
π= *6��

4
x k

π π= +  S!Dk ∈ℤ  

 : W6و�;
4

S k k
π π = + ∈ 
 

ℤ 

qi�# :$!'!'D $�د� .yو �x$ أ"+ ;+ �

cos cosx y=أو j<�452

2

x y k
k

x y k

π
π

= +
∈  = − +
ℤ

  

sin sinx y=أو j<�45
( )

2

2

x y k
k

x y k

π
π π

= +∈  = − +
ℤ

  

tan tanx y=   j<�45x y k π= +    k ∈ℤ  

 "/$��1*< +D :ℝ    
3ا���د�
cos

2
x = 

3) 1ا���اب:
cos

2
x = *6��cos cos

6
x

π=  

2و�D�ل ا���د�
 ھ* : 
6

x k
π π= 2أو  +

6
x k

π π= − +  

W62:  و� ; 2 ;
6 6

S k k k k
π ππ π   = + ∈ ∪ − + ∈   
   

ℤ ℤ  

 "/$��2: 1*< +D ([ [0,2π   : 
1ا���د�
cos

2
x = −   

            2 *< +D ([ [0,2π  : 
2ا���د�
sin

2
x = −              

1 )1ا���اب:
cos

2
x =−� *6�cos cos

3
x

π=−  *6��cos cos
3

x
ππ = − 

 
  

) ن:  )cos cosx xπ − =−  

cos cos
3

x
ππ = − 

 
 *6��2

cos cos
3

x
π= *6��  

2
2

3
x k

π π= 2أو  +
2

3
x k

π π= − +  

K 2'�م %���cط!�:أ)
0 2 2

3
k

π π π≤ + < *6��2
0 2 2

3
k≤ + <  

 *6��2 2
2 2

3 3
k− ≤ < −  *6��1 2

3 3
k− ≤ <  

 *6��1 2
0.33 0.66

3 3
k− − < ≤≃ 0kاذن :  ⋍ =  

2>*   0ب   kو��K: W6�ض 
2

3
k

π π+ ��6<  :
1

2
2 0

3
x

π π= + × ×  

 أي :
1

2

3
x

π=  


 ا��cط!� : ب)!�� Q�6% م�'K 2
0 2 2

3
k

π π π≤ − + < *6��

2
0 2 2

3
k≤ − + < *6��2 2

2 2
3 3

k≤ < +  *6��1 4

3 3
k≤ <  

 *6��1 4
0.33 1.33

3 3
k< ≤≃ 1k اذن : ⋍ =  
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2>*   1ب    kو��K: W6�ض   
2

3
k

π π− +  : ��6<
1

2
2 1

3
x

π π=− + × ×  

 أي :
2

4

3
x

π=         : *�����%2و 4
;

3 3
S

π π =  
 

  

2 (2
sin

2
x = − *6��sin sin

4
x

π=−  *6��sin sin
4

x
π = − 

 
  

) ن:  )sin sinx x− =−  

sin sin
4

x
π = − 

 
  *6��2

4
x k

π π=− 5أو  +
2 2

4 4
x k k

π ππ π π= + + = +  

K 0'�م %���cط!�:أ) 2 2
4

k
π π π≤ − + < *6��1

0 2 2
4

k≤ − + <  

 *6��1 1
2 2

4 4
k≤ < +  *6��1 9

8 8
k≤ 1kاذن :    > =  

�6� :  1ب   kو��K: W6�ض <
1 2 1

4
x

π π= − + ×  أي :×
1

7

4
x

π=  


 ا��cط!� : ب)!�� Q�6% م�'K 5
0 2 2

4
k

π π π≤ + < *6��

5
0 2 2

4
k≤ + < *6��5 5

2 2
4 4

k− ≤ < −  *6��5 3

8 8
k− ≤ <  

0kاذن :  �6� :  àب    kو��K: W6�ض =<
2

5

4
x

π=              

5و%�����* :  7
;

4 4
S

π π =  
 

  

III.:�?�@ تZد�*#  
cos 1x =   j<�452x k π=  

cos 0x =   j<�45
2

x k
π π= +     k ∈ℤ  

cos 1x = −     j<�45( )2 1x k π= +  

sin 1x =      j<�452
2

x k
π π= +      

sin 0x =    j<�45x k π=     ( )k ∈ℤ  

sin 1x = −    j<�452
2

x k
π π= − +  

]: D+ >* #	�ل ]0,3π : 
���sinد� 0x =    

sin ا���اب: 0x =  *6��x k π=  S!Dk ∈ℤ  
K 0'�م %���cط!�: 3k π π≤ ≤ *6��0 3k≤ ≤  

0kاذن :  1kأو   = 2kأو  = 3kأو  = =  
�6�: kو��K:W6�ض < �  %GJه ا�'!

0 0x π= أو  ×
1 1x π= أو  ×

2 2x π= أو  ×
3 3x π= ×  

أي : 
0 0x أو  =

1x π=  أو
2 2x π=  أو

3 3x π=  

}و%�����* :  }0; ;2 ;3S π π π=  

  "/$��]D+ >* ال :3 [,2π π− : 
)���د� )cos 2 sin 1 0x x − =  


!I�I  و�I+ ا��1�ل ��� ا��ا�Eة ا�
) ا���اب: )cos 2sin 1 0x x − = *6��cos 0x 2sinأو = 1 0x − =  

 *6��cos 0x 2أو =
sin

2
x =     S!Dk ∈ℤ  

�� *6
2

x k
π π= sinأو + sin

4
x

π=     S!Dk ∈ℤ  

 *6��
2

x k
π π= 2أو  +

4
x k

π π= 3أو  +
2 2

4 4
x k k

π ππ π π= − + = +   

K 2'�م %���cط!�:أ)
2

k
ππ π π− ≤ + < *6��1

1 2
2

k− ≤ + <  

 *6��1 1
1 2

2 2
k− − ≤ < −  *6��3 3

2 2
k− ≤ <    

0kاذن :   1kأو = 1kأو  = = −  

�6�: kو��K:W6�ض < �  %GJه ا�'!

1 0
2

x
π π= + أو  ×

2 1
2

x
π π= + أو  ×

3 1
2

x
π π= − ×  

 أي :
1 2

x
π=  أو

2

3

2
x

π=  أو
3 2

x
π=−  

2 ا��cط!�:ب) 2
4

k
ππ π π− ≤ + < *6��1

1 2 2
4

k− ≤ + <  

 *6��1 1
1 2 2

4 4
k− − ≤ < −  *6��5 7

2
4 4

k− ≤ <  *6��5 7

8 8
k− ≤ <    

0kاذن :  �6� :  0ب   kو��K: W6�ض =<
4 4

x
π=   


 ا��cط!� : ج)!�K 3'�م %�
2 2

4
k

ππ π π− ≤ + <  

 *6��3
1 2 2

4
k− ≤ + < *6��3 3

1 2 2
4 4

k− − ≤ < −  *6��7 5

8 8
k− ≤ <  

0kاذن :  �6� :  0ب    kو��K: W6�ض =<
5

3

4
x

π=              

3و%�����* :  3
; ; ; ;

2 2 2 4 4
S

π π π π π = − 
 

  

�hKأ �Eا�
: ةا�!I�I  ا�

  
IV. :��	�	# ا�-�ت$# 

 ��� +I� و 
!I�ID+ ھGه ا���ا"�1ت ا���دا ��� ا��ا�Eة ا�
:

 �D�ل ا���ا"1!I�I  ا��ا�Eة ا�

]D+ >* ا���ل :   :1#	�ل [0,2π  :
ا���ا"1
1

sin
2

x ≥     

1 ا���اب :  
sin

2
x ≥  *6��sin sin

6
x

π≥  

5
,

6 6
S

π π =   

  

    
  
  
  
 
 

"/$��D+ >* ا���ل : 4
:] ],π π−  :
ا���ا"1

1
sin

2
x ≤ −    

5 ا���اب : 
,

6 6
S

π π = −  

  

  

[: D+ >* ا���ل :2#	�ل ],π π− ا :
�2��ا"1
cos

2
x ≥   

   ا���اب : 
  

,
4 4

S
π π = −  
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 "/$��,D+ >* ا���ل :   :5
2

π π −  
  :
1ا���ا"1

cos
2

x ≤    

 ا���اب : 
, ,

2 3 3
S

π π π π   = − − ∪      

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 "/$��[D+ >* ا���ل :   :6 ],π π− :ا"�1ات��cos)  1ا� 0x ≤    

2 (sin 0x ,) 1 : ا���=�   ≤ ,
2 2

S
π ππ π   = − − ∪      

2  ([ ]0,S π=  

, : D+ >* ا���ل :3#	�ل
2 2

S
π π = −  

  :
tanا���ا"1 1x ≥  

, ا���اب :
4 2

S
π π =   

  

V.   �75ت
sin  : \�	# �R  
ABC  : S!1% S�I�AB c=   وAC b=    وBC a=  

� ا�#او�
 >*   ���KABCض أن E��A    : اذنˆsin 1A =   : W6و�

ˆsin

a
a

A
=   

 : 3�G; �6��sinˆو �
ˆsin

b b
B a

a B
= ⇔ =  

  

 : 3�G; �6��sinˆو �
ˆsin

c c
C a

a C
= ⇔ =   

 : ��K *�����%و
ˆsin

c

C
=ˆsin

b

B
= 

ˆsin

a

A
  

S�I ��دي : � 
.&6��% 
1!12 �'.5 
  وھGه ا��6!�
ABC  : S!1% S�I�ABاذا ;�ن : @�?�� c=  وAC b=  وBC a=    

>�ن :  
ˆsin

c

C
=

ˆsin

b

B
= ˆsin

a

A
  

 "/$��7: ABC  : S!1% S�I�ˆ
4

A
π= وˆ

3
B

π=      4وBC cm=  

 : M&DأĈ   وAC b=    وAC  

��D(Ĉ     :�6&�ب 1أ��=�:�A B C π
∧ ∧ ∧

+ + =  *6��
3 4

C
π π π

∧
+ + =  

 *6��3 4

12 12
C

π π π
∧

+ + =  *6��
7

12
C

ππ
∧

= −  *6��5

12
C

π∧
=  

  DAC&�ب  )1

:�6��� 
ˆsin

b

B
= 

ˆsin

a

A
 *6��

sin
3

b
π=

4

sin
4
π

  

 *6��4 sin sin
3 4

AC
π π× = ×  *6��

3
4 sin 4 4 33 2 2 6

2 2sin
4 2

AC

π

π

× × ×= = = =
  

 "/$��[ D+ >* ا���ل  :8 ],π π−: 
2sin ���د� 2 1 0x − =  

2sin ا���اب:  2 1 0x − = *6��1
sin 2

2
x =  *6��

sin 2 sin
6

x
π= *6��2 2

6
x k

π π= 2أو + 2
6

x k
ππ π= − +  

 *6��
12

x k
π π= 5أو +

12
x k

π π= + : ��Kط!� وc���% م�'Kو

11 7 5
; ; ;

12 12 12 12
S

π π π π = − − 
 

  

 "/$��) ���د�
 :Dℝ+ >* ا���ل  :9 )2
sin sin 2 0x x+ − =  

 :[�K :ا���ابsinX x= : n+.�2وا��*�د��  2 0X X+ − =  
1a          ∆�->�  ا����2 : 1bو   = 2cو  = = −  

( ) ( )22 24 1 4 1 2 9 3 0b ac∆= − = − × × − = = >�ن ھGه  ≺∆%0� أن<


��D �J!$ ھ�:  ا���د�
1

1 3
1

2 1
X

− += =
×

أو   
2

1 3
2

2 1
X

−= =−
×

  W6و�

��K *�2 ا �!>�  :  %���"�ع ��
sin 1x sinأو       = 2x = −   

 �R B4 �K� d�� ����	أن ا��*�د�� ا� o45�] ],π π−  

sin اذن B-� T(R ا��*�د�� : 1x 
�2د�� �0�1)=)  

sin 1x =  : �42�2
2

x k
π π= +: c&#2 و ;

2
S k k

π π = + ∈ 
 

ℤ  
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                                                                                  Moustaouli Mohamed 

 الهندسة الفضائية 
القدرات المنتظرة

  .تعرف وتمثيل أجزاء في الفضاء على المستوى -  *
  . إدراك حالات المماثلة وحالات اللامماثلة بين مفاهيم وخاصيات في المستوى ونظيراتها في الفضاء -  *
  .توظيف خاصيات الهندسة الفضائية في حل مسائل مستقاة من الواقع -  *

 
 التوازي في الفضاء

I- تذآير  
  1- التمثيل المستوي للأشكال في الفضاء

الرسومات في الفضاء لا تحترم طبيعة الأشكال   *   
       

 
 
 
 
 
 

 
لرسم أشكال في الفضاء نتبع التقنية التالية*   
  الخطوط المرئية في الواقع نرسمها بخطوط متصلة-  
  متقطعةنمثلها بخطوط  الخطوط الغير المرئية في الواقع-  
الرسم واقع نمثلها بمستقيمات متوازي في المستقيمات المتوازية في ال-    
. النقط المستقيمية  تمثل بنقط مستقيمية في الرسم-    
   قطعتان متقايستان حاملاهما متوازيان نمثلهما بقطعتين متقايستين حامليهما متوازيين -  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 2- موضوعات و تعاريف
  )E(  الفضاء مجموعة عناصرها تسمى نقط نرمز لها بالرمز 

    المستقيمات و المستويات أجزاء فعلية من الفضاء
  1 موضوعة-أ 

)نرمز له بـ   في الفضاء تحدد مستقيما وحيدB و Aآل نقطتين مختلقتين  )AB  

  تعريف   
    نقول عن عدة نقط أنها مستقيمية في الفضاء إذا آانت تنتمي إلى نقس المستقيم

  2 موضوعة-ب 
) في الفضاء تحدد مستوى وحيد نرمز له بـC و B و Aآل ثلاث نقط غير مستقيمية  )ABC أو ( )P  

  
  
  
  

  تعريف  
  . إلى نقس المستوى آانت تنتمينقول عن عدة نقط أنها مستوائية في الفضاء إذا * 

  ضمن ) أو آانوا ( إذا آانا ) أو مستوائية( أنهما مستوئيين) أو مستقيمات ( نقول عن مستقيمين  *  
  .نفس المستوى    
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  3ة موضوع-ج
  ).P(ضمن ) D(فان ) P(إلى مستوى ) D(إذا انتمت نقطتان مختلفتان من مستقيم 

 
 
 
 
 

 ملاحظة هامة
  جميع خاصيات الهندسة المستوية تبقى صالحة في آل مستوى من مستويات الفضاء و آل مستقيم من 

.مستقيماته  
  د- موضوعة4

.وفق مستقيم  يمر من هذه النقطة   إذا اشترك مستويان مختلفان في نقطة فانهما يتقاطعان 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ذ- نتائج
نتيجة1

 آل مستقيم ونقطة خارجه يحددان مستوى وحيدا في الفضاء
نتيجة2

آل مستقيمين متقاطعين في الفضاء يحددان مستوى وحيد في الفضاء
 3- الأوضاع النسبية لمستقيم ومستوى 

   مستوى من الفضاء) P(مستقيم و ) D(   ليكن 
    لدينا ثلاث وضعيات ممكنة

  )P(يخترق ) D  (:1الوضعية 
  
 
 
 

)    :2الوضعية  ) ( )D P⊂  

 
 
 
 

  )أي ليست لهما أية نقطة   مشترآة( منفصلان ) P(و) D  (:3الوضعية 
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  4- الأوضاع النسبية لمستوييين في الفضاء
)  ليكن  )P و ( )Qلدينا ثلاث حالات.  مستويين في الفضاء  

 * ( )P و ( )Q يتقاطعان وفق مستقيم   

  
 * ( )P و ( )Q منفصلان   

  )أي ليست لهما أية نقطة مشترآة   ( 
  
  
 *( )P و ( )Qمنطبقان   

   الأوضاع النسبية لمستقيمين مختلفين-5 
)   ليكن  )D و (   هناك ثلاث حالات.  مستقيمين مختلفين∆(

 * ( )D و (    مستوئيان ومنفصلان ∆(

  
 * ( )D و (    مستوئيان ومتقاطعان∆(

  
  

 * ( )D و (    غير مستوئيين ∆(

  
  تمرين  

] من I رباعي الأوجه النقطة EFGH  ليكن  ]FGمخالفة عن   

  F و G و النقطة J من [ ]EG  مخالفة عن E و G و النقطة K من [ ]EH  مخالفة عن E و H   

)  هل  )EI و ( )JKمتقاطعان   

  تمرين 
 ABCDEFGH مكعب   

)    حدد تقاطع  )ACG و ( )BDG  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  بين أن هذه النقط مشترآةمتقاطعين و ن للبرهنة على استقامية نقط في الفضاء ، نبحث غالبا على مستويين

] نقط من R وQ وP رباعي الأوجه و ABCD   تمرين  ]AB  

]  و  ]AC و [ ]AD حيث ( )PRيقطع ( )BDفي J و ( )PQيقطع ( )BCفي K و ( )QRيقطع ( )CDفي I  

   مستقيميةI وK وJ أتبث أن 
 التوازي في الفضاء

  1- المستقيمات المتوازية
    أ- تعريف

)   نقول إن مستقيمين  )D و (    متوازيان في الفضاء إذا تحقق الشرطان التاليان∆(

)أن يكون  - )D و (    مستوائيين∆(

)أن يكون  - )D و (   منفصلان أو منطبقان  ∆(

)       نكتب   ) ( )// D∆ 

  ملاحظة
)  لا يكفي أن يكون  )D و (    منفصلين لكي يكون متوازيين∆(

   مثال 
( )AE و ( )BCمنفصلان و لكن غير متوازيين .  

 
( ) ( )
( ) ( )

//

//

BC AD

EF DC
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   مبرهنة-ب  
  طة معلومة خارج مستقيم يمر مستقيم وحيد يوازيه في الفضاء من نق

  البرهان  
)   لدينا  )A D∉و بالتالي يوجد مستوى   

)  وحيد  )P يحتوي على A و ( )D  

)توى وحسب موضوعة اقليدس في المس )Pيمر مستقيم وحيد ،   

  ( ) يوازي∆( )D  

)   إذن  )D و (    متوازيان في الفضاء∆(

   مبرهنة-ج 
   وحيدا آل مستقيمين متوازيين قطعا في الفضاء يحددان مستوى

  )نقبلها ( مبرهنة-د 
تقاطعهما هو مستقيم مواز لهذين   إذا احتوى مستويان متقاطعان على مستقيمين متوازيين قطعا فان

  .المستقيمين
     
  
  
  
  
  
  
  

 ذ-  مبرهنة
       إذا آان مستقيمان متوازيين في الفضاء فن آل مستقيم يوازي  أحدهما يوازي الآخر 

  ملاحظة 
تقيمان متوازيين فكل مستوى يقطع أحدهما يقطع الآخرإذا آان مس  

  تمرين
]  منتصفيC' وB' هرما قاعدته متوازي أضلاع لتكن ABCDE    ليكن  ]ABو [ ]ACعلى التوالي  .  

     أنشئ الشكل 
)  أتبث أن -1  ) ( )// ' 'DE B C  

) ليكن -2   ) تقاطع المستويين ∆( )ABC و ( )ADE  

)     بين أن  ) ( )// ' 'B C∆  

   توازي مستقيم و مستوى-2 
  تعريف-أ  

)يكون مستقيم )Dموازيا لمستوى ( )P إذا و فقط إذا آان ( )D  و ( )P منفصلان أو ( )D ضمن ( )P 

)نكتب ) ( )//D P  

   هنة مبر-ب
)     يكون مستقيم )Dموازيا لمستوى ( )P إذا و فقط إذا وجد  مستقيم ضمن ( )P يوازي ( )D  

  تمرين  
] منتصفات K و J و I.  مكعبا ABCDEFGH   ليكن  ]AB  

] و  ]EF و [ ]HGعلى التوالي   

) أتبث أن  )HI يوازي المستوى ( )JKC  

    توازي مستويين-3 
   تعريف-أ 

) يكون مستويان )P و ( )Qمتوازيين في الفضاء إذا و فقط إذا آانا منطبقين أو منفصلين  . 

)نكتب  ) ( )//P Q  
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  ملاحظة 
) إذا آان  ) ( )//P Qحدهما يوازي المستوى  الآخر فان آل مستقيم ضمن أ.  

  مبرهنة  - ب
   يكون مستويان متوازيين في الفضاء إذا و فقط إذا اشتمل أحدهما على مستقيمين متقاطعين يوازيين 

  المستوى الآخر
  
  
  
  
  
  
  
  

 
  ج- مبرهنة 

 إذا وازى مستويان مستوى ثالثا فانهما يكونان متوازيين
  د- مبرهنة 

وى و حيد مواز لمستوى معلوم من نقطة في الفضاء يمر مست
  البرهان

)      ليكن  )P مستوى و A نقطة في الفضاء   

)   نعتبر  )D و ( ) متقاطعين ضمن المستوى ∆( )P  

)م وحيد   يوجد مستقي )'D مار من A و يوازي ( )D  

)  يوجد مستقيم وحيد  ) و يوازي A مار من ∆'( )∆  

  ( )'D و ( )  يحدان مستوى وحيد ∆'( )Q  

  ( )Q يوازي ( )P   

   نتائج-ذ 
   إذا توازى مستويان فان آل مستقيم يخترق أحدهما يخترق الآخر- 
  طع الآخر إذا توازى مستويان فان آل مستوى يقطع أحدهما يق-
   إذا توازى مستويان فان آل مستقيم يوازي أحدهما يوازي الآخر-

  تمرين 
) ليكن  )Pو ( )Q نعتبر .  مستويين متوازيين قطعا( )A P∈  

) مثلث ضمن BCD و  )Q  .  لتكنI و J و K منتصفات [ ]AB و [ ]AC و [ ]ADالمستقيم .  على التوالي

( )CKالمستوى  يخترق ( )P في R.  

  أنشئ الشكل -1
)أتبث أن المستوى  -2 )IJK يوازي ( )P 

)أتبث أن  -3 ) ( )//CD AR   

  تمرين
]منتصفI متوازي المستطيلات و ABCDEFGH  ليكن  ]GH  

)لتكن  -1 ) ( ) { }EI FH M∩ =  

)    بين أن المستويين  )AEI و ( )AFHيتقاطعان وفق  ( )AM 

  مستوائيةC و D وF وE بين أن النقط -أ -2
) بين أن -ب ) ( )//CF DE  

) بين أن -3   ) ( )//CFH BDE  

) بين أن -4   )CI يخترق المستوى ( )ADH 
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  التعامد في الفضاء
I-تعامد مستقيمين في الفضاء    

  تعريف - 1
)         نقول إن مستقيمين  )Dو (  متعامدان في الفضاء إذا  و فقط إذا  آان الموازيان لهما و الماران ∆(

)نكتب .  في  الفضاء متعامدينOمن نقطة  ) ( )D ⊥ ∆  

  
  
  
  
  
  
  

   مكعبABCDEFGH مثال

   

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

AD AE

AD CG

EF DH

⊥

⊥

⊥

  

  ملاحظة 
   مستقيمان متعامدان يمكن أن يكونا غير مستوائيين

  تمرين
ABCD رباعي الأوجه حيث BD DC= و I و J و K منتصفات [ ]AB و [ ]AC و [ ]CBعلى التوالي   

)بين أن  ) ( )IJ DK⊥  

  خاصيات  - 2
  1صيةخا 

  إذا آان مستقيمان متوازيين فكل مستقيم عمودي على أحدهما يكون عموديا على الآخر
  2خاصية

  إذا آان مستقيمان متعامدين فكل مستقيم مواز لأحدهما يكون عموديا على الآخر
  ملاحظة

  .     يمكن لمستقيمين أن يكون عموديين على مستقيم ثالث دون أن يكونا متوازيين
II-تقيم و مستوى في الفضاء          تعامد مس  
    مبرهنة -1  

)       إذا آان مستقيم  )D عمودي على مستقيمين متقاطعين ضمن مستوى ( )P فان ( )D عمودي 

)على جميع مستقيمات المستوى   )P  

   تعريف- 2    
)    نقول إن المستقيم  )Dعمودي على المستوى ( )P  إذا و فقط   إذا ( )D عموديا على جميع 

)مستقيمات المستوى  )P.  

  مبرهنة - 3
)       يكون مستقيم  )D عمودي على مستوى ( )Pإذا و فقط إذا  آان المستقيم  ( )D عمودي على 

)مستقيمين متقاطعين ضمن  المستوى )P   

   مكعبABCDEFGH مثال

   
( ) ( )
( ) ( )
AD ABE

AD CHG

⊥

⊥
  

 
  

  اصيات خ - 4
  1خاصية

    إذا آان مستويان متوازيين فان آل مستقيم عمودي على أحدهما يكون عموديا على الآخر
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  2خاصية
  إذا آان مستقيمان متوازيين  فان آل مستوى عمودي على أحدهما يكون عموديا على الآخر

  4خاصية
  ضمن الآخر يكون مستقيمان متعامدين إذا و فقط إذا آان أحدهما عمودبا على مستوى يت

  5خاصية
        يكون مستويان متوازيين إذا وفقط إذا آانا عموديين على  نفس المستقيم 

  تمرين
ABCDEFGHمكعب   

)  أتبث أن  ) ( )EB DF⊥ ثم أتبث أن ( ) ( )EBG DF⊥ 

  تمرين
)  ليكن  )C من المستوى  دائرة( )P . نعتبر[ ]AB قطرا لـ ( )C و( ) العمودي على∆( )P في A . 

)ليكن    )S ∈ S حيث∆ A≠ و  ( );M B M C≠ ∈  

)   أتبث أن  ) ( )MB SM⊥ .  

  مبرهنات - 5
   1مبرهنة  

  .    من آل نقطة في الفضاء يمر مستوى وحيد عمودي على مستقيم  معلوم
   
  
  
  
  
  
  H المسقط العمودي للنقطة M على المستقيم ( )D  

   2مبرهنة
  .    من آل نقطة في الفضاء يمر مستقيم وحيد عمودي على مستوى معلوم

  
  
  
  
  
H المسقط العمودي للنقطة M على المستوى ( )P  

 III-عامد مستويين ت  
  تعريف     

)       نقول ان المستويين  )P و ( )Q متعامدان اذا و فقط اذا آان  أحدهما يتضمن مستقيما عموديا 

)على الآخر نكتب   ) ( )P Q⊥  

   مكعبABCDEFGH مثال  

   
( ) ( )
( ) ( )
ADC ABE

ADF CHG

⊥

⊥
  

 
 
 
  
  ملاحظة  

    إذا تعامد مستويين في الفضاء فلا يعني أن آل مستقيم ضمن أحدهما
  . عمودي على المستوى الآخر

  تمرين   
) ضمن مستوى A مثلثا متساوي الساقين في ABC  ليكن  )P وI منتصف [ ]BC .  لتكنS نقطة من 

)المستقيم العمودي على   )P في A حيث S A≠  
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)أتبث أن  -1 ) ( )SAI SCI⊥  

) على A المسقط العمودي لـ Hليكن  -2 )SI 

)أتبث أن  ) ( )AH SC⊥  

   تمرين 
  ABCDEFGHمكعب   

)    أتبث أن  ) ( )HEB AGF⊥   

  تمرين     
   ضمن مستوىA مثلثا قائم الزاوية في ABC نعتبر   في الفضاء

  ( )P . لتكنD مماثلة B بالنسبة لـ A و ، S نقطة خارج ( )P حيث SB SD= . لتكنI و J منتصفي 

[ ]SDو [ ]DCالتوالي   على  

)بين أن  -1 ) ( )AB SAC⊥   استنتج أن  ( ) ( )P SAC⊥  

)بين أن  -2 ) ( )AB IJ⊥ 
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  المساحات و الحجوم
   متوازي المستطيلات-1

  عرض و ارتفاع متوازي المستطيلات طول و c وb وa      ليكن 

) :المساحة  )2S ab bc ca= + +  

.:     الحجم .V ab c=  

   المكعب -2  

   طول حرف المكعبa       ليكن 

26S         المساحة الكلية              a=  

3V                                  الحجم  a=  

  الموشور القائم - 3

   محيط و مساحة قاعدتهB و l ارتفاع موشور قائم و h ليكن -  أ

  .     على التوالي

S  المساحة الجانبية*  l h= ×  

  المساحة الكلية *   

        2TS l h B= × +  

V      الحجم*    B h= ×  

  الهرم -4 

  S ارتفاع  هرما رأسه h  ليكن -   أ

h SH= حيث  Hالمسقط العمودي لـ Sعلى المستوى   

   Bليكن .   المتضمن للقاعدة

  .مساحة قاعدة الهرم

: حجم الهرم
1 .
3

V B h=  

   رباعي الأوجه المنتظم - 5

  ف رباعي الأوجه منتظم  طول حرa  ليكن 

33      المساحة الجانبية 3
4

S a=  

32              الحجم
12

V a=  

   الأسطوانة  القائمة - 6

   شعاعR ارتفاع الاسطوانة و hليكن  

  قاعدتها 

2LS هي المساحة الجانبية  Rhπ= 

2Vالحجم هو   R hπ=    
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   الفلكة- 6
   شعاع الفلكRليكن  

24Sا :المساحة هي Rπ=  

34 هي:الحجم هو
3

V Rπ=  

   المخروطي الدوراني-  7 

   شعاع القاعدة لمخروط دورانيR   ليكن 

LS  هي المساحة الجانبية    R SHπ= ⋅  

21:   الحجم
3

V R hπ=  

   h OS=  

------------------------------------------------------  

BDالأوجه حيث  رباعي ABCDتمرين DC= و I و J و K منتصفات [ ]AB و [ ]AC و [ ]CB على 

  التوالي
)بين أن  ) ( )IJ DK⊥  

   مكعبABCDEFGHتمرين
)  أتبث أن  ) ( )EB DF⊥ ثم أتبث أن ( ) ( )EBG DF⊥ 

)  ليكن تمرين )C دائرة من المستوى ( )P . نعتبر[ ]AB لـ  قطرا( )C و( ) العمودي على∆( )P في A . 

)ليكن    )S ∈ S حيث∆ A≠ و  ( );M B M C≠ ∈  

)   أتبث أن  ) ( )MB SM⊥ .  

) ضمن مستوى A مثلثا متساوي الساقين في ABC  ليكن تمرين    )P وI منتصف [ ]BC .  لتكنS نقطة 

)ستقيم العمودي على  من الم )P في A حيث S A≠  

)أتبث أن  -3 ) ( )SAI SCI⊥  

) على A المسقط العمودي لـ Hليكن  -4 )SI 

)أتبث أن  ) ( )AH SC⊥  

   مكعبABCDEFGH   تمرين 
)    أتبث أن  ) ( )HEB AGF⊥   

   ضمن مستوىA مثلثا قائم الزاوية في ABC  في الفضاء نعتبر تمرين     
  ( )P . لتكنD مماثلة B بالنسبة لـ A و ، S نقطة خارج ( )P حيث SB SD= . لتكنI و J منتصفي 

[ ]SDو [ ]DCالتوالي   على  

)بين أن  -3 ) ( )AB SAC⊥ استنتج أن  ( ) ( )P SAC⊥  

)بين أن  -4 ) ( )AB IJ⊥  

) معينا ضمن مستوى ABCD   ليكن تمرين    )P 3 حيثBD cm= 3   وAC cm=. لتكن S نقطة من 

)المستقيم العمودي على  )P في A  8 حيثSA cm=  

 SABCD                   أحسب حجم الهرم 
  21m  أحسب حجم فلكة مساحتها تساوي تمرين 
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 ا��
ع ا�����ك

	ا���درس ����	 ا��  

 

1/6 – 3/2017 

  الهندسة الفضائية

  

 ر�م ��ب 	� ا����ء

  

  
  

  

  

www.adirassa.com



 

 ا��
ع ا�����ك

	ا���درس ����	 ا��  

 

2/6 – 3/2017 

  

و�و��ت ا���د�� ا������� 
  

����ن  ��ن ��ط��ن A  وB   � ز	� ا����ء ، �ر ����م و"�د �ر

)ب  )AB 

  

  ������ن '&ث ��ط $�ر A  وB  و
C   � ز	� ا����ء ، �ر ��وى و"�د �ر

)ب   )ABC 

  

����ن  Pإذا ا"�وى ��وى  ���+ ��ط��ن �A وB ، 

ن ا�����م ���  �,	( )AB  : و ���ب( ) ( )AB ⊂ P
 

  

���ن 	� ��ط�  �� Aإذا ا/�رك ��و��ن 
� ����ط��ن و	ق ����م �ر ن ا���ط� ��,	

A. 

  

  
  

�ن 	� ا����ءا3و��ع ���� ا�����4 �
  

)���ن  )D  و( )'D ا����ء �	ن �����  

  

���ط��ن                                                            ( ) ( ) { }'D D A∩ =                                              

  

�واز��ن 5ط��                                            ��وا���ن                              ( ) ( )'D D∩ = ∅  

  
�واز��ن                                                          

( )D  و( )'D                             ( ) ( )// 'D D  

�ط4��ن                                                                                      ( ) ( )'D D=  

  
  

  $�ر ��وا���ن                         
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ع ا�����ك

	ا���درس ����	 ا��  

 

3/6 – 3/2017 

  
 و ��وىا3و��ع ا�����4 �����م 

  
)���ن  )D  �����)و  )P وى��  	� ا����ء 

  
�واز��ن 5ط��                                                                                 ( ) ( )D P∩ = ∅  

  

�واز��ن                                ( ) ( )//D P                                           

  

  ( )D و( )P                                                            ( )D  ن��( )P  ( ) ( )D P⊂  

    
  

���ط��ن                              ( ) ( ) { }P D A∩ =  

          
  
  
  

 ا3و��ع ا�����4 ���و��ن
  

)���ن  )P  و( )Q ا����ء �	و��ن ��  

  
  

�واز��ن 5ط��                                                                                 ( ) ( )P Q∩ = ∅  

  

�واز��ن                                ( ) ( )//P Q                                           

  

 ( )P  و( )Q                                                            ن��ط4�  ( ) ( )P Q=  

    

���ط��ن و	ق ����م                              ( )D ( ) ( ) ( )P Q D∩ =  
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ع ا�����ك

	ا���درس ����	 ا��  

 

4/6 – 3/2017 

  

�ت ا��واز������ ا�
  

ن �ل ��ط� A  �����ن ا����ء �ر 

�وم �)و"�دا واز �����م  )D  
)إذا ��ن  ) ( )//D )و  ∆ ) ( )' //D ∆ 

)	,ن  ) ( )// 'D D  

)إذا ��ن  ) ( )//D )و ��وى  ∆ )P 

)��ط7  )D  ن,	( )P  7ط��( )∆  

  
  

 ا3و��ع ا�����4 �����م و ��وى
  

)إذا ��ن  ) ( )//P Q  و( )D  �����

��رق �( )P  ن,	( )D  رق���( )Q  

)إذا ��ن  ) ( )//P Q  و ��ن( )H 

��وى ��ط7 ( )P  م���� �	( )D  ،

)	,ن  )H  7ط��( )Q  م���� �	

( )4"�ث :  ∆( ) ( )//D ∆  

)إذا ��ن ����م  )D  ��وازي 5ط�

��و��ن ���ط��ن ( )P  و( )Q ، ن,	

( )D    �)�وازي ���ط�� )∆  

  
  

�ن����د ��� 
  

)��ون  • )D  +�ود�� ��( 	� ا����ء إذا و	�ط  ∆(

�ن ا�واز��ن ��� 	� ��ط� ���� Oإذا ��ن ا�

)�"ددان زاو�� ��5� و ���ب :  ) ( )D ⊥ ∆  

  

إذا ��ن  •

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

' //

'

D

D D

⊥ ∆


 ∆ ⊥ ∆

)	,ن   ) ( )' 'D ⊥ ∆  

  
 

د ����م و ��وى��� 
  

)ا�����م  • )D  وى��ودي ��+ ا��( )P  أن ����

( )D  وى���ت ا����� 7�: +�ودي ��( )P 

) و ���ب : ) ( )D P⊥ 

• ( ) ( )D P⊥  ط إذا ��ن�	إذا و( )D  +�ود�� ��

�ن ���ط��ن �ن ا���وى ����( )P  

إذا ��ن  •
( ) ( )
( ) ( )

//P Q

D P


 ⊥

)	,ن   ) ( )D Q⊥ 

إذا ��ن  •
( ) ( )
( ) ( )
D P

P

 ⊥
 ∆ ⊥

)	,ن   ) ( )//D ∆ 

إذا ��ن  •
( ) ( )
( ) ( )
D P

D Q

 ⊥
 ⊥

)	,ن   ) ( )//P Q  

  
����م • +��وم ن �ل ��ط� 	� ا����ء �ر ��وى و"�د �ودي �� 

�وم •���وى  +�ن �ل ��ط� 	� ا����ء �ر ����م و"�د �ودي �  
  

د ��و��ن��� 
  

)��ون ��و��ن  )P  و( )Q ر�ود�� ��+ ا;� ����� �د�ن 	� ا����ء إذا ��ن أ"دھ���  
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 أ/��ل �و��"�� :
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  الهندسة
  مع تمارين وأمثلة محلولةملخص لدرس: الهندسة الفضائية   :  15مذكرة رقم

 وا�)�رات ا��&%$ة #" ا��رس : ا�ھ�اف 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

I.   :��W�81ا� ���&Kت ا��
�S�#ب #��K( )E .إ�� ا����ء  

�  $!����b� $!�C'K $�AوBا����ء $�( )E �!Dو �!'�&� ��( )AB.  


 �$ ا����ء  �!!'�&� �!O a'K ث]e $�( )E W� #��� �!Dى و��&� ��

)ب )ABC.  

)إذا ا�D�ى �&��ى � )P ا����ء $�( )E $!�C'K ���AوB WK�<

�!'�&$ ا����( )AB.  

)��6* إذا ;�ن )A P∈ و( )B P∈ ن�<( ) ( )AB P⊂.  

)إذا ا��Yك �&����ن �����bن �$ ا����ء � )E 
C'K *<A  �JKf<

 �)��'�ط��ن و>) �&�'! )∆$� ��A.  

إذا ;�ن      
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
/A P Q �rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr<Aن Q Aو P

P Q

∈ ∆ = ∆ ∈ ∈ 


≠ 

∩
  

� �!2�B [!5.'� 12!1
 >* ;+ �&��ى �$ " 
!Eا���� 
��6Jت ا�

)ا����ء )E.  

   :jW�1�د �&��ى >* ا����ء إ��:    ���  
 .
!!'�&� �!O a'K ث]I%  

 .W!إ� *�65 Z 
C'K و �!'�&%  
!$ ��'�ط�!$. ←!'�&%  
← .��C� $!�از��� $!!'�&% 

 
 
  
 
  

I I. :ا��81ء �R ��+<&ع ا��Sا�و 
Sا�و:"���()�!4$ �ع ا�&>+�� ��> )Dو( )∆  $� $!!'�&�

)ا����ء )E :
64��e �6[ث و�k!�ت �� 

� ( )Dو( )���از��ن  ��6*  ∆( ) ( )D φ∆ =∩      

� ( )Dو( )��'�ط��ن   ��6*  ∆( ) ( ) { }D I∆ =∩ 

� ( )Dو( )O!� �&��اE!�ن   ��6* ∆( )D ى��& ���bق ا�

� ( )Pا ��ا�Gي ��!'�&�( )∆ 
C'K *<I إ�� *�65 Z( )∆.  

  ا�و�Sع ا�&>+�� ��>)�6 و #>�ى: .1
$4!�( )D و �!'�&�( )P ى �$ ا����ء��&�( )E :
64��Z�D �6ت ��  

� �!'�&)ا� )D $k( )P     M�4Kو( ) ( )D P⊂                       

� �!'�&)ا� )D  رج�B( )P       M�4Kو( ) ( )D φ∆ =∩       

�  �!'�&)ا� )Dق��b�( )P     W6و�( ) ( ) { }D I∆ =∩  

 ا�و�Sع ا�&>+�� ��>�/�" #" ا��81ء: .2

 $4!�( )P و( )Qا����ء $� $!���b� $!���&�( )E :$!���D �6���  

  ( )P و( )Q  أو  (��C� ن��از���) �6([ن�( )P و( )Q ط��ن�'��

�  و>) �&�'!
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  I II.   :ا��81ء �R ازي�  ا�
1. :"<��()�4�ن �&�'!�ن��ازي #> )D و( )D′  a'< !$ إذا و�از���

M�4K ن أو ��6([ن و�'.C6� $!!Eا��&� �K�; إذا( ) ( )D D′�.  

� >* @�?��ت و #+$ھ&�ت:!D دان �&��ى و�1� ��C� ن��ن ���از�!'�&� +;
  ا����ء.

�ھ� ��از �Dازي أ�� �ي ا �B أذا ;�ن �&�'!�ن ���از�!$ >�ن أي �&�'!
)و ) ( )D′ )إذن �∆ ) ( )D D′�   

��ازي #>)�6 و #>�ى: .2 �)�4�ن �&�'! )Dى��&)��از�� � )P  إذا

)و >'a إذا ;�ن  )D $k( )P   أو ;�ن( )Dو( )P�6([ن�  

( ) ( )P Q φ=∩ M�4K و( ) ( )D P�.  

)�4�ن �&�'!� @�?��ت و #+$ھ&�ت: )Dى��&)��از�� � )P  إذا a'< إذا و

( )D�!'�&� �)و" )∆ $k( )P �!'�&)��ازي ا� )D.  

 "/$��1:  
$4!�SABCD ع]k ازي ا��� W5�  ABCDھ��� ���

]��6(�* ا�'J $!��Cو Iو ��$4 ]SB و[ ]SC .*ا���ا� ���  

)%!$ أن )1 ) ( )AD IJ�  

)أn.e أن )2 ) ( )IJ ADS�  

 )1ا���اب

  
S�I��SBC  :�6>* ا��I:)�6�[ ]SB وJ :)�6�[ ]SC 

),اذن ) ( )IJ BC�.  

�6��)���ازي أk[ع اذن ABCDو � ) ( )BC AD� ان W6� و( ) ( )AD IJ�)1(  

�6���( )A ADS∈ و( )D ADS∈ إذن( ) ( )AD ADS⊂)2(  

) )  V�6�&K أن:2) و($�1( ) ( )IJ ADS�  

3. :"�/�)�4�ن �&����ن��ازي #> )P و( )Q  إذا a'< !$ إذا و�از���

 $!'.C6� �K�;M�4K أو ��6(�!$ و( ) ( )P Q�.  

( ) ( )P Q� j<�45( ) ( )P Q φ=∩أو( ) ( )P Q=.  

+ @�?��ت و #+$ھ&�ت:�Yإذا ا a'<!$ إذا و�ن �$ ا����ء ���از��4�ن �&���
.�BR� $!�ط�!$ و ��از�'�� $!!'�&� ��� ��ھDأ  

�ھ� �'C] ا �B و إذا ; �Dأ [C'� !$ >�ن أي �&��ى�ن ���از��ن �&���
� �] ھGا ا�&��ى ���از�!$.J5'�ط� �  �4�ن �&�'!

� .�B ق ا��b� ��ھDق أ��b� �  إذا ;�ن �&����ن ���از�!$ >�ن أي �&�'!
+ �&����ن ��'�ط��ن ��� �&�'!!$ ���از�!$ ���C >�ن  ��Yإذا ا

� �4�ن �&�'!� ��از��Jا�&':). 5'�ط� 
!$ (�.�ھ6!'�&  اھG�$ ا�

إذا ;�ن
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

D P D P

D D

P P

′ ′⊂ ⊂ 


′ 
′ = ∆ 

�

∩

)>�ن             ) ( ) ( )D D′∆� �  

� ��K�4ن ���از�!$. �JKf< �I��e ن �&��ى��إذا وازى �&�� 
"/$��2 : $4!�ABCD$4�� و W"* أو�ر%�I '�6(: ا��
�C[ ]AC 


 Jو�C'�6(: ا��[ ]AB وK 
�C'�6(: ا��[ ]AD   

1( .�.��6� ]4Y j9Kأ   
))%!$ أن2 ) ( )BCD IJK�  

  )1ا���اب
2 S�I ABC)>* ا�

�6���I :)�6�[ ]AC وJ 

:)�6�[ ]AB اذن

( ) ( )IJ BC�  

 S�I ABDو ����6 >* ا�

:K :)�6�[ ]AD وJ 

:)�6�[ ]AB اذن( ) ( )JK BD�  

: �6��) و � ) ( )IJ BCو�( ) ( )BC BCD⊂  إذن( ) ( )IJ BCD� )1(  

: �6��) و � ) ( )JK BDو�( ) ( )BD BCD⊂  إذن( ) ( )JK BCD� )2(  

: �6��) و � ) ( ) { }IJ JK J∩ =)3(  

: �6��)و � ) ( )IJ IJK⊂  و( ) ( )JK IJK⊂ )4(  

) )  V�6�&K أن:4) و(3)  و(2) و(1إذن( ) ( )BCD IJK�  

IV. �81ا� �R �#�*  ء:ا�
1. :"���(<# �#�*�  

$!)K'�ل %cن �&�'! )Dو( �$ ا����ء ������ان إذا و >'a إذا ;�ن  ∆(

:M�4K و $��
 �$ ا����ء �����C'K 
� >* أ�J� ن��از�)ا� ) ( )D ⊥ ∆  

( ) ( )D P′ )و⊃ ) ( )P′∆ ⊂  

( ) ( )D D′و�( ) ( )′∆ ∆�  

( ) ( )D′ ′⊥ ∆*6��( ) ( )D ⊥ ∆  

�ھ� �4�ن @�?��:Dأ [� ������ �إذا ;�ن �&�'!�ن ���از��ن >�ن ;+ �&�'!
.�B ا �] ا������  

"/$��3:  $4!�ABCD*��%ر : S!D W"أوBD DC= $4�� وI 


�C'�6(: ا��[ ]AB وJ 
�C'�6(: ا��[ ]AC وK  :)�6�


�C'ا�[ ]BC   

1( � ]4Y j9K��6.�.أ   
)%!$ أن )2 ) ( )DK IJ⊥  

   )1ا���اب
 S�I��ABC �6>* ا��I :)�6�

[ ]AB وJ :)�6�[ ]AC اذن

( ) ( )IJ BC�)1(  

 BCDا�S�I و >* 
�6���BD DC= وK  :)�6�


�C'ا�[ ]BC : اذن 

( ) ( )DK BC⊥)2(  

) )  V�6�&K أن:2) و($�1( ) ( )DK IJ⊥  

  ا��>)���ت و ا��>�/�ت ا��*�#�ة: .2
'K �)�ل %cن �&�'! )D+ �&��ى�دي ��( )P  ا�إذا و >'a إذا ;�ن �����

�ت ا�&��ى!'�&� [!" [�( )P :M�4K و ( ) ( )D P⊥  

)�4�ن �&�'!�@�?��ت و #+$ھ&�ت: )D )�د�� �+ �&��ى� )P  a'< إذا و

$k $!ط��'�� $!)إذا ;�ن ������ا �] �&�'! )P.  
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�ھ� �4�ن   Dأ ���دي �إذا ;�ن �&�'!�ن ���از�!$ >�ن أي �&��ى �
.�B ا ��� ��د��  

( ) ( )1 P∆ )و⊃ ) ( )2 P∆ ⊂ , ( ) ( )1D ⊥ )و  ∆ ) ( )2D ⊥ ∆   

W6� و( ) ( )D P⊥  

)K'�ل %cن �&��ىا��>�/�ت ا��*�#�ة: � )P ى��&� ���( )Q  إذا

:M�4K و �B ا ��� ��د�� �!'�&� ��ھDأ $�5( ) ( )D Q⊥  

 @�?��ت و #+$ھ&�ت:
•  �)إذا ;�ن �&�'! )D&��ى� ��� ��د��( )P  ن ;+ �&��ى ��ر�<

$�( )D ��� ��د�)�4�ن � )P.  

)إذا ;�ن �&��ى • )P � ��د�)�� �&��ى� )Q  $k �>�ن ;+ �&�'!

.�B ا ��� ��د��ھ� ��دي ��� �&�'!� ا��'�ط] �4�ن �Dأ  
إذا ;�ن �&��ى ��د�� ��� �&���!$ ��'�ط�!$ >�ن ھGا ا�&��ى  •

 �4�ن ��د�� ��� �&�'!� ا��'�ط].

"/$��4:   $4!�ABCD اه�C� �16ف� W.Y[ ]AC و[ ]BD ط��ن�'��

*<I$4�� .S ى��&�65* إ�� ا� Z ا����ء $� 
C'K( )ABC  S!1%

)�4�ن ) ( )SI ABC⊥  

1(  $!���&�د 5'�ط] ا�D( )SACو( )SBD $!���&�د 5'�ط] ا�Dو

( )SABو( )SDC .  

)15') أن  )2 ) ( )SI AB⊥$!���&)و%!$ أن ا� )SACو( )ABC .ان������  

3( �  ���KS�IABCض أن ا�E��
*< 
3SIو أن Bا�#او� = 

,1

4
BC =,2AB =,3CD = .  

� ا��Jم.�D M&Dأ SABCD    
  ا���اب:

���6 )أ)1�( ) ( )SAC SBD≠  ن 

a'6ا�S  ,A ,B ,CوD �!O
.
!Eا��&�  

 :�6���( )S SAC∈ 

)و )S SBD∈   

 �6��)و � )I AC∈  و( ) ( )AC SAC⊂ إذن( )I SAC∈   

  �6��)و � )I BD∈  و( ) ( )BD SBD⊂ إذن( )I SBD∈  

)إذن ا�&����ن  )SAC و( )SBD $!�C'6��9;�ن >* ا��S  وI .

)إذن ) ( ) ( )SAC SBD IS=∩   

 �6��)ب)� )S SAB∈ و( )S SDC∈  

  �6��)و � ) ( )AB SAB⊂ و( ) ( )DC SDC⊂ و ( ) ( )DC AB�.  

)إذن  )SAB  و( )SDC $� �� �و ��ازي  S��'�ط��ن >* �&�'!

 $!!'�&)ا� )AB  و( )DC.:'&ا� 
  .M&D �.�ھ6

2 �6��))أ)� ) ( )SI ABC⊥  و( ) ( )AB ABC⊂.  

)إذن  ) ( )SI AB⊥  

 �6��)ب)� ) ( )SI SAC⊂  و( ) ( )SI AC⊥  

)إذن ) ( )SI ABC⊥  ن�< W6� و( ) ( )ABC SAC⊥  

3(( ) ( )( )AB BC⊥  W6� �16ف و
 W.Y ا�D�&�ABCD   

)ھ*: ) ( ) 1
3 2 54

2 2 8

DC AB BC
S

+ ×+ ×
= = =  

� ا��JمBC( ن ار��5�W ھ� �D W6و�( SABCD :�ھ( )1

3
V S SI= ⋅ ×      

1أي:  5 5
3

3 8 8
V

 = ⋅ ⋅ = 
 

                                         

I.  :6�-ا��>��4 و ا��!��Zت ا�&�د�
: �&��Dت و �D�م %�F ا�
 W"* ا و�م ر%��Jا� , M�4�, ���ازي ا�&�C![ت, ا�E�'ر ا��Y�ا�

:*Kورا�� و ا��bوط ا�h�6  ا�

  
 "/$��5:$4!�ABCDEFGH .�4.� >* ا����ء�  

$4��I وJ $!��C'�6(�* ا��[ ]BC و[ ]FG .*ا���ا� ���  

)%!$ أن )1 ) ( )IJ HFB�  

)%!$ أن  )2 ) ( ) ( )HFB EJ PQ=∩  

S!D( ) ( ) { }HF EJ P=∩  

)و ) ( ) { }AI BD Q=∩  

)%!$ أن )3 ) ( )PQ FB� 

ا���Q�ر 
 6W�(ا�  

$4!�h 
�l  a!1ار��5ع ا��Y�ر و

�W5 و���bS .W5���� 
D�&�  

:
!.Kا��� 
D�&lSا� l h= ×  

:

 ا��4!D�& ا�
2T bS l h S= × +  

�1�:ا�bV S h= ×  

�ازي #

  ا��>,�5ت
$4!�L وl وh  ا���ا�* ط�ل ���

و ��ض و ار��5ع ���ازي 
  ا�&�C![ت.

:
!.Kا��� 
D�& ا�

( )2lS l L h= + ×  

:

 ا��4!D�& ا�

( )2 2TS l L h l L= + × + ×  

:�V ا��1 L l h= × ×  
.�*Eا��  

 $4!�
a ط�ل

�Dف 
.M�4  ا�
 
D�&ا�
:
!.Kا��� 

24lS a=  

:

 ا��4!D�&26TS ا� a=  

:�3V ا��1 a=  

  ا�K$م
ار��5ع ا��Jم β hو


   ا�'���ة.D�&�
:� ا��1

1

3
V hβ= ×  

6%  ر=�
� ا�و�c ا��&
$4!�a  *��%ر [�k ط�ل

.�h�6  ا و"W ا�

:
!.Kا��� 
D�&1 ا�

2lS l h= ×  

:�32 ا��1

12
V a=  

  ا��i$وط ا��ورا��
h وط�bا��وراK* ار��5ع ا�
eو SH=.  
 :
!.Kا��� 
D�& ا�

lS R hπ= ×  

:� ا��1
2

3

R h
V

π ×=  
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���6)1ا���اب:  �I :)�6�[ ]BC وJ :)�6�[ ]FG  و

�6���( ) ( )BF IJ� أن �)و % ) ( )BF HFB⊂  ن�<( ) ( )IJ HFB� و

  ھGا ھ� ا��C�ب.
2�6���(( ) ( )EJ EIJ⊂ و( ) ( )AI EIJ⊂ ن )( ) ( )AE IJ�  W6� و

a'6ا�A ,I ,E  وJ (
!Eا���ا a'K  

)إذن )P EIJ∈ و( )Q EIJ∈ )( )Q AI∈و( )P EJ∈ اGو ھ (

)��6* أن  ) ( )PQ EIJ⊂ )1�6��
 أ�Bى �J" $� (( ) ( )HF HFB⊂  و

( ) ( )BD HFD⊂ن )( ) ( )DH BF� a'6ا� W6و�D,H وF .(
!Eا��&�  

)إذن )P HFD∈ و( )Q HFD∈  6* أن��ا Gو ھ

( ) ( )PQ HFD⊂)2أن �% (( ) ( )HFD EIJ≠) $�) 2) و (1>�ن ( (

( ) ( ) ( )HFD EIJ PQ=∩  

3�6���(( ) ( )BF IJ� و( ) ( )IJ EIJ⊂ و( ) ( )BF HFD⊂ 

)و ) ( ) ( )HFD EIJ PQ=∩ إذن( ) ( )PQ FB�.  

 "/$��6:$4!�ABCD$4�� و W"* أو�ر%�I 
�C'�6(: ا��[ ]BC 


 ′Bو�e��B 
C'6�� 
.&6��%D.  
2( .�.��6� ]4Y j9Kأ  
)%!$ أن )3 ) ( )CB AID′ �  

4( $!���&�د 5'�ط] ا�D( )AID و( )AB C′ . 

  )1ا���اب:
2��
 �6I ن)��C'�6(: ا��[ ]BC وB′ 
�e��B 
C'6�� 
.&6��%D.  

]�D :)�6إذن  ]BB′  

 W6� و( ) ( )ID B C′�  �6��)و � ) ( )ID AID⊂  

)إذن  ) ( )CB AID′ �  

3 �6���(( )A AID∈ و( )A AB C′∈ و( ) ( )AID AB C′≠  

 $!���&)إذن ا� )AID و( )AB C′ �� $� �� �  .A'�ط��ن >* �&�'!

)و %� أن  ) ( )ID AID⊂ و( ) ( )B C AB C′ ′⊂.  

)و أن  ) ( )B C ID′ �  

 $!���&)>�ن ا� )AID و( )AB C′  $� �� �و ��ازي A��'�ط��ن >* �&�'!

( )B C′  و( )ID.  

 "/$��7:$4!�ABCDEFGH . �.�4�  

$4��I ,J وK [C'�6(��ت ا��[ ]AB ,[ ]EF و[ ]GH.*ا���ا� ���  

1( a'6أن ا� $!%B  ,C ,J وK .
!Eا��&�  

. Kو I  ,B ,H%!$ أن  )2!Eا��&�  
)%!$ أن )3 ) ( )IH KB�.  

)ا��V�6 أن  )4 ) ( )IH JKC�. 

  ا���اب:
1 [%���EFGH  �6)>* ا��I:)�6� [ ]AB وK 

:)�6�[ ]GH إذن( ) ( ) ( )EH JK FG� �  

� أن ��K و( ) ( )FG BC� إذن( ) ( )JK BC�  

 a'6ن ا��< W6� وB  ,C ,J وK .
!Eا��&�  
2 �6���(( ) ( )AB EF� و( ) ( )EF HG� إذن( ) ( )AB HG�  ن�< W6� و

  a'6ا�A  ,B ,G وH .
!Eا��&�  

 �6��]و � ]I AB∈ و[ ]K HG∈.  

 a'6إذن ا�I  ,B ,H وK �&�.
!Eا�  

3(AB HG= وI :)�6�[ ]AB وK :)�6�[ ]GH  إذن

IB HK=.  
� أن ��K و( ) ( )IB HK�  

)���ازي أk[ع و �W6 >�ن IBKHإذن ا��%��*  ) ( )IH KB�  

4 a'6�6 ا����(B ,C وI .
!Eا��&�  
 �6��)و � ) ( )BK JCK⊂ و( ) ( )IH BK�  

)إذن ) ( )IH JKC�.  

 "/$��8:$4!�ABCDA B C D′ ′ ′   ���ازي �&�C![ت.′
Aو ��ABCD;#ي ا�&�O′ $!�!Cو Oو ��$4 B C D′ ′ ′   ��� ا���ا�*. ′

1( .�.��6� ]4Y j9Kأ  
2( a'6أن ا� $!%A  ,A′ ,C وC′ .
!Eا��&�  


. ′Dو B  ,B′ ,D%!$ أن !Eا��&�  
)!$ أن % )3 ) ( ) ( )AA C BB D OO′ ′ ′=∩  

)%!$ أن )4 ) ( ) ( )OO AA BB′ ′ ′� )و � ) ( ) ( )OO CC DD′ ′ ′� �. 

  )1ا���اب:
2 +!C�&AA)>* ا� B B′ ′ �6���( ) ( )AA BB′ ′� )1(  

 +!C�&BB>* ا� CC′ ′ �6���( ) ( )BB CC′ ′� )2(  

)) V�6�&K أن 2) و ($�1 ( ) ( )AA CC′ ′�  

a'6ن ا��< W6� وA  ,A′ ,C وC′ .
!Eا��&�  

 K.!$ أن:'��Cا� Q�6% و ( ) ( )BB DD′  WB  ,B′ ,D >�ن ا�a'6 و �6 �′


. ′Dو!Eا��&�  

3�6���(O +!C�&)إذن ��ABCD;# ا� )O BD∈  و

W6�( )O BB D′∈ وO′ +!C�&��A;# ا� B C D′ ′ ′ )إذن ′ )O B D′ ′ و  ∋′

W6�( )O BB D′ ′∈  

)ادن  ) ( )OO BB D′ ′⊂ )α(  

 �6���O #;�� +!C�&)اذن ABCDا� )O AC∈ W6� و( )O AA C′∈ 

��A;# ا�&�O′ +!Cو B C D′ ′ ′ )إذن ′ )O A C′ ′ و  ∋′

W6�( )O AA C′ ′ ′∈  

)إذن  ) ( )OO AA C′ ′⊂ )β(  

�6��) و � ) ( )AA C BB D′ ′≠ )A  ,A′ ,B ,B′ ,CوD O a'K �!

!Eا��&�
.(  
)W6� وα)و (β:أن V�6�&K ( ( ) ( ) ( )AA C BB D OO′ ′ ھGا ھ� ∩=′

  ا��C�ب

4 �6���(( ) ( )BB AA′ )و  �′ ) ( )AA AA C′ )و ⊃′ ) ( )BB BB D′ ′⊂  

)و ) ( ) ( )AA C BB D OO′ ′ ′=∩   

)إذن  ) ( ) ( )OO AA BB′ ′ ′� �  

:
'��Cا� Q�6% و  
( ) ( )DD CC′ )و  �′′ ) ( )DD BB D′ )و ⊃′ ) ( )CC ACC′ ′⊂  

)و  ) ( ) ( )ACC BB D OO′ ′ ′=∩  

)إذن ) ( ) ( )OO CC DD′ ′ ′� �.  

 "/$��9:$4!�ABCDو ��%��E  :S!D ا����ء $� 
C'K
( ) ( )AE ABC�  

a'6ا�I ,J وK [C'�6(��ت ا��[ ]EB ,[ ]AB و[ ]DC  

)!$ أن% )1 ) ( )IJ ADE�.  
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)%!$ أن   ) ( )IJK ADE�.  

)%!$ أن )2 ) ( )JK ABE�.  

3(  $!���&�د 5'�ط] ا�D( )ABEو( )AIK. 

���6 >* ا�S�I )1ا���اب:�ABE  

I :)�6�[ ]EB وJ :)�6�[ ]AB اذن( ) ( )IJ AE�  

 �6��)و � ) ( )AE ADE⊂  

)إذن  ) ( )IJ ADE� )1(  

  و �W6 ا��C�ب.
 �6���K �6�:)[ ]DC  

)إذن  ) ( ) ( )JK AD BC� �  

)و ) ( )AD ADE⊂ اذن( ) ( )JK ADE� )2(  

))  V�6�&K أن:2) و(1إذن( ) ( )JIK ADE�  

  و �W6 ا��C�ب.
2 �6���(( ) ( )AE ABC⊥  

)و ) ( )JK ABC⊂ إذن( ) ( )AE JK⊥  

 �6��)و � ) ( )JK AD� و( ) ( )AD AB⊥  

)إذن  ) ( )JK AB�  

)و �W6 >�ن  )JK  ��دي ��� �&�'!!$ ��'�ط�!$ ھ�( )AB  و)AE

$ ا�&��ى k( )ABE  

)إذن  ) ( )JK ABE⊥  

3�6���(( ) ( )AIK ABE≠  )( )E ABC∉(  

 �6���( )A ABE∈ و( )A AIK∈  

)و ) ( )EB ABE⊂ إذن( )I ABE∈  ن )( )I EB∈(  

 �6���( )I AIK∈  

W6� و( ) ( ) ( )AIK ABE AI=∩.  

  
  ا�K; ا��رس
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 الإحصاء
 I -مصطلحات و تعاريف   

    : الساآنة الإحصائية-1   
        الساآنة الإحصائية هي المجموعة التي تخضع لدراسة إحصائية                                  

  .   وآل عنصر من هذه المجموعة  يسمى فردا أو وحدة إحصائية                                     
     ميزة إحصائية أو المتغير الإحصائي:

.فهي آمية أو آيفية, ميزة إحصائية هي الخاصية موضوع الدرس                                               
  . هي التي تترجم عدديا  ميزة آمية 

               أمثلة     القامة-  المحصول الفلاحي-  استهلاك الماء.........
  . ترجم إلى عدد هي التي لا ت ميزة آيفية 

              أمثلة    فصيلة الدم -  الجنس...............................
    ملاحظة:  الميزة الكمية فهي متقطعة فتأخذ قيما أو متصلة فيعبر عنها  بالأصناف.

   2- الحصيص و الحصيص المتراآم – التردد و التردد المتراآم
   :الحصيص  

  فيها القيمة  هو العدد المرات لتي تتكرر  ) Iiأو الموافق الصنف ( xiفق لقيمة الميزة الموا ni الحصيص      
     xi  )لصنف إلى ا تنتمي  هو عدد القيم التي أوIi (  

   :الحصيص المتراآم  
   Ni هو العدد ) Ii أو الموافق الصنف ( xiالموافق لقيمة الميزة الحصيص المتراآم      

     Ni=n1+n2+n3+..................+ni       حيث                                                                                   
  xiتساوي   هي حصيصات القيم التي أصغر أو ..........ni وn2و  n1  حيث   

  :الحصيص الإجمالي    
   ات هو مجموع جميع الحصيصN الحصيص الإجمالي                 

    :التردد 

iهو العدد Ii أو الصنف xi الموافق للقيمة الميزة fi    التردد               
i

nf
N

=      

  1جميع الترددات يساوي     مجموعظةملاح 
   Fi=f1+f2+......fi         هو Ii أو الصنف xiالموافق للقيمة الميزة  Fi التردد المتراآم 

  :ويةالنسبة المئ
   التردد الموافقfiحيث     Pi=100fi   هي  Ii أو الصنف xi الموافق للقيمة الميزة Pi        النسبة المئوية 

   Ii   أو xi لـ         
) مجموعة الأزواج - );i ix n تسمى متسلسلة احصائية حيث  in الحصيص الموافق للقيمة ix  

 أ- ميزة آمية متقطعة
 مثال2

 نعتبر الكشف التالي الذي يعطينا معطيات إحصائية حول عددالغرف في منازل أحد الأحياء
3 4 2 2 3 1 5 2 4 3 
5 6 2 3 4 2 2 2 3 4 
2 2 2 1 3 3 3 4 2 1 
2 1 2 2 3 4 5 2 3 1 
3 3 2 2 2 5 6 1 2 2 
3 3 2 2 1 2 3 2 2 2 
4 3 1 3 3 2 2 1 5 4 
3 3 4 4 2 2 2 2 1 2 
4 2 2 1 2 3 3 3 3 2 
3 3 3 2 2 2 2 1 1 6 
5 3 1 3 3 3 2 1 5 4 
2 3 2 4 3 2 4 2 1 2 
4 1 2 1 2 3 2 3 3 3 
3 1 3 2 2 2 2 1 1 4 
2 2 2 1 3 3 3 4 2 1 
1 2 2 2 3 2 5 2 3 1 
3 3 2 2 2 5 6 1 2 2 
3 2 2 1 1 2 3 2 2 2 
3 2 1 4 3 2 2 1 5 4 
2 3 4 4 2 3 2 3 1 2 

  200إذن الحصيص الإجمالي هو.  وحدة إحصائية200يعطينا هذا الكشف معلومات تهم ساآنة احصائية تتكون من
)ميزة آمية متقطعة(  الميزة المدروسة هي عدد الغرف   
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1 هو الحصيص الموافقللقيمة 31 مرة نقول إن 31 يتكرر1نلاحظ أن العدد   
 يحتوي على قيم : و ذلك بتنظيم المعلومات على الشكل التالي انطلاقا من هذا الكشف يمكن تكوين جدول إحصائي 

xi و حصيصات موافقة لها، و ترددات موافق لها  مرتبة ترتيبا تزايديا.  
  xi  1  2  3  4  5  6قيمة الميزة 

  niالحصيص 
  31  81  53  21  10  4  

الحصيص 
  Ni  31  112  165  186  196  200المتراآم 

  fiالتردد 
  

 
0,155 

 

 
0,405  

 
0,265  

 
0,105  

 
0,05  

 
0,02  

  Fiالتردد المتراآم
 

0,155 
  

 
0,56  

 
0,825  

 
0,93  

 
0,98  

 
1  

  . رغم ما تمتاز به الجداول من الدقة فإنها لا تعطينا فكرة واضحة و سريعة عن  الظاهرة التي نحن بصدد دراستها
   لذا نعمد إلى تمثيل الجداول الإحصائية مبيانيا

   التمثيل المبياني للحصيص
    

 
 
 
 
 
 
 
 
 

                         
 

 مخطط عصوي للحصيص
 بنفس الطريقة نمثل الحصيص المتراآم و التردد و التردد المتراآم

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                    
  ب- ميزة آمية متصلة

   مثال1
في نقط مختلفة ) مبالدره(    الكشف التالي يتضمن معطيات إحصائية تتعلق بثمن نفس الكمية من منتوج فلاحي 

.للبيع  
45 80,5 46 41,5 41 51 20 40 84 43 
41 32,5 54 43 21,5 69 61,5 37,5 82 67 
48 84 56 70,5 58 25 44 70 32,5 43 
64 68 51 75 43 81 50 48 86 60,5 
29 48 59 74 48 30,5 56 58 49,5 33,5 
34 53 53 42 28 59 67 72 77 45 
60 55,5 33 63 44,5 34,5 38,5 56,5 44 51 
53 78,5 38 38 25,5 62,5 77,5 57 67 47 
34 55 67 69 31 37 44 47 51,5 58 
55 49 34 44 37,5 74 56 37 72,5 67 

0
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الميزة المدروسة ثمن المنتوج .  وحدة إحصائية 100  يعطينا هذا الكشف معلومات عن ساآنة إحصائية تتكون من 
 الفلاحي 

كرار آبير للمعلومات  نلاحظ أنه ليس هناك ت  
  لتبسيط الدراسة نعمد إلى تجميع المعلومات في مجالات لها نفس السعة تسمى أصنافا.

  و بذل دراسة جميع قيم الميزة نختار في آل صنف قيمة وحيدة هي  مرآز الصنف و تسمى قيمة الصنف.

]  قيمة الصنف  [;a b هي 
2

a b+
  

  10  في المثال الذي لدينا يمكن تجميع المعلومات في مجالات سعته
] فنحصل مثلا على الصنف    25 قيمة هذا الصنف هي 30;20]

  ميزة آمية متصلةنقول في هذه الحالة ان الميزة المدروسة 
 

 التردد
if  

 الحصيص
المتراآم iN  

 الحصيص
in  

قيمة 
 ixالصنف

 الصنف
[ [1;i ia a−  

0,06 6 6 25 [ [20;30  

0,14 20 14 35 [ [30;40  

0,24 44 24 45 [ [40;50  

0,22 66 22 55 [ [50;60  

0,12 78 12 65 [ [60;70  

0,10 88 10 75 [ [70;80  

0,12 100 12 85 [ [80;90  

  التمثيل المبياني للحصيص
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 مدراج للحصيص
  ………………… بالمثل نمثل التردد و الحصيص المتراآم

   صفة عامة  
عندما تأخذ الميزة الإحصائية عددا آبيرا من القيم  فإننا  نغطي مجموع هذه القيم بمجالات تسمى         

أصنافا     [ [ [ [ [ [1 0 1 2 1 2 1; ; ......... ;n n nI a a I a a I a a−= = =  

iI الحصيص هو عدد الوحدات التي تأخذ فيا الميزة قيمة تننتمي إلى  الصنف مز له بـ و ير in  

) مجموعة الأزواج  );i iI nتسمى متسلسلة معبر عنها بالأصناف .  

   ميزة آيفية–ج  
   فردا180 نعتبر الكشف التالي الذي يحتوي على فصيلة الدم لـ 3مثال

  O فصيلة 30    و  AB فصيلة50 و B فصيلة 40 و A فرد  الفصيلة 60    آما يلي
     الجدول الإحصائي    

  A  B  AB  O  الميزة
  30  50  40  60  الحصيص

iα  120 80  100 60 

                
360
180i inα =  
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  المخطط الدائري     
  
  

 
 

  II - وسيطات الوضع   
   المنوال -1  
  تعريف   

  .      منوال متسلسلة إحصائية هو آل قيمة أو صنف أو نوع له أآبر   حصيص
  أمثلة     

   منوال للمتسلسلة الإحصائية2:    السابق 1     في المثال 
]:    السابق 2     في المثال    منوال للمتسلسلة الإحصائية50;40]

   منوال للمتسلسلة الإحصائيةAالفصيلة :    السابق 3     في المثال 
   القيمة الوسطية-2   

   تعريف -أ       
نصف وحدات الساآنة :  عدد حقيقي يحقق الخاصية التالية M      لتكن متسلسلة ذات ميزة آمية و 

    و نصف وحدات الساآنة  Mالميزة قيمة أصغر من  أو تساوي الإحصائية على الأقل تأخذ فيها  
  M   الإحصائية على الأقل تأخذ فيها الميزة قيمة أآبر من  أو تساوي 

  مثال     
   الجدول التالي يعطي النقط التي حصل عليها تلاميذ  أحد الأقسام     

 16 12 11 10  8  7  2     النقطة
  1  2  5  4  5 10  3  الحصيص
الحصيص 

  لمتراآما
3  13 18 22 27 29 30 

  
و أآثر من نصف عدد التلاميذ حصلوا . 8   نلاحظ أآثر من نصف عدد التلاميذ حصلوا على نقطة أصغر من  أو تساوي 

     8على نقطة   أآبر من أو تساوي 
  . لهذه المتسلسلة الإحصائية قيمة وسطية8   إذن العدد 

   مبرهنة-ب    
لتي حصيصها المتراآم أآبر من أو يساوي نصف الحصيص الإجمالي هي قيمة قيم الميزة ا        أصغر

  .وسطية في متسلسلة غير   معبر عنها بالأصناف
  مثال     

     في المثال السابق لدينا 
30 15

2 2
N

=   8 هي15 و أصغر قيم الميزة التي  حصيصها المتراآم أآبر من أو يساوي =

  مة وسطية قي8    إذن العدد 
   مبرهنة-ج  

]        لتكن  [( )1; ;i i ia a n−متسلسلة معبر عنها بالأصناف و iN الحصيص المتراآم الموافق لصنف

[ [1;i ia a−.  

   M    القيمة الوسطية لهذه المتسلسلة الإحصائية هي القيمة 

)   المحددة    بـ     )
1

1 1
2 k

k k k
k

N N
M a a a

n

−

− −

−
= − +  

1 هو العدد الصحيح الطبيعي الذي يحقق       k      حيث  2k k
NN N− ≤ 0نأخذ      (≻ 0N = (   

] يوافق kN ملاحظة   [1,k ka a−             kn يوافق [ [1,k ka a−  

 
 
 
 
 
 
 
 

www.adirassa.com



مثال    
    

 الحصيص
المتراآم iN

الحصيص
in  

 الصنف
[ [1;i ia a−

6 6 [ [20;30  

20 14 [ [30;40  

44 24 [ [40;50  

66 22 [ [50;60  

78 12 [ [60;70  

88 10 [ [70;80  

100 12 [ [80;90  

 

   لدينا   
100 50

2 2
N

= 44     و = 50 66≤ ≺                      )   166 44k kN N −= = (  

]  موافق لصنف 66   الحصيص المتراآم  [50;60  

] موافق لصنف 22 الحصيص    [50;60  

)      إذن  ) 50 44 58060 50 50
22 11

M −
= − + =  

   المعدل الحسابي-3  
 أو قيمة ( ة  هو قيمة الميز xiإحصائية حيث   متسلسلة(xP;nP) (x1;n1);(x2;n2)..........;لتكن    تعريف      

  . xiهو الحصيص الموافق لـ    ni و ) Iiالصنف 
        الوسط أو المعدل الحسابي هو العدد 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

..............

.........................
p p

p
X
x n x n x n x n
n n n n

+ + + +
=

+ + + +
 

 )  نأخذ الأمثلة السابقة   ( أمثلة   
  خاصية 
أخرى  لمتسلسلة  المعدل الحسابيx' و N لمتسلسلة حصيصها الاجمالي المعدل الحسابيxلتكن      

  N'حصيصها الاجمالي

  المعدل الحسابي للمتسلسة المكونة من تجميع المتسلسلتين هو 
' '
'

N x n x
N N
+
+

  

  III – وسيطات التشتث  
  نشاط تمهيدي - 1

   تلميذا في مادة الرياضيات20      يعطي الجدولان التاليان نقط 
  . و الفرنسية
  الرياضيات

  15  14  13  12  11  10  9  8  النقطة
  4  2  2  2  5  3  1  1 الحصيص

  
  الفرنسية

  20  19  18  17  16 15 14 12 11 10 8 7 5 2  النقطة
  1  1  1  2  1  1  2  1  3  1 2 1 2 1 الحصيص

  )   المعدل الحسابي– القيمة الوسطية –المنوال ( حدد وسيطات الوضع
   لاحظ أن لهما نفس وسيطات  الوضع    

     أنجز مخططا عصويا لكل منهما
 

فالنقط التي حصل عليها التلاميذ في .   رغم أن لهذين المتسلسلتين نفس وسيطات الوضع إلا أنهما يختلفان   جذريا
20 و 2 في حين نلاحظ تشتت نقط الفرنسية بين 11القيمة الرياضيات تتجمع حول    
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  يبين هذا أن وسيطات الوضع غير آافية لإعطاء نظرة آاملة علىمتسلسلة إحصائية ، وهذا ما يتطلب أخرى تسمى 
 وسيطات التشتت

  2- الانحراف المتوسط
     تعريف

)    الانحراف المتوسط لمتسلسلة إحصائية  )1;i i i p
x n

≤ ≤
    هو العدد

    
1

1 1 2 2 ................

i p

i i
i

p p

n x x

N
n x x n x x n x x

N

ρ

ρ

=

=
−

=

− + − + −
=

∑
  

  . الحصيص الإجماليN المعدل الحسابي و x  حيث 
    نأخذ النشاط السابقمثال  

  الرياضيات   
  ix  8  9  10  11  12  13  14  15  النقطة

  in  1  1  3  5  2  2  2  4الحصيص

ix x−  4  3  2  1  0  1  2  3  

  

            
4 3 6 5 0 2 4 12 1,8

20Mρ
+ + + + + + +

= =  

,4  بالمثل بالنسبة الفرنسية نحصل  2Fρ =  

M  نلاحظ  Fρ ρ≺شتتا من  و هذا يبين أن النقط الرياضيات أقل ت  
   نقط الفرنسية

   الانحراف الطرازي و المغايرة-3 
  تعريف  

)مغايرة متسلسلة إحصائية       )1;i i i px n ≤ )  هو العدد               ≥ )
2

1

1 p

i i
i

v n x x
N =

= −∑  

vσ    الانحراف الطرازي لهذه المتسلسلة هو  =  
     ملاحظة  

 *      2 2

1

1 p

i i
i

v n x x
N =

 
= −  
 
∑  

  .الصنف قيمةixإذا آانت المتسلسلة معبرا عنها بالأصناف فنعتبر      * 
  مثال    

        المثال السابق
  الرياضيات      

  ix  8  9  10  11  12  13  14  15النقطة

  in 1  1  3  5  2  2  2  4الحصيص

( )2
ix x−  16 9  4  1  0  1  4  9  

  
        2 1,1 ; 4, 4M Mvσ = =  
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ع ا�����ك
 درس ا����ء

 

1/6 – 3/2017 

  الإحصاء

 

  ا���ص و ا���ص ا���را�م )1

 

 

 

8_9_10_8_11_10_10إذا ا���ر�� ����� ا���ط :  ���ل:  

  2ھو  8و  �ض  3ھو  10��ص  �

  ��دة �� �$�) ��ك ا���م &! $دول ���% $دول ا�����ت �����!: �

 ) 1($دول                   

 

 

 

 

  

  

   6=2+1+3ھو  10ا���ص ا���را�م ا��زا�دي ������  ���ل:

  

) 2($دول   

 

 

 

 

 

����ات ا�� ���� ���� ا���ة ���� ����� ��ا ا�  ���# "�� ھ  ��د ا

  

] ���ل:&! ا����ل ا����ق إذا ����0 ا���ط إ�% ��0�ن : ]و8,10] &5ن �دد ا���ط ا���0��4 أو ا�����و��,ا��!  10,12]

]ا���ف ����! إ�%  ].و��ص ا���ف 3ھو  8,10]   ھو : ..... 10,12]

 

 

 

 

 

 

���$�ر ��' �&% ا(�� ���ات ا� ���# ���� ھ  ��د ا

  11  10  9  8  8�م ا���زة

          ا���ص

. ���* ��ا6- ا��ا5�ي $��� *�3�� ھ  *�2 ع ������ و �����ت /��. ا$�- ا,"+�� ا��7# ا

  8ix  8  9  10  11��� ا���زة 

          inا�����ت 

          ا�����ت ا���را��� �زا�د��

          ا�����ت ا���را��� ���8���

www.adirassa.com



 

 ا��
ع ا�����ك
 درس ا����ء

 

2/6 – 3/2017 

  

 ا��ردد و ا��ردد ا���را�م )2

 

 #��7�دد ���� أو "�� *��ة ھ  ��رج ھ�ه ا$��� أو ا��� �&8 ا�
�  ا�/��

��ص ا�����  inھو ا���ص ا9$���! و ��ن  Nإذا ��ن ix  5ن �ردد&ix  ھو ا�:ددi
i

n
f

N
=  

  

     ا�$دول :���ل: ���ن ا�������� ا9��;�� ا������ &! 

  )3($دول                        

  ا������ �����ور��  ا<و�% �����ور��  ا�$ذع ا��>�رك  ا����و��ت

  6  8  12  �دد ا<��8م

        ا��رددات

  

  

 

 

 

�ا6- ا��ا5�ي $��� *��ة ھ  *�2 ع ���دد ا��دد ھ�ه ا$��� و /��. ��ددات ا$�- ا,"+�  ا�
���*  

  

  ھو ......... 9ا���را�م ������  ھو ...... إذن ا��ردد 9ھو ......و�ردد  8,�ردد ا�����  ���2ل: &! ا�$دول 

  

 ا����� ا��;و�� )3

  

3�د  �5 <�3�م  aا�<=� ا�* ��د @�� 83�د  bإ100ھ  ا
a

b
×  

  

  

' ب  �*�$��� أو "�� *��ة ھ  /�اء ��دد ھ�ه ا$��� أو ا��� �� *>� و 5 �5 <��ip  ��5ا�<=� ا و 

100i ip f= ×  

  

  

  .286382) ھو 2005/2004(����� ا�$��:��  : �دد ا�ط��� ���$��:�ت ا��?ر������1ل 

  .�64559دد ا�ط��� �>:�� ا�:�وم و ا������ت ھو 

  ا����� ا��;و�� �ط��� >:�� ا�:�وم و ا������ت ھو .................أي .........

  

$�- و أ"��ف *��ة إ�����C 5<�وي  �5 <�*�2 ع ا�<E ا
100  

 ��Cددات 5<�وي دا�� 1*�2 ع ا
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 إ��;��:��:دل ا����! �������� ا )4

 

��� ��زة ���� و 8�م A�ر �$�:�.  

  

 ��Cإ��� �&>&>�� �F�>73�ل ا�1ا 2, ,......., nx x x  د�3 ��x :J, ھ  ا
1 2 ..... Nx x x

x
N

+ + +=   

 

3�ل���<&<&� إ�����C   ا �F�>7)ا ) ( ) ( )1 1 2 2, ; , ;.........; ,p px n x n x n  د�3 x,ھ  ا

J�� 
1 1 2 2

1 2

......

.......

p p

p

n x n x n x
x

n n n

+ + +
=

+ + +
  

 

  D4ل أ��وع. ���mmل: ���ل ا�$دول ا����! �����س ا<�ط�ر ب 

�����س ا<�ط�ر 
i

x  70  28  49  

  �in  1  2  4دد ا<��م 

�ث:  �x:دل �����س ا<�ط�ر D4ل ھذا ا<��وع ھو �  

                                                                 ........................................x =  

x  ��C��/إ �&>&>�� �F�>73�ل ا�: ا

1 1 2 2 .......... p px f x f x f x= + + +  

 

  ���ل: ���ل ا�$دول ا����! �دد ا����و��رات ا��! 8ط:�F ��;ق ���رة �ب ا��ر�� ا����و��ر��.

ا��ر�� 
i

kmx
h

  
60  90  100  120  

  0.05  0.35  0.45  0.15  ا��رددات

  

  ............................................................. أي ................ �:دل ا��ر�� ھو :

  

��� ��زة ���� 8����F أ���ف (�$�Gت �ن ℝ (  

  

 K(L��<&<&� إ�����C ��- *����� أ"��ف *M ا �F�>73�ل ا�]ا [1
,

i i
a a 3�د  + x :J�7Fھ  ا

1 1 2 2

1 2

.........

.........

p p

p

n c n c n c
x

n n n

+ + +
=

+ + +
   J��  :ic  �6�]ھ  * [1

,
i i

a a 1و      +

2

i i
i

a a
c ++=  

  p   د ا,"��ف  و�]ھ  ���# ا���  inھ  � [1,i ia a +.  
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  .���cmل : ا�$دول ا����! �:ط! �وز�) ��D�ذ �8م �ب F����8م ب

]  cmا�����ت ب  [130,140  [ [140,150  [ [150,160  

  10  12  8  ا�����ت

    

  

                                           ........................................x = 

 

x ,��Cإ��� �&>&>�� �F�>73�ل ا��دد ا��� if ا�[ [1
,

i i
a a ��6 ھ�ا ا���.     icو +*  

                                             1 1 2 2 ..................... p px f c f c f c= + + +                                                           

 

 

5( .��;�� و�ط ������� إ

  

 NOP ��� M�C�/ 8وQR *�<&<&� إ�����C ھ� K6 ���� ��2ء ��- ھ�ه ا��<&<&� إ
.#��7  ا

 

  

 ��)6�R M�� إ�����C ������ ا�/��N .( ���* �5و�>���ار ا(� .* ) �=��  و ����� *

��=�  Nإذا �6ن  ��F دة / ��د��WR � �5 ھ  ا$��� ا�
1

2

N +
. 

��=�  زو/�� � N ��WRإذا �6ن  ��F Mد�� / ��د *�7 ر M�F ا$����M ا� K6  ھ
2

N
و  

1
2

N +.  

  

  

�ث: Bو���Aل:  ���ن ��������ن إ��;���ن �  

A  :12_14_14_14_16_18_18  

B:17_17_25_36_36_40_40_40_45_80  

•  ��������� �������A ا��و$ودة ���ر��� ���ھو ا�� �Fص ا9$���! ھو .... (�دد ....... ) إذن و�ط��, ا�
 ... أي ....

•  ��������� �������B ن أن ��4ذ ا�و�ط ھو �:دل���ص ا9$���! ھو .... و ھو �دد .......... إذن ��, ا�
 ....( 8��� ا�ر��� ....) و ......(8��� ا�ر�� ....) أي  .... و�ط �Fذه ا��������.
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 ا���ف ا���وا�!. –ا���وال  )6

  

 ��� أ6= ���� K6  ھ ��Cال *�<&<&� إ��� �*
 #���  

 

 

  

)���ل: ا�$دول ا����! �:ط! �وز�) �ط�ت اGر��د ا�$و�� �ب در$� ا�رارة  )deg ré Celsus  

ا�در$�ت 
i

x  7− o
  5− o

  4− o
  0o

  2o
  6o

  8o
  

  in  1  6  3  1  6  1  2ا�����ت

ظ أن ��ل �ن ا������ن .... و .... أ��ر ��ص .   Gن  .... و ....إGذه ا�������� ��واF�& ذن  

  

 #��� �' أ6= ��" K6  ھ ��Cإ��� �&>&>�� �  "�� *� ا

  

  

: %�� D�� ل�  ���ل: إذا $�:�� ا��:ط��ت ا������ &! أ���ف �

]  ا<���ف [7, 3− −  [ [3,1−  [ [1,5  [ [5,9  

          ا�����ت

]... ھو أ��ر ��ص &5ن ا���ف ��� أن .   ھو ا���ف ا���وا�! ا�و�د �Fذه ا�������� . ....,....]

  

 ا��?��رة )7

  

 ,��Cة *�<&<&� إ����5�+*( ) ( ) ( )1 1 2 2, ; , ;.........; ,p px n x n x n  د�3 V :J�7Fھ� ا

2 2

1 1 2 2

1 2

...........

.............

p p

p

n x x n x x n x
V

n n n

− + − + +
=

+ + +
    .*x .�&>&>����ه ا �F�>73�ل ا�  ا

 

  ���ل: �:��ر ا�������� ا9��;�� ا��:ر&� ���$دول:

  8ix  2  3  6  7��� ا���زة   

  in  6  4  2  3ا�����ت  

ixا���م  x−  
        

ا���م 
2

ix x−  
        

  

x ............ : ذه ا�������� ھوF� !���  ا��:دل ا�

�ث:   �V?��رة ھذه ا�������� ھ! �  

                                                          ..........................................V = 
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راف ا�طرازي )8�Gا 

  

 ����5�+* ��Cإ��� �&>&>���ازي W7�اف اPYاV  د�3σ   J�7Fھ  ا

Vσ = 

 

V.....���ل:  &! ا����ب ا����ق ,  راف ا�طرازي �Fذه ا�������� ھو   =�Gاσ  ث�.....σ σ.....أي  = ≃  
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  الاحصاءملخص لدرس:   : 10مذكرة رقم  
  : الدرسالقدرات المنتظرة من و الأھداف 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  تعریف للإحصاء: 
  الإحصاء علم یھتم بجمع و تنظیم ظواھر عدیدة قصد التخطیط الجید  بعیدا عن الصدفة.

ن فترة زمیة الى أخرى بعملیة الاحصاء طبعا احصاء كل شئ حیث لدراسة ظاھرة أیا كانت اجتماعیة أو اقتصادیة أو سیاسة تقوم الدولة م
  عدد السكان (كل الفئات العمریة) مثلا المحاصیل الزراعیة عدد النوادي .......

  وقد ساھم التطور الھائل في مجال الاعلامیات في تطویر وتقویة ھذه العملیات الحسابیة ....................
م بتجمیع المعلوت وبعد ذلك تنظیمھا في جداول احصائیة ثم نمثلھا لكي تعطینا فكرة واضحة وسریعة عن اذن لدراسة ظاھرة ما أولا نقو

  الظاھرة بحیث یسھل تحلیلھا والتخطیط المستقبلي لھا ولنتائجھا .

I. تنظیم المعلومات ومصطلحات احصائیة 
 میزة إحصائیة متقطعة::1مثال

  رك علمي في فرض من الفروض:الكشف التالي یعطینا نقط  تلامیذ الجذع مشت
9 8 10 12 10 8 15 18 16 15 12 12 10 10 9 8 15 12 8 10                    

  الاصطلاح الإحصائي:
 الساكنة الإحصائیة: ھي المجموعة  " أو العینة " التي تخضع للدراسة. في ھذا المثال :ھي مجموعة تلامیذ الجذع مشترك علمي  
 ال :ھو كل تلمیذ من  مجموعة تلامیذ الجذع مشترك الوحدة الإحصائیة: كل عنصر من ھذه المجموعة یسمى وحدة إحصائیة  ھذا المث

  علمي
   المیزة الإحصائیة: ھي الظاھرة المراد دراستھا و ھي نوعان: كمیة أو كیفیة. ھذا المثال :ھي النقطة  وھي میزة كمیة  
o  الوزن.....) -العرض  –المیزة الإحصائیة الكمیة ھي المیزة المعبر عنھا بعدد (الطول  
o فصیلة الدم ......) –الكیفیة ھي التي لا یمكن التعبیر عنھا بعدد ( اللغة  ةالمیزة الإحصائی  
  :المیزة الكمیة نوعان 

  ( محددة)ixمتقطعة معبر عنھا بقیم 

 یمكن التعبیر عنھا بعدد كبیر من القیم. iIمتصلة معبر عنھا بأصناف ( مجلات) 

  أن ننظم ھذه النقط في جدول إحصائي یضم:یمكن 
  :18قیم المیزة و ھي مرتبة تصاعدیا 16 15 12 10 9 8     : 7و نرمز الیھا ب 6 5 4 3 2 1; ; ; ; ; ;x x x x x x x  

 الحصیص الموافق للمیزةix  ھو عدد التلامیذ الحاصلین على النقطةixمز إلیھ ب و نرin1حیث i n  

  مجموعة الأزواج ,i ix n  1 i n .تسمى متسلسلة إحصائیة 

  المجموع  ix   8  9  10  12  15  16  18قیمة المیزة

  20  1  1  3  4  5  2  4  الحصیص
  

 

1: 1ملاحظة  2 3 4 5 6 7 20N n n n n n n n        

  Nیسمى الحصیص الإجمالي لھذه المتسلسلة و نرمز إلیھ ب  20العدد 

  مادة الریاضیات            أكادیمیة الجھة الشرقیة   

                                نیابة وجدة        
  
  

  المستوى : الجذع مشترك علمي
  الأستاذ : عثماني نجیب

  10رقم/ مذكرة  
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iمعرف ب و ال ifھو العدد الحقیقي المرموز إلیھ ب ixتردد القیمةالتردد  و النسب المائویة : 
i

n
f

N
 

100iو المعرف ب ipھو العدد المرموز لھ بixالنسبة المئویة للقیمة   ip f . 

1:   11مثال : التدد الموافق للمیزة  

8 4

30 15
f    1ھي :    11الموافق للمیزة  و     النسبة المئویة 1100p f  

 

مجموع الحصیصات یساوي الحصیص الإجمالي و تكتب::2ملاحظة 
1

n

i
i

n N


   و                                    1و   مجموع الترددات یساوي

نكتب
1

1
n

i
i

f


 و نكتب 100مجموع النسب المئویة یساوي
1

100
n

i
i

p


 

  الحصیص المتراكم:  الحصیص المتراكم للقیمةix ھو مجموع حصیصات القیم الأصغر أو تساويix  و نرمز إلیھ بiN  

 :جدول الحصیصات المتراكمة  
  

  :  مخطط بالعصي  و یمكن أن نرسم المضع المرافق لھ)(التمثیلات المبیانیة: ھناك عدة أنواع مثلا 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

II. وسیطات الوضع: 
  ) 10كل قیمة للمیزة لھا أكبر حصیص تسمى منوالا ( في المثال : القیمة  المنوال : .1

الصنف المثال:( كل صنف لھ أكبر حصیص یسمى صنفا منوالیا ( في  150,155 .(  

أكبرمن أو یساوي نصف الحصیص  القیمة الوسطیة لمتسلسلة إحصائیة ھي أصغر قیم المیزة التي  حصیصھا المتراكمالقیمة الوسطیة : .2
  )   10الإجمالي. ( في المثال : القیمة 

المعدل الحسابي للمتسلسلة الإحصائیة المعدل الحسابي : .3     2 2 1 1, , ,p px n x n x n    حصیصھا  الإجماليN ھو العدد الحقیقي

و المعرف ب : Xأو mالمرموز إلیھ ب 
1 1 2 2 p px n x n x n

m
N

   
  

8 4 9 2 10 5 12 4 15 3 16 1 18 1

20
m

            
   : 32اذن 18 50 48 45 16 18 227

11.35
20 20

m
     

    

  

    ix قیمة المیزة
9  10  12  15  16  18  

  inالحصیص 
2  5  4  3  1  1  

,if  0,1  0,25  0,2  0,15  0التردد
05  

0,05  

ip  10%  25%  20%  15%  5النسبة المئویة 
%  

5%  

  ix    8  9  10  12  15  16  18 قیمة المیزة

  in  4  2  5  4  3  1  1الحصیص 

الحصیص 
  iNالمتراكم

4  6  11  15  18  19  20  

الحصیص

0
1
2
3
4
5
6

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1415 16 17 18 19
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إذا كانت المتسلسلة معبرا عنھا بالأصناف فان القیمة الوسطیة ھي:   
1

1 1
2

k

k k k

k

N
N

M a a a
n



 


  

  

knھو حصیص الصنف 1,k ka a.  

"indice "k .ھو مدل أصغر حصیص متراكم أكبر أو یساوي نصف الحصیص الإجمالي  

المعدل الحسابي للمتسلسلة الإحصائیة     2 2 1 1, , ,p pI n I n I n    حصیصھا  الإجمالي ھوN   

1 1 2 2 p pn c n c n c
m

N

   
 حیثicھو مركز المجالiI.  

III. لمیزة إحصائي متصلة : 2مثال 
  الكشف التالي یعطینا نقط  تلامیذ الجذع مشترك علمي في فرض من الفروض:

14 15 06 08 10 07 14 19 06 08 09 02 10 12 08 06 15 08 12 10                    

  املأ الجدول التالي :  .1
  
  
  

حدد الصنف المنوالي للمتسلسلة  .2
  الإحصائیة

  أحسب المعدل الحسابي للمتسلسلة الإحصائیة .3

  ات و المضلع الاحصائي المرافق لھأنشئ مدراج الحصیص .4
  الجدولأجوبة :  

  
  
  
 
المجالات:    0,5 ,  5,10 ,  10,15 . 15,   لھا نفس السعة و تسمى أصناف المیزة. 20

 الصنف المنوالي ھو : .1 5,10  

المعدل الحسابي:                                         .2
1 2.5 9 7.5 7 12.5 3 17.5 210

10,5
20 20

m
      

     

  ورسم المدراج : .3

IV.:وسیطات التشتت  
  مثال :  نعتبر الجدول التالي : 

  
  
  
  

ابي:                                        المعدل الحس
1 2.5 9 7.5 7 12.5 3 17.5 210

10,5
20 20

m
      

     

الانحراف المتوسط:    .1

1 1 2 2 1 2.5 10.5 9 7.5 10.5 7 12.5 10.5 3 17.5 10.5

20

p pn x m n x m n x m
e

N

            
  

1 8 9 3 7 2 3 7 70
3.5

20 20
e

   
   

 المغایرة: .2
       

2 2 2 2
1 8 9 3 7 2 3 7 320

16
20 20

v
  

    

16:  الانحراف الطرازي .3 4v    
  

  

  الصنف  (النقطة) 0,5   5,10   10,15   15, 20  

          inالحصیص

  الصنف  (النقطة) 0,5   5,10   10,15   15, 20  

  in  1  9  7  3الحصیص

  الصنف  (النقطة) 0,5   5,10   10,15   15, 20  

  in  1  9  7  3الحصیص
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